Modelagem Matematica






Definicdes Iniciais

Em Ciéncia é de suma importancia partir dos elementos fundamentais
da construcdo das ideias, e de como tais elementos se conectam e se des-
dobram por definicio. Em outras palavras, como acontece o vinculo entre o
Antecedente e o Consequente num pensamento de sentido completo.

Ou seja, em Ciéncia ha a necessidade de uma metodologia, posta e
aceita, que norteie todo o pensamento légico que possibilite o desenvolvi-
mento.

Ha de se reconhecer que todo o desenvolvimento tecnolégico alcancado
até o momento é fruto da ampliacdo dos entendimentos humanos.

Desta forma, uma vez aceita essa construcdo mental, gostando ou n3o,
o pensar cientifico estaria determinado. Além disso, temos t30 somente as

opinides e as crencas.
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Definicdes Iniciais

Os alicerces cientificos estdo amparados pelas seguintes constru¢des men-
tais':
o Evidéncia/Axioma
— qualidade ou carater do que é evidente (indiscutivel), do que ndo da
margem a davida ...

o Premissa
— ponto ou ideia de que se parte para armar um raciocinio ...

o Argumento
— raciocinio que conduz a inducio ou deducdo de algo ...

o Definicao
— delimitacdo exata, estabelecimento de limites ...

' Oxford Languages
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Definicdes Iniciais

o Postulado
— 0 que se considera como fato reconhecido e ponto de partida,
implicito ou explicito, de uma argumentacéo ...

o Conjectura
— ato ou efeito de inferir ou deduzir que algo é provavel, com base em
presuncées, evidéncias incompletas, pressentimentos ...

o Hipoétese
— proposicdo que se admite, independentemente do fato de ser
verdadeira ou falsa, como um principio a partir do qual se pode
deduzir um determinado conjunto de consequéncias ...

o Tese
— conclusdo por raciocinio ...
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Definicdes Iniciais

o Teoria
— conhecimento especulativo, metédico e organizado de carater
hipotético e sintético ...

o Demonstracao
— raciocinio que torna evidente o carater veridico de uma proposicao,
ideia ou teoria ...

o Teorema
— proposicdo que pode ser demonstrada via um processo logico ...

o Opiniao
— posicdo precisa, ponto de vista adotado ...

o Crenca

— opinido manifesta com fé e grande seguranga ...
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Definicdes Iniciais
Portanto,
todo problema modelado por meio da Matematica
necessita do uso das construces mentais,
definidas e mencionadas anteriormente (ou derivadas destas),

de forma correta e honesta.

N3o sdo cientificos por exemplo:

— negar as Evidéncias ....

— aceitar uma Teoria como um Axioma ....

— afirmar uma Conjectura como equivalente a um Teorema ...
— Argumentar uma Tese proveniente de Hipoteses inveridicas ...
— confundir Opinido com Demonstracio ....

— Crer nos resultados apenas por terem sido encontrados ....

— reflexdes mentais que ddo margem a dupla interpretacio ....
7/83



Problema, Matematica, Modelo
A pergunta mais dificil de se responder! Como resolver problemas?

No livro “A arte de resolver problemas: um novo aspecto do método
matematico”, G. Polya da as mais valiosas pistas de como se poderia resolver
problemas com ferramentas matematicas. No entato, o que s3o Ferramentas
Matematicas? O que é Matematica?

E concenso de que ndo ha uma definicdo consolidada sobre Matematica.
Porém, uma possivel tentativa de definicdo seria: Matematica é a arte de
pensar.

O pensar consiste basicamente em (mas ndo limita-se):

@ procurar padrdes

@ relacionar objetos no sentido amplo

@ inferir, conjecturar, axiomatizar, definir
@® demonstrar

Q@ etc.....

de modo que o grande desafio da Matematica estd na demonstracio.
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Problema, Matematica, Modelo

Quanto as Ferramentas Matematicas, podemos dizer que sdo elementos
que auxiliam a estruturacdo do pensamento. Por exemplo, sio elas:

o Lema, Teorema, Corolario, Axiomas

©

Légica, Técnicas Demonstrativas
Linguagem Simbdlica
Equacionamentos

Algoritmos

e © o6 ¢

Elementos de Visualizac3o

e muitas outras coisas mais ...

©

Desta forma, se somos resilientes no aspecto do pensar e perseverantes
em conhecer e dominar Ferramentas Matematicas — até mesmo produzir no-
vas — ent3o temos grandes chances de desenvolvermos Modelos Matematicos
aplicados e resolvé-los.
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Problema, Matematica, Modelo

Do livro “A arte de resolver problemas: um novo aspecto do método
matematico” - G. Polya, é possivel estabelecer as seguintes reflexdes:

Q para se conseguir algum éxito na resolucdo de problemas, precisamos
peremptoriamente considerar 4 instancias
— compreender o problema
— ver como as incognitas se ligam aos dados
— executar uma estratégia resolutiva
— analisar o resultado encontrado;

@ modelar matematicamente um problema n3o é uma tarefa simples, e
na maioria das vezes nio é algo definitivo;

Modelo/Modelar é uma tentativa de imitar algo de modo
a descrever todas as peculiaridades deste.

© modelar matematicamente um problema é a arte de criar uma
estrutura, escrita por elementos da Matematica, de tal forma a imitar:
os detalhes, as nuances, as restricbes, de quem se esta modelando.lo/83
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Problema, Matematica, Modelo

Existem diversas ferramentas matematicas para modelar muitos proble-
mas reais. Por exemplo temos:

Calculo Diferencial e Integral — escalar/vetorial
Calculo Tensorial

Algebra Linear

e 6 o6 o

Teoria dos Nameros

Grafos

©

o Otimizacdo
o Estatistica
o Equacdes Diferenciais

@ etc .....

tal que uma (ou mais) destas ferramentas pode ser usada na modelagem de
um problema real.
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Problema, Matematica, Modelo

E comum num problema de espalhamento de virus (por exemplo COVID-19)
utilizar:

Eq.'s Dif.’s Ordinarias — Otimizacdo — Estatistica — Algebra Linear

Modelo para a COVID19 — DOI: 10.5540/tcam.2021.022.03.00435

ds 15} dl B8
— = ——9 — = —5/— /
R o _

onde:

—t, S, I, R, D s3o as variaveis: tempo, sucetiveis, infectados,
recuperados e mortos, e N é o valor populacional
— [ é a taxa de infeccdo, e 7r e yp s3o as taxas de
recuperados e mortos
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Problemas bem Postos

O termo “Problema bem Posto” foi introduzido/definido pelo matema-
tico francés Jacques Salomon Hadamard (1865-1963). O mesmo acredi-
tava que a solu¢do de modelos matematicos deveria ter as seguintes propri-
edades:

O existéncia
@ unicidade
© dependéncia continua das condicdes auxiliares.

Todo Problema bem Posto tem grande potencial de ser resolvido com-
putacionalmente por um método numérico. Porém, se o método é instavel
sdo grandes as chances de a solucdo n3o ser condizente com o problema.

Um método é estavel quando pequenas perturbagdes nos dados condu-
zem a pequenas oscilages na solugdo. Caso contrario — em que pequenas
perturbacoes nos dados implicam em grandes oscilacdes na solucdo — o mé-

todo é definido ser instavel.
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Solucdo

Em Matematica, basicamente, ha dois tipos de solucdes:

@ Solugdo Analitica — deduzida e escrita por uma expressdo em termos
matematicos elementares, que nos da acesso a resultados exatos;

@ Solu¢do Numeérica — obtida por método numérico, em geral escrita por
conjunto de nimeros, que nos da acesso a resultados aproximados.

Por tras de todo método numérico ha um algoritmo. Ent3o, devemos
sempre medir a qualidade/validade da solugdo numérica encontrada. A va-
lidacdo é o ato de validar, de tornar algo valido e legitimo.

Portanto, todo problema precisa ser bem posto, aliado a algum método
numérico com condicdes de estabilidade garantida, que nos permite encontrar
solucdes numéricas a serem validadas, para que tenhamos a seguranca de
estar lidando com resultados legitimos. Caso contréario, presisamos remodelar

o problema. Este é o cerne da Modelagem Matematica.
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Ensaio Matematico

Um Ensaio Matematico nada mais é que um Ensaio Académico/Cienti-
fico. O ensaio é textual, com exibicdo de férmulas quando necessério, com a
exposicido da opinido do autor. No ensaio sio discutidas as principais ideias
desenvolvidas por outros autores, e a opinido do autor que escreve o ensaio.
No entanto, o autor que escreve o ensaio deve fundamentar a sua opinido
em outros autores e publicacGes.

Um ensaio ndo é o mesmo que um artigo. O ensaio é mais simplificado
que o artigo. Ademais, a principal diferenca é que no ensaio podemos ex-
pressar a nossa opinido/reflexdo.

Basicamente, a estrutura de um ensaio é dada por:

v titulo v" desenvolvimento/
v afiliacdo fundamentacio
v/ resumo v conclusao

v introducdo v bibliografias
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Ensaio Matematico

v

titulo
o o que descreve o ensaio
afiliacao
o nome do(s) autor(es), curso, universidade

resumo
o conciso, escrito sem paragrafos, e descreve o tema do ensaio

introducido
o descreve o assunto, o caso ou problema analisado, os objetivos
propostos e a justificativa

desenvolvimento/fundamentacao
o pode ser dividido em tépicos, e precisa conter: exposi¢ao,
fundamentacdo tedrica, avaliacdo, discussdo, posicionamento

conclusio
o descreve o problema contextualizado com o objetivo e analise
posicionada

bibliografias

o apresentacdo dos textos citados no ensaio i






Vibracio

posigio de equilibno — 3 1

Il

lo instante “ t " temos as disposigcoes nas seguintes diregdes:
movimento (verde), forca eldstica (laranja,




Vibracdo

O modelo matematico do esticamento/compressdo fica dado entdo sob
a forma

d?x
mﬁ +kx = 0
M x(0) = xo (xo € a posicdo inicial)
d
ﬁ 0 X (x4 & a velocidade inicial)

de modo que podemos fazer as seguintes consideracdes:

@ o problema & bem posto
@ possui solugdo analitica (ja foi demonstrada matematicamente)

© muito artificial e ndo realistico, pois

o a massa da mola é desprezivel

o a forca elastica muitas vezes n3o responde de forma linear tipo kx

o ndo podemos negar forcas externas como a resisténcia do ar — ou outro
fluido — gravidade, etc ...
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Vibracdo com amortecimento

posigio de equilibno — 1




Vibracdo com amortecimento

O modelo matematico do esticamento/compressdo com amortecimento
fica dado entdo sob a forma

d?x dx
G, B8 g
m dt2 + Cdt + KX
" x(0) = x (x0 € a posicdo inicial)
d.
£ o X (x4 € a velocidade inicial)

diante disto podemos fazer as seguintes consideracdes:

@ o problema é bem posto
@ possui solugdo analitica (ja foi demonstrada matematicamente)

© menos artificial com algum realistico, pois

e a massa da mola é desprezivel
o a forca elastica muitas vezes n3o responde de forma linear tipo kx

. . , dx
@ 0 amortecimento nem sempre responde de forma linear tipo c—

©

ndo podemos negar forcas externas como a gravidade, e outras mais ...
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Vibracdo com amortecimento e forcado

Objetivando mais realismo, adicionamos uma forca externa ao modelo
anterior. Se F.. & uma forca exterior, entdo aprimoramos ainda mais o
modelo anterior e a 22 Lei de Newton ficaria ent3o:

d’x d?x dx

mW:Fe+Fa+Fex <~ mP‘FCE-FkX:F(t) ; FeX:F(t)

logo, o modelo matematico ficaria

d2X dx
mﬁ + CE +kx = F (t)
" x(0) = xo (x0 € a posi¢do inicial)
% o X (x € a velocidade inicial)
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Vibracdo com amortecimento e forcado

Diante do apresentado até aqui podemos fazer as seguintes consideraces:

o a forga Fe, poderia resultar de outras forgas de campo (gravidade,
magnética, elétrica) e/ou de contato (pressdo, cisalhamento, normal,
tragdo). Contudo, poderiam existir mais forgas .....

@ por outro lado, o modelo mais realistico até poderia ainda ser bem
posto. Mas possivelmente sem solucdo analitica;

o se fossem modeladas forgas elasticas/de amortecimento n3o lineares,
ainda nos dois primeiros modelos apresentados anteriormente,
possivelmente ja n3o teriamos solucdo analitica.

S3o estes alguns dos desafios a serem superados ainda,
num problema relativamente elementar que é o de
vibracdo de uma massa conectada a uma mola.
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Circuito elétrico

Numa outra linha de raciocinio, consideremos o circuito elétrico da
Figura 3.

Figura 3: Circuito elétrico simples (Adap. da referéncia (6))

Se a carga no capacitor é Q = Q (t), entdo | = i’]—? € a corrente elétrica.
As quedas de voltagem no Resistor, Indutor, e Capacitor sdo respectivamente
RI, LE e ;e Lei de Voltagem de Kirchhoff diz que a forca eletromotriz
E (t) para todo t &:

di Q ?Q  ,dQ 1
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Circuito elétrico

O modelo matematico da variacdo de carga no circuito fica dado entdo
sob a forma
d? d
L—§+R—Q+ Q = E(t)
M, dt dt
e = @ | =
0 e
de modo que o problema é bem posto; possui solucdo analitica quando

considerado casos especiais para E (t) que é escolhida de modo conveniente.

: . : dQ .
Derivando a equagdo da carga e considerando | = —, conseguimos

dt
obter o seguinte modelo para a variacdo da corrente elétrica
d?l d 1 dE
L—+R—+ =1 = —
Md a2 @t i
1(0) = lh ; — =k
(0) 0 dtle=o ~ °

que também é bem posto e possui solucdo analitica para casos especiais de
E (t).
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Atividade

Encontre exemplos modelados como: My, Ms, M3, My e Ms.
Resolva-os e apresente uma analise sobre os resultados.

Envie o pdf da atividade para o email: ercirilo@uel.br

My: Luan / Nathalia
M: Larissa / Maria Graziela
Ms: Taina / Talita
M, /5: Monique / Guilherme
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Modelos econdmicos de Leontief

O economista Wassily Leontief (1905 - 1999) propés um modelo ma-
tematico, no qual os insumos e produtos numa economia tém suas ligacdes
interpretadas por meio da Algebra Linear. Leontief foi ganhador do Nobel de

economia em 1973 pela apresentacdo da matriz Insumo-Produto aplicada
a economia.

Leontief se deparou com a seguinte questdo econdémical

Qual nivel de saida os produtos devem ter
— num nivel necessario e suficiente — para atender
a demanda total da economia para esses produtos?

Leontief queria compreender e modelar a estrutura dos setores econé-
micos, queria compreender como os setores influenciavam uns aos outros.

Leontief apresentou dois modelo, a saber: o primeiro denominado
Aberto e o segundo Fechado, com base na tabela de transa¢es.
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Modelos econdmicos de Leontief

Matriz de Insumo-Produto

Exportagoes
Familias
Governo
Setor i Setores Compradores Setor j Investimentos
r I Estoques

!

Setores Consumo Demanda Prod.
Vendedores Intermediario Final Total

-

Importagbes Importagﬁes Importagﬁes

Impostos sobre vendas Impostos

Insurnos Primérios Valor Adicionado
— Vendas
Producéo Total — Compras

Figura 4: Esquema da tabela de transacées (Adap. da referéncia (8))
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Modelos econdmicos de Leontief

Exemplo de uma tabela de insumo-produto com 2 setores

Setores

Demanda
Final (Y)

Consumo da
Familias (C)

Governo (G)

Investimento (1)

Exportagdes (E)

Setores

Zuz

=

21

21z

Ca

=]

M;

M.

Impostos

t

t

t

Valor Adicionado

w

W

Produto Total

X

*2

i - fluxo monetario entre os setores i e

; - consumo das familias dos produtos do setor i

. - gasto do governo junto ao setor i

ij -demanda por bens de investimento produzidos no setor i
- total exportado pelo setor i

; - total de produgdo do setor

- importagdo total realizada pelo setor i

t; -total de impostos indiretos liquidos pagos por i
w; - valor adicionado gerado pelo setor i




Modelos econémicos de Leontief

@ Modelo fechado ou input-output:
O modelo adota a igualdade entre o valor das despesas de cada setor e o

valor das suas receitas, de modo a garantir o equilibrio do sistema
econémico constituido por um namero finito de setores.

o Modelo aberto:

Adiciona-se ao modelo fechado, a procura exterior — ou também conhecida
como demanda final/externa — e teremos assim o modelo aberto.
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Modelos econdmicos de Leontief

o Modelo aberto:
Sejam 3 setores interagindo, segundo a Tabela 1, com valores em reais.

Produtos
Agricultura | Manufaturas | Servicos SCEILCER LI
e externa total
Agricultura 45 60 90 105
Manufaturas 90 30 135 345
Servicos 60 180 0 210

Tabela 1: Tabela Insumo-Produto (Adap. da referéncia (7))

Na Tabela 1, pela ética das linhas, os valores em:
vermelho - sdo vendas feitas pelos setores para os setores listados nas
colunas, é o consumo intermediario/intersetorial
verde - s3o vendas feitas pelos setores para a demanda final externa
(consumidores)
magenta - s3o os resultados finais de demanda total,
e pela é6tica das colunas os dados em vermelho s3o fontes de insumos para
producdo dos setores. 34/83



Modelos econdmicos de Leontief

Em outras palavras, denotando A - Agricultura, M - Manufaturas, S - Ser-
vicos, DE - Demanda externa, e DT - Demanda total, entdo temos que o
setor:

QO A vende $45 para A, $60 para M, $90 para S, e $ 105 para DE,
totalizando uma DT de $300

@ M vende $90 para A, $30 para M, $135 para S, e $ 345 para DE,
totalizando uma DT de $600

O S vende $60 para A, $180 para M, $0 para S, e $ 210 para DE,
totalizando uma DT de $450

Produtos
Agricultura | Manufaturas | Servigos CTEEET LI
Isuine externa total
Agricultura 45 60 90 105
Manufaturas 90 30 135 345
Servigos 60 180 0 210
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Modelos econdmicos de Leontief

Rotulando x;; como a venda do setor i para o setor j, e d; como a
demanda externa demandada do setor /, matematicamente escrevemos:

DT,' = X1 I X2 aF X3 F di I = 1) 273 (1)

Os coeficiente técnicos de insumo, valores da tabela insumo-produto
normalizados, sdo calculados por meio de:
Xij ..
tij = D%J'- l,J

J

entdo obtemos a Tabela 2, tecnolégica de Insumo-Produto.

=1,2,3 (2)

Produtos

1 - Agricultura | 2 - Manufaturas | 3 - Servigos
Insumo

1 - Agricultura
2 - Manufaturas
3 - Servicos

Tabela 2: Tabela tecnolégica de Insumo-Produto (Adaptado da “dissert. de Sérgio
José Rech”)
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Modelos econémicos de Leontief
Agora, substituindo a relagdo (2) na igualdade (1) encontramos:
DT; = t;1DT1 + tj2DTy + t; 3D T3 + d; i=1,2,3 (3)
que é uma igualdade valida de fato para nosso exemplo. Basta ver que

DTy = t11DT1 + t1 DT> + t13DT3 + dy
DTy = tp1DTy + t02DTy + to3DT3 + do (4)
DT3 = t31DT1 + t32DTy + t33DT3 + d3
od 300 = 0.15 x 300+ 0.10 x 600 + 0.20 x 450 + 105
600 = 0.30 x 300 + 0.05 x 600 + 0.30 x 450 + 345
450 = 0.20 x 300 + 0.30 x 600 + 0.00 x 450 + 210.

Em outras palavras, as demandas totais (produ¢des totais) de cada setor
suprem as demandas normalizadas dos setores e a demanda externa.

37/83



Modelos econdmicos de Leontief

Por outro lado, ja se sabe atualmente que:

@ os coeficiente técnicos s3o fixos, os setores usam insumos em
proporcdes fixas ja bem conhecidas, com a garantia de alguma
qualidade aos produtos

mas n3o se controla (sdo desconhecidas)

@ a demanda externa © e a demanda total.
DT, di t11 ti2 t13
Denotando entdo w=| DT, |,d=| db |, e T = | to1 ton o3
DTs d3 t31 t3o t33

escrevemos as equagdes (4) sob a forma matricial w = T.w + d, ou ainda
w—Tw=d < (I-T)w=d < Mw=d com M=(1-T)

Da Algebra linear temos finalmente que w = M~1d, e M~! & conhecida
como a matriz inversa de Leontief. Ademais, sé faz sentido no contexto

econdmico considerar M n3o singular, T>0,d >0, e w > 0.
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Modelos econdmicos de Leontief

Cenario (1) 105 [ 0.15 0.10 0.20
Considerando os dados d=| 345 |, e T=| 0.30 0.05 0.30 | te-
210 | 0.20 0.30 0.00
Mos: 1.3459 0.2504 0.3443 [ 105 300
w=M"1d=| 05634 1.2676 0.4930 345 | =| 600
0.4382 0.4304 1.2167 || 210 450
que confirma nossos dados para a demanda total.
Cenario (2) 210 0.15 0.10 0.20
Considerando os dados d=| 345 |, e T=| 0.30 0.05 0.30 | te-
210 0.20 0.30 0.00
Mos: 1.3459 0.2504 0.3443 [ 210 441.31
w=M7"1d=| 05634 1.2676 0.4930 345 | = | 659.15
0.4382 0.4304 1.2167 210 496.01

que implica nos aumentos de demanda total de: 47% na Agricultura, 9,8%

na Manufatura, e 10,2% em Servicos.
39/83



Modelos econdmicos de Leontief

o Modelo fechado:

O modelo fechado é constituido pelas seguintes consideracdes:

A - os setores constituem um sistema onde realizam operacdes de
trocas entre si;

B - n3o ocorre entrada ou saida de produtos do sistema
constituido pelos setores;

C - o consumo total de cada produto € o mesmo que a sua
producio total;

D - os custos sdo integralmente pagos pelos lucros.

Portanto, o sistema se encontra em equilibrio, conservado.
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Modelos econdmicos de Leontief

Por exemplo, numa situagdo idealizada, considere 3 setores interagindo,
segundo a Tabela 3, com valores em reais.

Produtos
Caga | Pesca | Agricultura
Insumo
Caca 2 4 4
Pesca 1 5 4
Agricultura 6 1 3

Tabela 3: Tabela Insumo-Produto (Adap. da referéncia (9))

Na Tabela 3, pela é6tica das linhas, os valores em vermelho sdo vendas
feitas pelos setores para os setores listados nas colunas, é o consumo inter-

mediario/intersetorial.

Observe que a soma para cada coluna é conservativa.
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Modelos econdmicos de Leontief

Rotulando x; ; como a venda do setor i para o setor j, matematicamente
escrevemos:
DT; = Xi1+ Xi2 + Xi3 i=1,2,3. (5)

Os coeficiente técnicos de insumo s3o normalizados por 10, cada setor
fornece 10 unidades na comercializagdo. Ver a Tabela tecnoldgica 4.

Produtos
1- Caga | 2- Pesca | 3- Agricultura
Insumo
1- Caca
2 - Pesca
3 - Agricultura

Tabela 4: Tabela tecnolégica de Insumo-Produto (Adap. da referéncia (9))

Além disso, os coeficentes técnicos também s3o escritos pela relacdo

Xi j .
= j=1,2,3.
i DT, i) 3 (6)
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Modelos econdmicos de Leontief

DTy t11 t12 ti3
Denotando entdo w=| DT, |, e T=| t»1 to tr3 | escrevemos as
DT; t31 t3p t33

equagdes (5), considerando (6), sob a forma matricial w = T.w, ou ainda
w—Tw=0 < (-T)w=0 < Mw=0 com M=(1-T).

Da Algebra linear temos que T.w = w & um problema de autovalor/au-
tovetor, com autovalor ja definido igual a 1.

S6 ha sentido no contexto econémico considerar M tipo singular. De
outra forma, sé teremos o vetor solucdo trivial, que n3o tem interesse no
contexto econémico.

Ademais, sé faz sentido também no contexto econdmico considerar
T>0 ew>0.

Note que para o problema apresentado temos det (M) = 0, logo M &
singular.
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Modelos econdmicos de Leontief

Mais explicitamente, por exemplo quando x = 50, ocorre que:

50 = 0.2x50+0.4 x50+ 0.4 x50
50 = 0.1 x50+ 0.5x50+0.4 x50
50 = 0.6 x50+ 0.1 x50+ 0.3 x50.

Em outras palavras, as demandas totais (produ¢des totais) de cada setor
suprem as demandas normalizadas dos setores.

O que significa dizer que o sistema estard em equilibrio sempre que
DT; seguir a proporcdo escrita em w para todo /, qualquer que seja o &
considerado.
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Modelo de Black e Scholes

O matematico Fischer S. Black (1938 - 1995) junto com o economista
Myron S. Scholes (1905 - atual) chegaram a uma férmula no final da década
de 1960 que modelava a evolugdo da precificagcdo de ativos por meio de um
processo estocastico.

Em 1973 Black e Scholes publicaram o artigo The Pricing of Options
and Corporate Liabilities (O preco das opgdes e passivos corporativos), de-
talhando a férmula que hoje é conhecida como equacdo de Black-Scholes.

O Matematico Robert C. Merton (1944 - atual) expande as ideias sobre
o modelo de Black-Scholes, e publica o artigo Theory of Rational Option
Pricing (Teoria do preco de op¢des racionais).

Em 1997, Merton e Scholes dividem o nobel de economia pelos estudos
desenvolvidos no mercado de agdes. Inelegivel pela morte, Fischer S. Black

é homenagiado pela Academia Sueca que premia com o Nobel.
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Modelo de Black e Scholes

O termo “op¢do” &€ um contrato que da ao titular o direito (de com-
prar/vender) um determinado ativo-objeto (a¢do/titulo/bem), por um valor
definido, em uma data determinada no futuro.

O que se negocia no presente, com preco definido e data para efetivacio
da operacdo, é o direito de compra ou venda de algo no futuro!

Existe a opcdo de compra que da direito de compra do ativo, e a opcdo
de venda que da direito a venda do ativo.

Existem a opc3o americana, e a opcio europeia. Em particular, a opcdo

europeia € um contrato que permite o exercicio do direito de compra ou de
venda do ativo somente na data de vencimento.

A férmula de Black-Scholes &€ um modelo:

o de precificacdo de opcdes tipo européia;

@ que precifica o valor do contrato de opcdes via uma EDP de 22 ordem
com termo fonte nio nulo.
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Modelo de Black e Scholes

“Exemplo ficticio: Hoje & 13/10/23, e o prego de mercado (PM) da ag&o
da Petrobras PETR é de R$18,00"

més J F M A M

J A S O N D

call
put

Opcao de Compra <— call

PETR 20 < R$1,00
@ PETR é o ativo objeto
@ &0 més de vencimento
@ 20 é o prego de exercicio (PE)
o R$1,00 é o prémio

Titular: paga o prémio, tem direito
de comprar

Lancador: recebe o prémio, tem
obrigacdo de vender

In the money (itm): PE < PM

Out the money (otm): PE > PM

Opcédo de Venda «— put

PETR 18 < R$1,00
@ PETR é o ativo objeto

@ & 0 més de vencimento
@ 18 é o prego de exercicio (PE)
@ R$1,00 é o prémio

Titular: paga o prémio, tem direito
de vender

Lancador: recebe o prémio, tem
obrigacdo de comprar

In the money (itm): PE > PM

Out the money (otm): PE < PM
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Modelo de Black e Scholes

o

©

© O

Consideragdes:

o proprietario da opcdo adquire este direito de “propriedade” em um
instante t pagando um prémio — que é o preco da opcdo — de compra
¢ ou de venda vg;

K & o prego de exercicio (strike) definido no contrato da opg&o;
o tempo de vida — ou maturidade — de um contrato é definido por T;

no tempo t = T, vencimento do contrato, o proprietario decide se
adquire ou vende a acdo pelo preco K;

0 prego a vista de uma agdo na opg¢do é definido por X (t)

os precos de opcdes de compra ou venda s3o definidos sob a forma
c= F(X(0),6) = Fxt), e v =g (X (1), 8) = g (x.)
respectivamente;

uma call sera vantajosa para o titular, se no vencimento X (T) > K

uma put sera vantajosa para o titular se no vencimento X (T) < K
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Modelo de Black e Scholes

A questio fundamental modelada por Fischer S. Black, Myron S. Scho-
les e Robert C. Merton foi:

Para um tempo t < T,
qual é o valor do preco justo

c="r1(X(t),t)ouv=g(X(t),t)?

Existe algum modelo

que possa definir esse preco justo?
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Modelo de Black e Scholes


https://conteudos.xpi.com.br/aprenda-a-investir/relatorios/mercado-de-opcoes/
https://conteudos.xpi.com.br/aprenda-a-investir/relatorios/mercado-de-opcoes/
https://www.infomoney.com.br/guias/mercado-de-opcoes/

Modelo de Black e Scholes

A deducido da EDP de Black e Scholes necessita de conceitos sobre
Processos Estocasticos Geométricos Brownianos, e de hipéteses do mercado
de acBes. A bibliografia 10 deduz o modelo Black e Scholes, para uma call,
sob a forma:

6C(X, t) X%_’_}szzazc(x, t)

r. 5— = rc(x,t)
My ot ox 2 0x
XIgn0 c(x,t)=0 ; Xll_>ngo c(x,t)=X ; t||_>mT c(X(t),t)

cuja solucdo é dada por:
c(X(t),t)=X(t)N(dh) —Ke ""N(dr); 0<t<T; XT)>0

In (%) + (r + 0.50'2) T
comT=T—t, d =
%

r é a taxa de retorno do ativo livre de risco, o é a volatilidade, e N é a
distribuicdo normal acumulada.

e dy = di — o+/7, onde
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Modelo de Black e Scholes

A vers3o do modelo para uma put, é dada por:

v (x,t) n X@ n 10-2)(282‘/()(’ t)

r 5— = rv(x,t)
M ot ox 2 Ox
>|<an v (X7 t) =0 X|I~>moo v (X7 t) =X tII—>mT / (X ( T) ' T)

cuja solucio é dada por:
v(X(T),t)=Ke ""N(—d2) = X(T)N(—d1); 0<t<T; XT)>0.
Os modelos M, /, estdo ainda um pouco longe de exibir resultados com

acurada precisdo. Um dos principais fatores que dificultam a obtencdo de
resultados mais precisos é a Volatilidade Implicita.

N3o ha concenso sobre a definicio de Volatilidade Implicita, mas a
melhor menciona que:

é uma expectativa da volatilidade do ativo-objeto
refletida nos precos das opcdes negociadas.
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Modelo de Black e Scholes

As sensibilidades — medidoras do prémio — denominadas Gregas, s3o
definidas na tabela abaixo:

Indicador Call Put
0
A= {ax} N (dh) N(d) —1
- 672 1 ON(dy)
IR Xoy/T 0Ody
[0 ON (@)
‘= [80] S
O] XeONE@) g XoONG@) o
0= [at] N rKe™"" N(d>) N + rKe™ " N(—db)
0 _ _
p= |:8r:| Krte rTN(dQ) —Kre rTN(—dQ)
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Modelo de Black e Scholes

Considerando que

1 # _1p2
N(#) = E e 2" dt
—0o0
entdo temos

, d 1 # _1g2
G d#{m/m“ ‘“}

1 d [7 1
- = d#/ et — . e 3. (TF.C)
V &T —00 VLT

Ademais, de d; e db vale o seguinte desenvolvimento:

In <X}(<t)> +(r+050%) 7 = dioyT

In(X(t)) — In(K)+rr = %[df—(dl—aﬁ)z]

1 1
In(X(t)) — Edf = In(K)—rr — 5d22
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Modelo de Black e Scholes

1 1 1 1
In(X(t)) +In({—) —=d? = In(K)— In|—)— =d?
n(())+n<\/g> 591 n(K) rT—i-n( 27r> 5%
1 152 1 12
In | X(t) ——=e 2% = In|Ke m——e 2%
[ ( )\/27r } [ 2T
1 152 1 12
X(t e 2% = Ke ' e 2%
(t) 2T V2T
Xt)N' (d) = Ke "N (da)
Kefr’T
N = N’ .
= (dh) X(0) (d2)
De fato A (c) = g—; = N (dy), pois:
Jc 0
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Modelo de Black e Scholes

ou ainda
oc

oX

aix [X(t) N (di) — Ke™""N (db)]

N (dh) + X(£) N (dy )ai _ Ke "N (db) g‘f
e,

N (dy) + X(t) N’(dl)a—x — Ke™""N' (d) 86;( [

od od
N (dy) + X(£) N (dy) o — Ke™ TN (db) o

8X
o e (@)

7 _ KeT'T

N(d1)+7[ 0 ]=N(d)

d; — aﬁ]

N (ch) + X(t) N (dy) cr\/;X(t)

N’ (d2)

A deducido das outras gregas seguem de modo analogo!
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Modelo de Black e Scholes

Se X é variavel, PE = 27.19, 0 =62.90, r = 13.25 e 7 = 0.16 temos:

8

Prémio

2296 2396 2496 2596 2696 2796 28.96 29.96

Cotacao do ativo

== v call put

30.96

31.96

32.96

Figura 6: Aproximagdo da grega A
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Modelo de Black e Scholes

Se X = 27.96, PE é variavel, 0 =62.90, r = 13.25 e 7 = 0.16 temos:

8

Prémio

2 \N\Nﬂ
1
0
2219 2319 2419 25.19 26.19 27.19 28.19 29.19 30.19 31.19 32.19 33.19 34.19

Preco de exercicio

== v call put

Figura 7: Aproximag¢do da grega I’
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Modelo de Black e Scholes

Se X = 27.96, PE = 27.19, o é variavel, r = 13.25 e 7 = 0.16 temos:

4
3-5.—._—‘__._/——"——'_"—-—_.
3
=]
E 25
b=
B
2
15
1
0539 0549 0.559 0569 0579 0629 0639 0649 0.659 0669 0.679
Varia¢ao da volatilidade
== v call put

Figura 8: Aproximacdo da grega v
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Modelo de Black e Scholes

Se X = 27.96, PE = 27.19, 0 = 62.90, r é variavel e 7 = 0.16 temos:

4
3'5!__.__._.,__.——1——I——IP—"—'_'
3
=]
E 25
b=
B
2
15
1
0.0825 0.0925 0.1025 0.1125 0.1225 0.1325 0.1425 0.1525 0.1625 0.1725 0.1825
Variagao da taxa
== v call put

Figura 9: Aproximagdo da grega p
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Modelo de Black e Scholes

Se X = 2796, PE = 27.19, 0 = 62.90, r = 13.25, e 7 é variavel
temos:

12

10

Prémio

0
13 12 11 1 09 08 07y 06 05 04 03 02 016 01

Variacao do tempo

== v call put

Figura 10: Aproximac3o da grega © 62/83






Equacdo Reativa-Difusiva
Consideremos as seguintes premissas:

A: 1° lei de Fick

J= —DZS (7)
B: Lei da Continuidade X
0S o0J
a——a‘FF(S)v (8)
entdo substituindo (7) em (8) temos
S 3} S %S
5 = 9x [_Dé?x] +F(S)—Dﬁ+F(S)
e portanto escrevemos que
oS 0%S
5 = Dﬁ + F(S) 9)

onde t & o tempo, x a dimens3o espacial, S a densidade populacional de
individuos invasores, D o coeficiente de difusdo destes invasores, J é o fluxo
de invasdo, e finalmente F(S) é o termo que governa o crescimento do

namero de individuos em termos da densidade populacional. e



Equacdo Reativa-Difusiva

Um modelo matematico que descreve a variacdo da densidade popula-
cional (ocupagdo) no espago unidimensional fica dado sob a forma

2
95 _p%> k(s
M, ot Ix o
5(0,x) =5 (condicdo inicial)
S(t,0) =S(t,L)=0 (condigdes de contorno)

de modo que podemos fazer as seguintes consideracdes:

@ o problema & bem posto
@ possui solugdo analitica quando F (S) = KS com K € R
© muito artificial, pois
o raramente observa-se fenémenos biol6gicos governados por crescimento
do tipo F (S) = KS
o a velocidade de propagacio da onda é "infinita”, e isto n&o é realistico
em problemas biol6gicos
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Equacdo Reativa-Difusiva

Na referéncia bibliografica (11) é mostrada a solug¢do analitica do mo-
delo My, considerando F (S) = KS, escrita por:

S(t,x) = Basin (“1) Je=g=) (10)
n=1

2 L
com B, = L/o Sosin (erX) dx.

n?m2D

Ademais, de K — 12

comprimento critico.

= 0 deduz-se Lo = 7 nomeado por

=5

K

A populagdo permanece constante se L = L. (quando as forgas difusiva
e reativa se igualam), aumenta quando L > L. (a forga reativa & dominante),
e decai se L < L. (a forga difusiva é dominante). Este fato permite concluir
que o tamanho do dominio também interfere na dindmica da populac3o.
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Equacdo Telegrafica-Reativa-Difusiva

Um outro modelo matematico que descreve a variacdo da densidade
populacional (ocupagio) no espa¢o unidimensional fica dado sob a forma

%S d 95 _ %S
1 s (0,x) =50 M =0 (condi¢des iniciais)
S(t,0) =S(t,L)=0 (condi¢des de contorno)

de modo que podemos fazer as seguintes consideracdes:

@ o problema é bem posto
@ ndo possui solugdo analitica qualquer que seja a fungdo F (S)
© é um aprimoramento quando comparado ao modelo reativo-difusivo,
pois
o a velocidade de propagacio da onda n3o é "infinita”, e isto é realistico
em problemas biol6gicos
o contempla o pardmetro 7 que modela o atraso com que as variacbes de
S ocorrem no dominio com o passar do tempo.

68 /83






Conceitos Introdutérios

As equacdes da mecanica dos fluidos sdo derivadas dos principios de
conservacdo: da massa e da quantidade de movimento para um fluido.

As variaveis de interesse das equacdes evolutivas sdo:

@ a massa especifica (p(t,x))

o e a velocidade (v)

onde t & o tempo e x a posicdo no espaco.

As leis matematicas que modelam os principios de conservacdo em flui-
dos podem ser deduzidas pelo uso de sistemas, volumes e superficies de
controle, cujo vinculo entre estes é dado pelo Teorema do Transporte de
Reynolds.

Por definicdo um sistema é uma certa quantidade de material (substan-

cia) composto sempre pelas mesmas particulas, que escoa e interage com o

meio. O volume de controle é um volume no espaco através do qual o fluido
escoa e a superficie de controle é a face deste volume (12).
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Conceitos Introdutérios

Considere N, um pardmetro fisico (propriedade extensiva), e n a quan-
tidade deste parametro por unidade de massa (propriedade intensiva).

Seja ainda m a massa de uma porc¢o analisada tal que N = m.n, entdo
o Teorema de Transporte de Reynolds é formulado como:

DN 0
E sistema = a //C npd\/ + /SVC np (V.n) dA (11)
onde:

DN

° —‘ : é a taxa temporal da propriedade extensiva no sistema
Dt Isistema

° 5 npdV é a taxa temporal da propriedade extensiva no volume de
vc

controle vc

° / np (v.n) dA é a vazdo liquida da propriedade extensiva através da
SsC

superficie de controle sc.
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Conceitos Introdutérios

Superficie de controle ndo deformavel
¢ fronteira do sistema no instante ¢

— — — Fronteira do sistema no instante ¢ + &




Equacdo de Conservagdo da Massa

Admitindo que:

O a massa total do sistema seja M gictema = / pdV

sistema

Q e as propriedades extensiva e intensiva sejam N = Mgistema: € 7 = 1,

D 0
de (11) obtemos i pdV = pn /VC pdV + /Scp(v.n) dA.

sistema

Se o principio de conservacio da massa é assumido, a taxa de variacio
da massa do sistema deve ser nula, logo a forma integral fica

0= aat/pdV—i—/p(vn)dA—8 /pdV+/ div (pv) dV.

Permutando a derivacdo com a integracdo e agrupando, pode-se escre-
ver / Op + 0 (pvj) | =0, que implica afirmar
ot T ox ) T Aneime

dp
ajLa—x(p vj) =0. (eq. de cons. da massa)
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Equacdo de Conservacdo da Quantidade de Movimento

Se considerarmos uma particula com massa pdV movimentando-se a
uma velocidade v, a quantidade de movimento sera pdV'v, logo a quantidade

de movimento para um sistema ficara pvdV.
sistema

Mas sabemos da 2? lei de Newton para o sistema que

Dv D
Z Fsistema = m.a= m.ﬁ = Dt (m.v) sistema

5t (L)
= = pvdV 12
Dt sistema ( )

Se o volume de controle coincide com o sistema, as forcas no sistema
atuam no conteddo do volume de controle (cvc), assim é verdade que

Z Fsistema = Z Feve (13)
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Equacdo de Conservacdo da Quantidade de Movimento

Agora, se as propriedades extensiva e intensiva sio respectivamente

N = / pvdV e n = v, entdo de (11) obtemos

sistema

D 0
— pvdV_/ pvdV+/ pv (v.n)dA. 14
Dt sistema ot vc sc ( ) ( )

Combinando entdo (12), (13) e (14) a formulagdo matematica para da
27 lei de Newton para volumes sera

Z Fsistema = Z Feve
D
— dv ) = F
Dt (/SIStema IOV > Z cve
= /pvdV+/spvvn JdA = ) Fevc

que resulta, via o Teorema de Gauss, na equacdo

0 0
(pvl)dv+ 8 (pVIVJ dV ZFCVC
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Equacdo de Conservacdo da Quantidade de Movimento




Equacdo de Conservacdo da Quantidade de Movimento

A forca F 5 que age na superficie de um elemento de area dA é dada por
ondA, figura 12, disto a forca de contato total que age por toda a superficie
de controle resulta em / ondA; e a forca F ;, é dada por / pgdV . Desta

sC vc
forma, a equac3o anterior é escrita por

8(pv;)dV—|—/ ;_(pv;vj)dV:/ UndA—I—/ pgdV (15)
sc vc

v G ve O0Xj

O o é um tensor que modela a pressdo e a tensdo de cisalhamento.
A pressdo age para manter a integridade do volume, ela ocorre em sentido
contrério ao vetor normal e a tens3o cisalhante ocorre na face do mesmo.

Denotando os termos de pressdo e cisalhamento como p e 7T respecti-
vamente, o tensor tens3o fica

o11 012 013 -p 0 O TI1 T2 T3
ogij=|02a 02 ox|=0 —p 0 |+ |7 7 73| (16)
031 032 033 0 0 -—p T31 T32 733
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Equacdo de Conservacdo da Quantidade de Movimento

Note que a tensdo de cisalhamento é um tensor de 9 componentes,
entdo sua notagdo passa a ser na forma 7j;. Se o vetor g = gj, entdo as
integrais do lado direito de (15) ficam

/U.ndA:/ iJ,-jdV e /png:/ pgidV
sC vc aXJ vc vc

e finalmente (15) é escrita por

0 0 0
9 t(pv)d —1—/ _(pv vj)d /VC .ajd —I-/chgd

ve OXj Xj
que é a equacio de conservacdo da quantidade de movimento na forma
integral. A equa¢do acima é valida para todo vc, apés algumas poucas
manipula¢des matematicas pode-se encontrar

3, 0 0
Fp(Pvi) + ajj(pv;vj) = gy i T P8 (17)

que é nomeada equacio de conservacido da quantidade de movimento

na forma diferencial.
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Equacdo de Conservacdo da Quantidade de Movimento

Finalmente, um modelo geral para a dindmica dos fluidos é escrito por:

ap 0
— + —(pv;) = 0
M
O o)+ i) = e+
o) e ) = g N
atpl anP/J OXJ'U PEi
Varios modelos especificos podem ser construidos tais como:
o para fluidos compressiveis ou o com superficie livre ou
incompressiveis; confinado;
@ newtonianos ou @ em regime laminar ou
n3o-newtonianos; turbulento.

ou modelos muito mais sofisticados, por exemplo:

@ problemas multifluidos, com @ associados ao magnetismo,
interacdo entre fluidos; problemas de

o estudos em microfluidica magnetohidrodinamica;
aplicada em nanotecnologia; @ entre outros .....
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