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Taylor

@ Seja f uma fungdo dada como uma série de poténcias em (x — a) na
forma:

Fx)=> Gilx—a)"=G+G(x—a)+G(x—a’+... (1)
n=0

@ Se o raio de convergéncia de (1) é r, entdo f sera infinitamente
derivavel em (a — r,a+ r). Logo, de (1) resulta:

f'(x) = G42C(x—a)+3CG(x—a)’+4C(x—a)+...
f'(x) = 2C+6Cs(x—a)+12C, (x —a)> + ...

f"(x) = 6G+24C(x—a)+...
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Taylor

@ Se x = a em (1) e nas derivadas de f, entdo obtemos:
fla)=G f'(a=G f'(a)=2G f"(a)=6CG ......

que de forma geral permite escrever:

Co = =F) (3). 2

n!
o Portanto levando (2) em (1) encontramos:

[e.9]

Fl) =3 7 (a) (x — 2)" 3)

n=0

nomeada por Série de Taylor de f em x = a.
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Taylor

Teorema de Taylor
Suponha que f (x) tenha n+ 1 derivadas em um intervalo aberto / e que
a € 1. Para cada x € /, existe pelo menos um niimero ¢ entre a e x tal que:

1

Ro () = 1)

F(n+1) (C) (X _ a)l1+1
nomeado como resto.
Exemplo: Consideragdes sobre f (x) = In(x) em a=1

e Da teoria das séries sabe-se que a série (3) para In(x), considerando
a=1, édo tipo:

In(x):In(1)+1(x—1)+%(—1)(X—1)2—|—%(2)(x—1)3+...







Taylor

@ Pode-se aproximar In(x), por exemplo, como:
1 1
(x) = 0+(x-1) -5 (x-1)+3(x-1)° = P3(x).

@ Em particular pode-se escrever:

Rs (x) = %f(”') () (x—1)"= —ﬁ (x—1)*

ou ainda (com c entre x e a)

1
R3(x)=1In(x)—P3(x) = In(x)=Ps3(x)— (x — 1) )
@ Por exemplo, se x = 1.1, em médulo tem-se:
|R3 (1.1)] ~ |/n(1.1) — P3(1.1)]

—10.095310 — 0.095333| = 0.000023 = 2.3 x 107°.







Erros: absoluto e relativo

o Considere p* como sendo uma aproximacio de p. Os erros absoluto e
relativo sdo respectivamente:

EA =|p—p'| E.R.:'I)’;*Ir’.

@ Sob as definicdes acima o E.R. descreve de modo mais adequado a
precisdo, quando comparado ao E.A..
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Erros: absoluto e relativo

Exemplo: Comparacio entre erros
o (I) Considere que p; é representado por p; = 3.1 de modo que
E.A. < 0.1, entdo:
EA =|pp—31 <01l =

|p—31 01

ER. = & ER.< 0.1 ~ (0.0322581.

3.1] 3.1] 31

o (Il) Considere que py & representado por p; = 2112.9 tal que
E.A. < 0.1, logo:

EA =|pp—21129/ <01 =

|pa —2112.9] 0.1 0.1

ER. =

< E.R.  ~4.7x107°.
|2112.9] < |2112.9 < 21129 %

@ Conclui-se entdo que py é representado com maior precisdo do que pi,
pois seu E.R.,comparado ao E.R. em (l), & menor!







Processos iterativos

o Em processos iterativos gera-se sequéncia de valores do tipo:
{Pk}TZO:{Po,Pl,PQ,...,Pm}, Pck
entdo admite-se que Py—p, (1 < n < m) é solugdo numérica se

_ HPn = I:,n—lu

E.R.
’ 1Pl

com & << 1 a-priori fixo.

o A medida que os sucessivos E.R., v3o se aproximando de e, dizemos
que ha um processo de convergéncia.
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Ordem de convergéncia

o Denotando os erros relativos (gerados em uma malha de espagamento
h) por Eh entdo estes podem ser estimados via expressio E" ~ CH’.
A constante C é dependente dos dados do problema e 6 é uma
estimativa para ordem de convergéncia.

o Se EM? ~ C(h/2)0 segue que:

BN o g [ (E
Eh/Z_C(h/2)9_ " log?2 E\EM2 )|

@ Quanto maior o valor 6, significa que maior sera a ordem de
convérncia.

o Em sintese, mais rapido o método numérico converge para a solu¢io
exata.

https://doi.org/10.1007 /s40819-019-0633-z
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Lista de Exercicios - 1
u Sejam f (x) = cos (x) e xo = 0. Determine

(a) o segundo polindmio de Taylor de f em xp; e
(b) o terceiro polindmio de Taylor de f em xg.

u Determine o polindmio de Taylo de ordem trés Ps (x) para a fungdo

f(x)=+vx+1em xp =0. Aproxime V0.5, v0.75, V1.25 e V1.5

usando P3(x) e determine os erros reais.

Determine o polindmio de Taylo de ordem dois P, (x) para a fungdo
f (x) = e*cos (x) em xp = 0.
(a) Use P, (0.5) para aproximar f (0.5). Determine um
limitante superior para o erro |f (0.5) — P (0.5) | usando
a férmula de erro e compare-o com o erro real.
(b) Determine um limitante para o erro |f (x) — P2 (x) |
cometido ao usar P, (x) para aproximar f (x) no
intervalo [0, 1].
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Lista de Exercicios - 1

u Use um polinémio de Taylor em 7/4 para aproximar cos (42°) com
uma precisio de 107°.

u Calcule o erro absoluto e o erro relativo na aproximacio de p por p*.
ap=m p-=22/7 p=m, p*=23.1416
b p=e, p*=2718 p=+2, p*=1414
c p=e'% p* =22000 p = 8!, p* =39900
d p=107, p* = 1400 p =9l p* =187 (9/e)°

Nota: atente que definimos erro relativo em relagdo a p*, na bibliografia
do curso a definicdo foi em relacido a p. Sobre isso n3o existe certo ou

*
lp— P

Pl

errado, apenas uma quest3do de referéncia. Desta forma, a expressio
também é correta!
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Respostas da Lista de Exercicios - 1

1 1
u (a) 1—2x2+6x315in(c)
(b) cos(x) = 1—§x2— 5 x*cos (c)
1 1, 1 4
u P3(x):1+§x—§x —|—EX ; Vx+1=P;3(x)+ Rs(x)

V0.5 ~ P3(—1/2)
erro o~ ’\/ﬁ— P3(—1/2)

I, PN
u P2(x)=1+x ; Ry (x) = < (sen(;) s COS(C))X3
para algum c entre x e 0, temos o seguinte:

(2) P,(0.5)=15ce |f(0.5) — P, (0.5)| < 0.0932
(b) |f (x) — P> (x)| < 1.252
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Respostas da Lista de Exercicios - 1

7
u Como 42° = 3—7(; radianos, use xg = T Entdo

4

T o\ n+1 I
p (17 <(Z—§—O) 0.053"+1
"\30/)| = (n+1) (n+1)!

para que

7 .
R, <37(;> ‘ < 107°, & suficiente tomar n = 3. Até 7

7 7
algarismos, cos (33) — 0.7431448 e P; <3g> — 0.7431446.

| EA ER EA ER
a | 0.001264 4.025 x 107% 7.346 x 107 2.338 x 107°
b|2818x107% 1.037x107* 2136 x10~* 1.510x 10™*
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Interpolagdo Spline S,

o Considere a tabela de um conjunto de dados do tipo:
X ‘ X1 X2 ... Xpiil
F) [ v y2 -0 yan

Tabela 1: Tabela do conjunto de dados.

com monotonicidade estrita, ou seja x; < xp < -+ < Xpiq-

o A fungdo S, (x) &€ nomeada Spline de grau p com nés nos pontos x;
(i=1,2,...,n+1) se:
a) para qualquer subintervalo [x;, xj+1] com i =1,2,...,n
tenhamos S, (x) como polinémio de grau p;

b) Sp(x) € continua e tem derivada continua até a ordem
p—1em [x;, xpt1];

c) Sp(xi)=yi ; i=12,...,n+1
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Interpolacdo Spline Linear

o A Spline linear interpolante 2, Si (x), da Tabela 1, que verifica a
definicdo Spline do slide anterior, é:

; Xjt1 — X X — X;
Si(x) = i <+> Ty () @)
Xit+1 — X; Xi+1 — Xi

com x € [xj, xj+1]-

o Essencialmente, por intermédio da expressdo (4) temos um conjunto
de n segmentos de retas.

° A dedug¢do da equagdo (4) é facil de ser obtidal Como
exercicio, a partir dos pontos A = (x;, y;) € B = (Xj+1,yi+1) deduza a
equacio da reta.

o Porqué é necessaria a premissa de garantia da monotonicidade estrita?

2RUGGIERO, M. A. G.; LOPES, V. L. Calculo Numérico: Aspectos Tedricos e
Computacionais, 2° edicdo. Sdo Paulo: Editora Makron, 1996.
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Interpolacdo Spline Linear

Exemplo: Da tabela a seguir segue que:
X 5 10 17 21 25

f(x)]0 5 9 7 0

@ Como neste exemplo n = 4 entdo pela expressdo (4) temos:

s (x) 10_X)+5(X_5)=x—5 . x€e[510]

5 5

52 (x) ; x € [10,17]
S3(x) X ;o x€e[17,21]

SH(ix) = + ; x €[21,25]







Interpolacdo Spline Linear

ou ainda

x € [5,10]

x € [10,17]
x € [17,21]
x € [21,25]

SLI(x) =

cujo grafico é tipo

10 15

—Spline Linear ~ * Dados







Interpolacdo Spline Linear

Exemplo:
x |5 10 17 21 25
f(x)]0O 5 9 7 0
Da tabela acima construa a spline linear interpolante parametrizada:

x1 (t)
SLI(t) = : t € [ti, tiva]
i (t)
Dica: Conside a tabela

t|1 2 3 4
x |5 10 17 21 25

para o calculo de x| (t). Para yi (t) considere







Interpolacdo Spline Linear

Exemplo: Obtenha a spline linear do seguinte grafico, com inicio em
A e fim em B.

Vi
A

L0

Dica: Construa a tabela de dados. Apés, use Spline Linear Parametrizada







Interpolacdo Spline Cabico
X ‘ X1 X2 ... Xpr1
FO) |y y2 o Yom

Tabela 2: Tabela do conjunto de dados com monotonicidade estrita.

o Considerando os dados da Tabela 2 a Spline Cabica Interpolante
53 (x), nos nés x;, € aquela tal que existem os polindmios ctbicos

P.(x) ; k=2,...,n+1 ; de modo que
() S3(x)=Pr(x) ; x€[xk-1,%] ; k=2,...,n+1
() Ss(xk)="F(xk) ; k=1,...,n+1
() Pe(xk) = Prs1(xk) ; k=2,...,n
(IV) P (k) = Pria () i k=2,...,n

(V) PI/(,(Xk):P;(/+1(Xk) i k=2,...,n
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Interpolacdo Spline Cabico
@ Os polinémios Py (x) a serem obtidos sdo da forma:

Pi (x) = Ar (x = xk)? + B (x — xk)? + Cie (x — xi) + Dx (5)
para k=2,...,n+ 1.

o Das condigdes (1) e (Il), k =2,...,n+1, e considerando (5) obtemos:
S3(xk) = P(x) = f(x)

= Dk =5 (Xk) (6)
Py (Xk) = Dy

e de (5) temos também
P, (x) = 3Ax(x —xk)* + 2Bk (x — xi) + Ci
PL/ (X) = 6Ak (X — Xk) + ZBk
e como P} (xx) = 2B entdo
P/I
B = —X éxk). (7)
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Interpolacdo Spline Cabico
o Uma vez que
P,/(, (Xk—l) = 6A« (Xk—l = Xk) + 2By

entao

A =2Bit P Gan) _ =P () + Py (o)
k 6 (Xk—l — Xk) 6 (Xk—l — Xk)

mas da condi¢do (V) P} (xk—1) = Pj_; (xk_1). Denotando
Xk — Xk—1 = hy segue ainda que

Py (xi) — 1 //<I 1 (Xk-1)
A= —= — 8
K 6hy ( )
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Interpolacdo Spline Cabico
o Da condicdo (I11)
Pk (xk) = Pit1 (xk) = f (x)
adicionalmente
Prr1 (xk) = Ars1 Ok —xi1)>+ Bt (%6 —Xkr1)*+ Cuwrr Ok — Xks1)+Dicr1
o que conduz a
— Aks1hip + Bisihiir — Ceothisr + Digr = F (%) (9)

com hk+1 = (Xk+1 — Xk) (—1).

o Em (9), transladando os indices em uma unidade e isolando C
deduz-se que

—Axh} + Bih? — Cihy + Dy = £ (xi_1)
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Interpolacdo Spline Cabico

1
Ck = h—k (—Akhi —+ Bkhi -+ Dk —f (Xk—l))
=
f () — f (1) | 2Pg () b+ Pi_q (xk—1) hi

= 10
Ck ™ + 5 (10)

o Denotando P} (xx) = gk e f (xk) = yx entdo de (8), (7), (10) e (6)

escreve-se
8k — 8k—1
A = =—>— 11
« 6hy (11)
Be = % (12)
— Vi 2h + hegi—
C, = Yk — Yk 1+ k8k k8k—1 (13)
hy 6
Dy =y (14)
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Interpolacdo Spline Cabico
o Por outro lado, da igualdade (5) segue que

P;( (Xk) = 3Ak (Xk = Xk)2 + 2Bk (Xk = Xk) + Ck = Ck
e

P//<+1 (xk) = 3Ak+1h£+1 — 2Bt1hk41 + Gy
logo de Py (xk) = Pjiq (xk) sai
Cirr = Ch — 3Aks1hiyy + 2Brrihirn

mas mediante (11), (12) e (13) a igualdade anterior fica

1
5 {2hk118k+1 + 18k — 2hkgk — Bk—1hk + 38k+1hk+1

Yk = Yk—1  Yk+1 — Yk (15)

—3gkhks+1 — 68ks1hky1} =
hy hii1
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Interpolacdo Spline Cabico

ou finalmente

higk—1+ 2 (hk+hit1) gk +hi18k+1=—6 (yk _ el Yo - yk) (16)
hy hi+1
para k=2,...,n.

o A igualdade (16) & um sistema linear com (n — 1) equagdes e (n+ 1)
incégnitas, logo indeterminado.

o Para que o sistema seja de solucdo Gnica uma das seguintes
alternativas podem ser utilizadas:

Q g1 = gnt1 = 0 (condigdo Spline Natural);
Q g1 = g e gnt1 = &» (condigdo Aproximagdo por Parabolas)

© g1 = H e gy,r1 = L (condigio de Inclinagdo prescrita)
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Interpolacdo Spline Cabico

Por exemplo, se a condi¢do Spline Natural é usada, o sistema (16) fica:

2 (h2 aF h3) h3
h3

hn

onde My = 6M.
hi+1

ho 2(ho + hny1) |

82

&n

My — M,y

L Mn_Mn—l i
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Interpolagdo Spline Cabico

Exemplo: Da tabela a seguir temos que:
X 5 10 15 20 25
f(x) |5 20 16 22 18

en+1=5 =n=4

Py (X) = Ay (X — Xk)3 + By (X — Xk)2 + Cy (X — Xk) + Dy;

para k =2,3,4,5
0 hy—h3 = hy = hs =5
@ Por Spline Natural, segundo a relagdo (16), temos
20 5 0 o —20.8
5 20 5 12
0 5 2| | a —12







Interpolagdo Spline Cabico

g» = —1.43571428

g3 = 1.18285714 g1=8 =0

gs = —0.89571428

@ Os coeficientes de Py (x) ficam determinados entdo por:

Ay = —0.04785 A3 =0.08728 Ay = —0.06928 As = 0.02985
B, = —0.71785 B3 =0.59142 B, = —0.44785 B =0
G, =0.60714 G =—0.0250 (4 = 0.69285 Cs = —1.54642

D, =20 D; =16 Dy =22 Ds =18







Interpolagdo Spline Cabico

— Spline Cubico Natural







Interpolagdo Spline Cabico

Exemplo:
x |5 10 15 20 25
f(x)|5 20 16 22 18
Da tabela acima construa a spline cibica interpolante parametrizada:

X (t)
SCl(t)=4 t € [ti, tita]
y1(t)

e esboce o grafico

Dica: Conside a tabela tl1 2 3 4 5

x |5 10 15 20 25

para o calculo de x{ (t). Para yi (t) considere
t 3 4 5

f(x)|5 20 16 22 18







Lista de Exercicios - 2

u Um Spline Cubico Natural S em [0, 2] & definido por:

S(x) = So(x) =1+2x—x3, 0<x<1
Tl S (x)=24b(x—1)+c(x—1)P2+d(x—1)3, 1<x<2

Encontre b, c e d.

Determine, por Spline Natural, o desenho da borda do mapa da cidade
de Londrina.

o Dica 1: Utilize papel milimetrado para extrair um conjunto de pares
ordenados

o Dica 2: Utilize softwares para extracdo de um conjunto de pares
ordenados
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Respostas da Lista de Exercicios - 2

Ibiporé

Calférnia

Marilandia do Sul
Tamarana













Regras: dos Trapézios e de Simpson

Regra dos Trapézios Composta

Sejam f € C?[a, b], h= b;a e xj =a+ jhcomj=0,...,n Existe um

w € (a, b) para o qual a Regra dos Trapézios Composta, para n subintervalos
pode ser escrita como:

b h — b—a 2011
/f(x)dx:5 F(a) +23 FOg)+ F(B)| = oW (n).
a j=1

Regra de Simpson Composta

b— . . .
Sejam f € C*[a, b], n par, h = - exj =a+jhcomj=0,...,n Existe
n
um u € (a, b) em que a Regra de Simpson Composta para n subintervalos

1 n

/-b (x)dx == f(a + 22 fX2J) + 42 f(Xg_, 1)+ f(b) |~ 0 h4f”"( ).

a =1







Regras: dos Trapézios e de Simpson

dx pelas regras do Trapézio e Simpson com

2
1

Exemplo: Calculo da/
0 X + 1

o menor namero de elementos possiveis.







Regras: dos Trapézios e de Simpson

el |l (et

max 1 16
— — | = — ~1.333...
12 M€[0,2]{(u+1)3}’ 12

- ‘_%14{@141)5}’ - %H(,ﬁil)f’}’

48 max 1 48
— — | = — ~0.266...
180’#6[0,2]{(u+1)5}’ 180

OBS: Note que o |Ef|grs € significativamente menor do que o |Ef|grT.







Regras: dos Trapézios e de Simpson

s
Exemplo: Qual o menor nimero n de elementos, no calculode [ sen(x) dx,

com erro absoluto menor que 0.00002, via regras do Trapézié e Simpson?

hzg e x;=0+jh=jh com j=0,1,2,...,n

‘_—hz{ sen (u) }‘ |{ sen (1)}

estimado

m(m/n)’| ma —~~

= T 12 |uelo, ]{"“)}‘ 12n2

w3 73
o <2x107° & >y o g 35043 = n =360

Al: De modo analogo confirme n = 18 para a Regra de Simpson.







Quadratura Gaussiana

o Considere a integral

/1 f(t) dt:zp:w,-f(t,-)JrEp p>1 (17)
=4 i=1

tal que w; é chamado de peso e t; sdo os pontos de integracio.

@ Em (17) o termo dado pelo somatério € nomeado por Quadratura
Gaussiana e E, é o seu termo de erro.

o Uma forma de se calcular t; e w; & por Polindmios de Legendre. Os

Polinémios de Legendre s3o aqueles que satisfazem a seguinte relacio
de recorréncia:

pa(® = (250 ) a0 = (57 ) pra(® 021

po(t) = 1 5 pu(t) =

(18)
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Quadratura Gaussiana

Teorema para o calculo dos pesos

Os pontos de integracdo t; sdo os zeros dos Polinémios de Legendre de grau
p e 0s w; sdo:

. 2 .
ERAC E

O erro E, é calculado por:

1,2,... (19)

22p+1 (p!)4 ) |
2p+1)[2p)]? AP ¢el-L).

p =







Quadratura Gaussiana

o Regras de Gauss

1
1° Ordem (p =1) / f(t)dt =wif(t1) + Ex
1

pp(t)=t = t1=0 ; w =2
1

/ f(t)dt = 2f(0)+%f(2)(§)
-1

1
2° Ordem (p = 2) / f(t)dt =wif(t1) + wof(tz) + Ez

para ¢ € [-1,1].

° Deduza a regra de Gauss de ordem 3.
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Quadratura Gaussiana

10
Exemplo: / e “dx
0

De x =5+ 5t e dx = 5dt temos:

10 1
/ e Xdx = 5e_5/ e 2tdt ~ 0.606102
0 1

(integracdo de 2° ordem)






Lista de Exercicios - 3

Obtenha uma aproximacdo das seguintes integrais com os valores
indicados de n.

Regra dos Trapézios Composta : Regra de Simpson :
2 2
a. / xIn (x) dx;n =4 c. / x3eXdx; n = 4
1 =5
b /3; (x)d 8 d - d 8
. tg (x)dadx;, n= . —ax; n =
y 3 Vx2—4

Obtenha uma aproximacgdo das seguintes integrais, utilizando
Quadratura Gaussiana, com os valores indicados de n.

15 035 5
2. / len(x)dx;n:3 b. / 5 dx;n=25
1 0 xc —4
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Respostas da Lista de Exercicios - 3

1






Quadratura Adaptativa

o A Quadratura Adaptativa é uma técnica que procura prever a variacdo

funcional e adaptar o tamanho do espacamento quando for necessario,
como sugere o grafico abaixo.

YA

=
i
|

o O método da Quadratura Adaptativa pode ser deduzido para diversas
regras tipo: dos Trapézios, Simpson, etc.
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Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

o Admita por hipétese que queiramos calcular no intervalo | = [a, b]

/f(x

via a Regra de Simpson (R.S.) com quadratura adaptativa.

=Y

|
\
a atb b

2
b— :
o Assumindo que n=2e h= a, ver discretizacdo na figura acima,
4 : b—a=2h
pelabR.S. (pag. 71})7 temos: -
/f(x)dx = lf@+4f(a+h)+f(b)]- F4) (1)
a ~
integral aproximada termo do erro
= h+E; pe(ab) (21)
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Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

"*h/l h/2 h/2 h/Zj

.
-
| [~

|
a-l-b

a 3a+b a+3b b
4 2 4
h b-—a

o Agora, tomandon=4¢e - =

> encontramos pela R.S.:

/l}(x)dx _ g[f(a)+2f(a+h)+4(f(a+h/2)+f(a+3h/2))

1 /R _ _
+ f(b)—16<90) FO(E) = lh+ Ea; Ji€ (a,b)

que nos permite escrever:

= g[f(a)+f(a+h)+4f(a+h/2)]
o= g[f(a+h)+4f(a+3h/2)+f(b)]
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Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

ent3o a integral fica:

y 1 (P
f(x)dx=1, +1 —<>f m
[Fese= i+ - 55 (55 ) 9@

o Assuma por hipétese (Hip6tese ousadal) que
pei = fO)~ @)
entdo de (21) e (22) podemos escrever:
h+E~I +1If+E
ou ainda

h° 16

(22)

(23)
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Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

()

1 _
:Iﬂb—u—qw

o De (22) segue que:

b
/M@w—g—ﬁ
a

mas considerando (23) deduz-se

b
/m@w—g—ﬁ
a

o Impondo que:

1
_ -+
eg—E}lg—/4—l4}<€ (24)
para algum ¢ fixado a-priori, espera-se (por conta da hipétese ousada)

b
/f(x)dx—l[—lzr

b
e entdo, I, + 1,7 & aceito como uma aproximagio de /f(x) dx.
a

<e (25)
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Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

o Por outro lado, se (24) n3o é verificado & provavel que o resultado
(25) ndo seja valido também. Diante disso, dividimos o intervalo / na
forma | = I, U Ig, e aplicamos a R.S. tal que:

a+b a+b
Iy = Ig = .
A I:ay 2 :| € B I: 2 ’ b:|

. ~ ] € .
@ Em /4 estimamos uma versdo parecida com (24) para 5 enéoe.

~ , L €
Esperamos que a vers3o parecida com (25) seja valida em e
Analogamente estimamos em /.
o Se as estimativas valerem para /4 e Ig entdo a soma das integrais
nestes intervalos provavelmente satisfaz a expressdo (25), ou seja:

b
/f(x)dx—lh—la—l%—ljfg <s4Z=¢ (26)
a

b
e entdo é aceito como aproximagdo de /f(x) dx o valor

a
’&+’4+A+’4; /4*3.
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Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

o No entanto se as estimativas para /4 e Ig ndo valerem, fracionamos os
intervalos /4 e Ig e repetimos todo o processo anteriormente descrito.

o O procedimento descrito é dindmico e dependente do valor funcional

de f ().

o Pode ocorrer a necessidade de subdivisdes de intervalos novos n3o
necessariamente aos pares como acima desenvolvido, é ai que se
caracteriza a metodologia adaptativa.

° Deduza a Quadratura Adaptativa para a Regra dos Trapézios.
Dica: inicie com n = 1, ap6s considere n = 2 e ent3o finalize o
procedimento em n = 4.
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Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

/2
Exemplo: / sen (x) dx cujo critério é e =1 x 107°
0

1° Iteracio:

|
I
8 4

%/4 [sen (0) + 4sen (7 /4) + sen (7/2)]

%/4 [sen (0) + sen (7 /4) + 4sen (7 /8)]
%/4 [sen (7/4) + 4sen (37/8) + sen (m/2)]

143x 107 <1x10°(F) “ltera!”







Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

2° lteracdo:

h= 8
T

|
| 3
0 S

16
/% san (0) + 4sen (/9) + sen /4]

3

"L fsen (0) + sen (/8) + 4sen (/16)]

718 [sen (v/8) + dsen (31/16) + sen (/4)

2.4 x107% < g/2(V)







Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

w/4
" / sen (x) dx ~ 0.29289564
0

e /g

J— _6 " "
ec = 59x107° <¢e/2(F) “lteraem /g!

@ Reforcando! E aqui que a adptatividade se mostra relevante. O
refinamento é aplicado apenas em /g, uma vez que em I, ja
alcangcamos o critério imposto. Essa estratégia tem um menor custo
computacional, o que torna a adptatividade uma metodologia
interessante.







Quadratura Adaptativa para a Regra de Simpson

39 lteracdo:
h=wl16

T

9m 11x 137 157

32 32 32 32

] h% ] h%

Obs: N3o se esqueca que a verificacdo é sobre ez nos dois intervalos!

w/2
/ sen (x) dx ~7?
0







Lista de Exercicios - 4

: 1 1 -
u Faca os graficos de sen <> e cos <> em [0.1,2]. Utilize a
X X
quadratura adaptativa para obter uma aproximacio das integrais a
seguir com a precisio de 1073,

e 1 & 1
a. / sen () dx b. cos () dx
0.1 X 0.1 X
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Respostas da Lista de Exercicios - 4

1






Célculo de @ para as regras: dos Trapézios e de Simpson
Considerando que:
Eh

0 0~ log Eha é uma estimativa para a ordem de

1
log2
convergéncia (ver slide 17)
@ e, por exemplo, desejamos saber o valor de 6 no calculo da

/2
/ sen (x) dx (por meio da Regra dos Trapézios)
0
entdo o calculo da estimativa é realizado pela metodologia a seguir.
o Valozr exato:

a /2
/ sen (x) dx = —cos (x) , = s (7/2) 4 cos (0) =1
0

Q Escolha das malhas:
Considere os resultados numéricos com diferentes espacamentos h's, de
modo a ter as seguintes quantidades de elementos:

2,4,8,16,32,64,128, 256,512, 1024, 2048, 4096
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Célculo de @ para as regras: dos Trapézios e de Simpson

© Resultados do calculo numérico:

n

In

Err Orelativo

2

4

8

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096

9.480594489685e-01
9.871158009728e-01
9.967851718862e-01
9.991966804851e-01
9.997991943200e-01
9.999498000921e-01
9.999874501175e-01
9.999968625353e-01
9.999992156342e-01
9.999998039086e-01
9.999999509771e-01
9.999999877443e-01

@ Resultados considerados:
Fixando ¢ = 1073 para 0 Errosejativo, descartamos os casos em que n é

2e4

9.480594489685e-01
1.019858491375e-02
0.881348924650e-04
1.107888120599e-04
1.316736753233e-05
1.606393153347e-06
1.984170346826e-07
2.465590962179e-08
3.072932875945e-09
3.835534864655e-10
4.790779119569e-11
5.988876135133e-12
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Célculo de @ para as regras: dos Trapézios e de Simpson

© Resultados finais:

n

In

Err Orelativo

6

8

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096

9.967851718862e-01
9.991966804851e-01
9.997991943200e-01
9.999498000921e-01
9.999874501175e-01
9.999968625353e-01
9.999992156342e-01
9.999998039086e-01
9.999999509771e-01
9.999999877443e-01

O Discussao:
A ordem de convergéncia & de aproximadamente 3.0 3.

0.881348924650e-04
1.107888120599e-04
1.316736753233e-05
1.606393153347e-06
1.984170346826e-07
2.465590962179e-08
3.072932875945e-09
3.835534864655e-10
4.790779119569e-11
5.988876135133e-12

3.15689580165268
3.07277334833838
3.03507001504334
3.01721722972142
3.00853050685612
3.00424531999158
3.00211657312004
3.00109557113228
2.99990309986642

3 - .
Caso n3o tenhamos o valor exato em um problema, procedemos da mesma maneira.
Porém, admitimos a solugdo numérica na malha mais fina no lugar da exata!
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Célculo de @ para as regras: dos Trapézios e de Simpson

Admita a solu¢do numérica quando n = 4096 (no lugar da exata), e
proceda com os calculos de modo analogo ao que foi feito anteriormente.

Faca todos os desenvolvimentos realizados nesta secdo, mas agora
para a Regra de Simpson.
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Normas

Uma norma em R™*" & uma funcio com as seguintes propriedades:
i) (VA € %mx”) (||A]l = 0e||Al] =0+ A=0)

i) (VA € R™") (Vo € R) (||0Al| = |al.[|Al])

i) (YA, B € ®™") (||A+ Bl < [|All +1IBIl)
As normas usuais s3o:

m n
E E a,?d. , norma Euclidiana

[All2 =

i=1 j=1
m

l|Allc = max Z|3’J| , norma do max. das colunas
1jsn =
"

l|Allj = max Z|a,-,j| , norma do méax. das linhas
1<i<m |
J:
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Normas

Norma vetorial /matricial

Suponha que x = (—2 1 6) entdo temos:

1
Il = s, 3 oyl = max{] = 2111 e =
1=

lIx|[; =9 lIx|lo = V4 +1+36 =41

2
1
2
5

4
[Ixlle = max Zl Imjj| = max{1,4,17,10} = 17
=

[|M[]2 = V122 ||x||; = max {10,8,6,8} = 10







Método das Relaxacdes Sucessivas

O Meétodo das RelaxacBes Sucessivas € uma técnica que resolve sistemas
lineares, AX = b, de modo iterativo. Sem perda de generalidade considere:

aiixy +apxe +a1zxz +awxs = b
az1x) + axpxy + axsxz +axxs = b
a31xy + azxz2 + as3xz + azgxqs = bz
agix1 + aapxo + as3x3 + agaxs = by

onde a;; # 0 para i = 1,2,3,4. Esse sistema pode ser reescrito na forma

X1 = 7(b1—
dal1
1

X2 = —(b—
an2
1

X3 = 7(b3—
d33
1

x4 = —(bs—
\ a44

ai2Xx

az1Xx1

da31X1

d41X1

a13X3 — a14x4)
a23X3 — a24X4)
a3oXp — a34Xs)

a4oX2 — as3X3)

(27)
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Método das Relaxacdes Sucessivas

e assumindo que no nivel k os valores x1, x2, x3, X4 sejam conhecidos, ent3o

de (27) temos para o nivel k + 1 o que segue:

k+1
X1

que corresponde ao

1

a1

daq

Método de Jacobi para a resolucdo do sistema
No caso geral o método pode ser escrito como:

K
(bl — a1ax¥ — a;3xy — arax

K
(bz — anxf — a;xy — apax,

k
(b3 — aszixX; — a32x2 — da34Xy

‘)
/)
)

k k k
(b4 — aa1Xq — anXy — a43x3>

=S

Zau

j=i+1

linear.

(28)
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Método das Relaxacdes Sucessivas

Por outro lado, se x; esta sendo calculado entdo todos os valores x; para
Jj=1,...,i — 1 s3o conhecidos, logo de (28) pode-se deduzir

1 i—1 n
k+1 _ kL ok
X = - b; — Z ajjX; E ajjX; (29)
o j=1 j=i+1
comi=1,...,n, oqual € nomeado de Método de Gauss-Seidel.

Adicionando e subtraindo x* em (29) entdo segue que

1 i—1 n
k41 k _ k _ kL ok
X; = X —X; +; b; — E ajx; " — g ajjXj
!l j=1 j=i+1
k diik
mas podemos escrever —x;* = ——x;, logo
ajj
1 i—1 n
k+1 _ Lk , Z kL Z ok
X; = X aF ; b, — aUXJ- — aUXj (30)
" j=1 =

comi=1,...,n. 135 /250






Método das Relaxacdes Sucessivas

Observe em (30) que x,k+1 é xX acrescido de um termo de correcio

1 i—1 n
L ok+1 Uk
o | P > 2% D_aix]
ii ._ .
j=1 Jj=i

A convergéncia pode ser acelerada por um fator w multiplicado pelo termo
de correcdo. O w é mais conhecido como Fator de Relaxacdo e geralmente
é tomado na faixa 0 < w < 2, de modo que:

o 0 < w < 1 significa sub-relaxado

@ w = 1 significa que a forma Gauss-Seidel é a utilizada

o 1 < w < 2 significa sobre-relaxado
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Método das Relaxacdes Sucessivas

Desta forma, de (30) pode-se escrever ainda

i—1 n
w
X,-k+l = X,-k + — | b — E a,-jx!‘“ — E a,'jX-k
a: J J
il P 7
J=1 J=i
ou
ER w i—1 n
XS ) Xk + — | bi — E a,"X-kJrl — E a,--x-k
/ ! a: ! a: Y7y 2y
1 1 j:]- J:I+1

i—1
k w k
x,.+1:;” bi— > apxtt — Zau — (w—1)x (31)
j=1 j=i+1
comi=1,....,.ne0<w<?2 k=0,1,..., que € nomeado Método das

Relaxacdes Sucessivas.
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Método das Relaxacdes Sucessivas

Exemplo:
4 0.24 —0.08\/x1
0.09 3 —0.15 | x
0.04 —0.08 4\ x3

2.94  5.0388 {1,1,1}
1<e(F)
1.9244 3.1942 5.0446 | {39x10727.9x1072,1.1x1073}
7.9x 1072 < ¢ (F)
1.9092 3.1950 5.0448 | {7.9x107325x10743.9x107%}
79x1073 << (V)

A . .
1= avalie os casos em que w = 0.5 e w = 1.7 nas outras normas (no
modo relativo).







Critérios de Convergéncia

Teorema: Critério das Linhas

. . . : 1 ¢
Considere o sistema linear A.X = b e seja oy = Tl E lagj]-
arL
Jj=1

AL
Se v = 1mLe'Jx ay < 1, entdo o Método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia
<L<n

de vetores solug3o convergente para a solu¢io do sistema linear qualquer que
seja a escolha de X°.







Critérios de Convergéncia

Teorema: Critério de Sassenfeld
Seja o sistema linear A.X = b e sejam:

: z o
/B |311| | J
H‘L

1
B = — (law1lf1 + |ar2|B2
Em
o4 larj-1lB-1 + a8 + - + |arnl)

esejaainda f = 1mé\x . Se # < 1, entdo o Método de Gauss-Seidel gera uma

LN

sequéncia de vetores solucio convergente, qualquer que seja X°. Quanto
menor o valor de 3, mais rapida é a convergéncia.







Critérios de Convergéncia

Exemplo:

« = 4 = n3o ha garantia de convergéncia via M.G.S.
mas trocando 1° com a 2° linha,
a = 0.8 = logo ha convergéncia via M.G.S. nesta configuracio.

Ressalta-se que o sistema a ser resolvido é:

2 2
31
6 8







Critérios de Convergéncia

Exemplo:
1 05 —-01 01 X1 0.2
0.2 1 —-02 -0.1 x | | —26
—-0.1 -0.2 1 0.2 X3 - 1
01 03 02 1 X4 )

f1 =07 (=044 PB3=0.358 f(4=0.2736

entao
6=07<1

garante uma sequéncia convergente, via M.G.S., para a solugcdo do sistema
linear.







Critérios de Convergéncia

Teorema: Critério Ostrowski-Reich

Seja o sistema linear AX = b,

se A for definida positiva
((X,A.X) =X"LAX > O,VX), entdo o Método das Relaxacdes Sucessivas

converge para qualquer escolha X% e 0 < w < 2.






Lista de Exercicios - 5

g Considere os sistemas lineares:

10x1 + 5x2 = 6
5x1 +10xp —4x3 = 25
3x1—x+x3 = 1 (HI) —4xo+8x3— x4 = -—11
(|) 3x1 +6x0+2x3 = 0 —x3 + 5x4 = —11
3X1 + 3X2 —+ 7X3 = 4 4x1 + X2 + X3 + X5 = 6
_ . —x1 —3x0 + x3 + x4 = 6
10x1 —x =9 (lV) 2x1+Xx0+5x3 —x4—x5 = 6
(”) —x1+10x0 —2x3 = 7 —X1— X0 — X3+ 4xa — 6
—2X2 + 10X3 = 6 2xp — x3 + x4 + 4x5 = @®

(a) Use o método de Gauss-Seidel para resolver os sistemas
lineares com TOL = 1073 na norma 2.

(b) Use o método das Relaxa¢des Sucessivas, com w = 1.2, para
resolver os sistemas lineares com TOL = 10~ na norma /.

(c) Determine quais matrizes dos sistemas s3o tridiagonais
definidas positivas. Resolva os sistemas tridiagonais definidos
positivos por Relaxacdes Sucessivas para melhor estimativa w.

OBS: Desenvolva um procedimento que valide as solucdes dos itens acimal
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Produto Interno

o Teorema: Para quaisquer vetores x, y, z e qualquer n? real «, temos:

Q (x,y) =(y,x)

Q (ax,y) = (x,ay) = a(x,y)
Q (x+2zy)=(xy)+(z,y)
Q (x,x)>0

Q (x,x)=0<x=0

o Se A & uma matriz definida positiva, entdo
(X, Ax) =xTAx >0 ,Vx
a menos que x = 0. Quando A é simétrica temos
xTAy = xTATy = (Ax)Ty

logo
(x,Ay) = (Ax,y) ,Vy.
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Formulacdo do Método Gradiente

@ Teorema: O vetor x* & uma solucdo do sistema linear definido positivo
Ax = b se e somente se, x* minimiza o funcional

g (x) = (x,Ax) —2(x, b).

Dem.

(=) Considere x # 0 e v # 0 fixos, e t € R variavel, ento:

g(x+tv)=

(x + tv,Ax + tAv) — 2 (x + tv, b) =

(x, Ax + tAv) + (tv, Ax + tAv) — 2 {(x, b) + (tv,b)} =

(x, Ax) + (x, tAv) + (tv, Ax) + (tv, tAv) — 2 (x, by — 2 (tv, b) =

(x, AxX) + t (x, Av) + t (v, Ax) + t? (v, Av) — 2 (x, b) — 2t (v, b) =
ou finalmente

g(x+tv)=g(x)+2(v,Ax — b) t + (v, Av) t°.
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Formulacdo do Método Gradiente

Com x, v fixos e t variavel, definimos a funcdo H(t) = g(x + tv). Uma

vez que (v,Av) > 0, entdo H(t) tem valor minimo em t = £. De fato,
considerando

H (t) =2(v,Ax — by t + 2t (v, Av) = 0

sai que
t__(v,Ax—b> (v, b—Ax) _:
- (v,Av)  (v,Av) 7
Desta forma,
g (x+ &) =
g (x) + 2f (v, Ax — b) + £2 (v, Av)
(v, b— Ax) (v, b— Ax)
2————(v,A Av) =
g(x)+ VA (v, Ax — A <V, v)
v,Ax — b v,Ax — b 2
g - 2B

(v, Av) u <v,Av>
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Formulacdo do Método Gradiente

ou simplesmente

A (v, Ax — b)?
tv) = — e S
£ (x+80) = g () =
é o Valor Minimo.
Desta ultima igualdade temos:
. . {(v,Ax — b)?
Q g (x+tv) < g(x), pois (v, Ax — b)

W > 0 considerando que
(v,Ax — b) #0; |

Q caso (v,Ax — b) =0, entdo g (x + tv) = g (x);

© é correto dizer que g (x + fv) < g (x).
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Formulacdo do Método Gradiente

Portanto, temos as seguintes conclusdes.

Se x* satisfaz Ax* = b, isto implica que

2
g +8) =g () - TS ) L w

ou seja, x™ & o valor tal que g (x*) € o mesmo que o valor minimo,
entdo x* minimiza g.

Se x* minimiza g, entdo é verdade que
21 g(x*+tv)<g(x") = g +tv)=g(*)

(v, Ax* — b)?

22 g(x*+1tv) =g(x*) - v A
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Formulacdo do Método Gradiente

(<) De (2.1) e (2.2) segue

* 2
b A =) — _ (e =

(v, Av)
0 = (v, Ax* — b)
Ax" — b = 0 , pois por hipétese v #£ 0

ou seja, x* & solucdo do sistema linear. Portanto o teorema esta provado!
Em resumo, o método gradiente conjugado consiste em:
® Escolha x°

@® Admita v £0

® Para k=1,2,3,... calcule
(vk, bk — Axk—1)

O = (vk, Avk)

o xk=xk1 + tkvk

o escolha uma nova direcio v *!

O fim
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Formulacdo do Método Gradiente

A melhor forma de escolha de v ¥ & a partir do conjunto {vl, VN v”}
A-Ortogonal.

Considerando o conjunto {vl, v, v”} e a matriz A definida positiva,
entdo o conjunto é A-Ortogonal se:

(vi)TAvj:O se I #j.

o Teorema: Seja {vl, V3o, v"} um conjunto A-Ortogonal de vetores
n3o nulos associados a matriz definida positiva A, e seja x° arbitrario,

se:
<vk, b— Axk_1>

k k—1 k
t, = ;X =X + tyxv
: (vk, Avk) ‘

para k = 1,2,...,n. Ent3o, supondo aritmética exata, Ax" = b.
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Método das Relaxacdes Sucessivas

4
3
0

A matriz dos coeficientes é definida positiva, e {vl’ v2, v3} é A-Ortogonal
onde vt =(1 0 0)7;v2=(=3/4 1 0)"; v3=(-3/7 4/7 1)".
Se x° = 0 entdo temos:
k=1 t1 =6
x'=(6 0 0)"

th =48/7
x' = (6/7 48/7 0)7

(3 4 —5)7 solucio exata.







Formulacdo do Método Gradiente

Teorema (Hestenes e Stiefel - 1951): Os vetores residuais r* = b — Ax,

k=1,...,n, para um método de direcdo conjugada satisfaz as equacgdes:
<rfv>=0 ; j=1,2,... k.
Do teorema é deduzido que

<I’k_1, rk—1>

th = ~——F—+"
“T vk AVK)

€ um novo pardmetro s, surge para atualizar vhtHl

tal que o conjunto
{v',v? ...,v"} seja A-Ortogonal, ou seja
k ok
{r,r) k+1 _ K k
Sk = ————F—— ; VT =r"+4sv"
(k=1 pk-Ty
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Formulacdo do Método Gradiente

Algoritmo 1: Gradiente Conjugado

Entrada: A, b, x°, ITMAX, ¢
Saida: x* para algum 1 < k < ITMAX

1 inicio
2 P=b-—Ax" ; vi=/0
para k=1,...,/ITMAX faca
k=1 k=1 ~

4 tk:<<vk,Avk)>; rk=r=1 _ t AVK;

se ||r¥|| < € entdo

‘ Convergiu! x* é a solucdo numérica

senao . K

: S = {rk, r) VS
(k=1 pk=1y

9 fim
10 fim
11 fim

= rk—i—skv

:xk71+tkvk

resolva o exemplo do slide 169 com o algoritmo 1.
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Caso particular

Considere uma fungdo nio linear F : D ¢ ®% — R? de modo que queremos
as solugdes de F (x) = 0, ou equivalentemente

{fl(Xl,Xz) = [

fo(xi,x) = 0 (32)

onde x = (xi,x2) e F (x) = (A (x) f(x))". Considere ainda x* = (x}", x3)
como a solugdo da fungdo F (x), entdo é verdade que:
A(q, ) = 0
B(x,%) = 0
0 0

Admita que (x{,x3) seja uma aproximacdo de (x{,x3) e que a Série de
Taylor de f1, f» possam ser calculadas, entdo para (32) podemos escrever:

F(x*)=0 & {

fl (Xl,Xz) e fl (X0)+66le1 (X )(Xl — X1)+7f1 ( )(XZ _X§)+E1

(1, 70) = fo (<) + o (xO)(x1 — x0) o (%) (2 — x9) + E;
8x1 (32
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Caso particular

Levando as fungdes anteriores em (32) temos

0

0
fi (XO)_i_ainfl (XO)(Xl — Xi))—i_aixzfl (XO)(x2 — Xg)—l-El = 0
0 0
f2(XO)—i—ainfz(XO)(X]_—X?)‘f‘aixzfz(Xo)(xz—XS)-FEQ = 0

e quando desprezamos E; e E, podemos escrever

0 0

0 0o .0
2500) Laph a6
= (33)
0 0
axlﬁ(xo) 372'5(X0) X — X3 —f (x),%3)

como uma aproximagao linear de (32).
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Caso particular
Denotando

X1—Xf=P0 ?1=X?+Po
= (34)
x2 — X3 = qo X2 = X3 + qo

o sistema linear (33) pode ser resolvido por alguma técnica e X3 e X2 em
(34) & uma estimativa para (x7, x3 ), logo alguma técnica de avaliagdo sobre
convergéncia pode agora ser aplicada.

Escrevendo X1 = xi e Xo = x5 de modo que (xll,x%) seja uma aproximagdo
de (X7, x3), e procedendo de modo analogo ao feito anteriormente, pode-se
deduzir

0 0

Dat) Lat ) ) (66

= (35)
0 0
aTq@(Xl) 8727(2()(1) o —f (X1, x3)
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Caso particular
e obter novas estimativas
1
X{ =X{ + p1
2 1
Xy = X5 + q1

que podem ser avaliadas com respeito a convergéncia. Procedendo assim
sucessivamente obtém-se um conjunto de solu¢des numéricas do problema
original (32).

Em resumo, dado o problema

fi (x1,x2)
f2(X1aX2) —

e uma estimativa incial (x?,xg) e um critério de convergéncia, entdo o
método de Newton para o sistema n3o linear consiste em:
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Caso particular

o resolver o sistema linear

Pk
J (Xf,xzk> . =—F (xf,xﬁ) (36)
qk
onde J (xl ,x2) € nomeada Matriz Jacobiana

o calcular a nova estimativa

X=X + pu
k+1 k (37)
x5 =+
o avaliar a precisdo da estimativa
F (xk+1 skt _ K
ERy — I (X) — F (x Ol ce ER=IXT =X (35

IF (KH) ] [
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Caso particular

Exemplo: F(x) = (x1 +x — 3,X5 + x5 — 9)T

I = ( 2x1 2x1 )

B _ 1 1 po\_( 3
logo para k = 0, mediante (36), escrevemos (2 10 )( o ) = ( _17> .

ep=ec=10"%

Temos que

Mas resolvendo o sistema e considerando (37) obtemos a primeira aproxi-

macao, ou seja,
! = 1+p = —0.625

x3 = 54q0 = 3.625.

Em seguida, por (38), podemos avaliar se seguimos ou ndo no processo

. . [] . L
iterativo. 1= prossiga com os calculos ....







Caso geral

No caso geral, dado o sistema n3o linear

f(x1, %0, ..., %,) =
f2(X1,X27"'aX") —

(39)
fo(x1,x2,...,xp) = 0

e uma escolha x° suficientemente préxima da solucdo x* do sistema, entdo
o método de Newton para este sistema é:

et [ ()] () (40)

para k =0,1,2,..., desde que [J (xk>]71 exista.
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Caso geral

-1
Como o custo computacional de {J <xk)] em geral é alto, entdo (40)

pode ser implementado pelos calculos:

J(xk) vk = —F <ka> )

Xk+1 — Xk +y

o Teoricamente, as metodologias (40) ou (41) sdo de convergéncia

quadratica, mas por conta de se resolver um sistema linear
iterativamente a convergéncia diminui.

o Em (40) ou (41), para cada k temos de calcular novamente J (xk>,
porém este procedimento é caro computacionalmente.
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Caso geral

@ Uma alternativa seria calcular
K =k = [ (O)] T F (x) (42)

ou equivalentemente

J (xo) y< = —F (xk>

(43)
k1 — XKk
onde a matriz Jacobiana é avaliada uma Gnica vez, o que nos da o Método

de Newton modificado. O mesmo tem taxa linear de convergéncia.

O Octave tem rotinas implementadas que possibilitam a resolugo de siste-
mas n3o lineares, por exemplo consultar o link:

http://homepages.math.uic.edu/ hanson/Octave/
OctaveNonlinearEG.html

http://hplgit.github.io/Programming-for-Computations/pub/
p4c/ . _p4c-bootstrap-Matlab030.html
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Lista de Exercicios - 6

u Considere o sistema N3o-linear:

1
3x1 — cos (xx3) — 5 =0
x2 — 81 (xo +0.1)% + sen(x3) + 1.06 =
107 — 3
e 12 | 20xs + ”3 - 0

Considerando x® = (0.1 0.1 —0.1)" e e = 107>, nos seguintes casos:
(a) Método de Newton.
(b) Método de Newton modificado.
(c) Faga, no mesmo grafico, o grafico de k x ER, de (a) e (b).
Qual é a conclusdo?
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Minimos Quadrados Linear

Com relagdo ao caso discreto, considere a tabela:

X ‘ X1 X2 . Xm
f(x) ‘ f(x1)) f(x) ... f(xm)
Tabela 3: Tabela do conjunto de dados.

e as funcdes
gl(X)7 g2(X)7"'7 gn(X)
definidas e escolhidas a priori, onde m > n necessariamente.

O objetivo & encontrar o vetor de constantes a = (aq, ..., ) tal que

g (o, x) = c1g1 (x) + -+ + Angn (x)

se aproxime de f (x).

4 L . ~ . ~
g € uma combinacao linear de funcdes

(44)
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Minimos Quadrados Linear

Seja dk (o) = f (xk)—g (e, xx) o desvio no ponto k. O Método dos Minimos
Quadrados Linear (MMQL) consiste em encontrar os «;'s tal que

res(@ =3 @] =3[0 -sam] @)

k=1 k=1

seja minima. Denotando (45) sob a forma:

m 2
Flag,...on) =Y [f(Xk) _g(a»xk)}
k=1
entdo temos
oz :2§ 0 — a0 =~ anga ) |-~ o0
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Minimos Quadrados Linear

. oF .
e impondo — =0 para j = 1,..., n encontramos
Oa;j
' m
> [f(xk) — g1 —--'—angn} & = 0
k=1
(46)
m
Z [f (Xk) — o181 — - — angn] -8n = 0
k=1
ou ainda m
aj = gi (x«) g (xk) =< 8,8 >
ajnay + -+ aipp = bl ! ; : ! o
;o dji = djj
amo1+ -+ aman = b ~ -
e L ! bi = > f(x)ei(x)=<fg >
k=1

faca as operacdes até obter o S.L. 203 / 250






Minimos Quadrados Linear

Observacdes:
l.

V.

demonstra-se que: se gy (x),..., gn(x) forem tais que
Z1,---, B, sejam Ll entdo det (A) # 0, logo o sistema linear
(46) tem solugdo dnica;

. asolugdo o = (a1 ... an)T, em [l], é o ponto de minimo

da fungdo F (aq,...,an);
se §1,--., & tiverem a propriedade

= 0 i#j
<7'a7'> . o
glgj { # 0 1=

ent3o os vetores sio ortogonais entre si. Assim, A é diagonal
e o sistema linear (46) tera solugdo tnica facilmente obtida.

Além do MMQL existem também:

MMQL-Ponderados e o MMQL-Moéveis.
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Exemplo linear - MMQL

Exemplo:

05 06 09 08 12 15 1.7 20

Ajuste linear Ajuste quadratico

a. g(a,x)=0.175+ 0.21667x

b. g(a,x) = 0.40714 + 0.07738x + 0.01548x>

Grafico (b
Grafico (a) v rafico (b)

2

15

X
— Equacao viaMMQL - Dados — Equacao viaMMQL - Dados







Exemplo linear - MMQL

Exemplo:
x |1 2 3 4 5 6 7 8
f(x)|05 06 09 08 12 15 17 20

Quem é melhor (a) ou (b)?

c. Res(a), = [dk(a)]220.08833,

a

Res (o), = [dk(a)] " 0.04809
k







Minimos Quadrados Linear (Caso n3o linear!)

Existem modelos n3o lineares de ajuste que podem ser linearizados e servirem
como 6timas praticas de ajustamento de dados, por exemplo:

o P(p,x) = pa(p2)*
In(P)=In(p1(u2)*) < In(P)=In(p1)+xn(p2) <
gla,x)=a1+axx; gla,x)=In(P) ; a1 =1In(u1) ; az=In(u2)

1
P(u,x)= ——
(1:) M1+ poX

©

©

P(,u,x) = p1x*"*?
o P(u,x)=+/p1+ pax

o P(u,x) = xIn(u1 + p2x)

©

e outros .....

linearize os quatro altimos modelos acima.
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Exemplo n&o linear - Parte |

Exemplo:

4 35 21 1

= e HeX

05 03 02 0.1

g(a,x) a1 +ao

T [P (,x)] = Tn (1) Zi2 x

Grafico - linearizado

Grafico - original

— Equacao via MMQL - Dados

A3: encontre [1 € [

0 2 4 6
X

— Equacao via MMQL - Dados







Minimos Quadrados N3o-Linear

Considere a tabela:
X ‘ X1 X2 ... Xm
f(x) ‘ f(x1) f(x) ... f(xm)
Tabela 4: Tabela do conjunto de dados.

e o vetor de parametros 0 = (01,62, ...,60,,), de modo que m > n necessa-
riamente. O objetivo & encontrar a fungdo H (x,0), que depende de forma
n3o linear de 6, ajustada ao conjunto de dados da tabela (4), no sentido dos
minimos quadrados.

Em outras palavras, encontrar 6 que minimiza a funcio:
m 2
FO) = |7 ) ~ H (000 (47)
k=1
e consequentemente nos dar a fungdo H (6, x) que se aproxima de f (x). A
presente técnica é denominada Método dos Minimos Quadrados N&o-linear
(MMQNL).
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Minimos Quadrados N3o-Linear
Em uma notacdo mais geral, se escrevermos

entdo (47) fica f (i) = H (0, x) = di ()

m 2
FO)=>" [dk (9)] = Res (0) (48)
k=1
lembrando que objetivamos encontrar § que minimiza a fungdo F (6).
F
Tomando (9) =0 (com j=1,2,...,n), segue que
J
=2 Z di (0 —dk (0) =0
ou ainda

- o)
— = =1,2,...
;d (9) 80 dk (9) 0 para J ) &9 , N
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Minimos Quadrados N3o-Linear

que equivale a escrever

J1(6).d(#) =0 (49)
de modo que 0 & o vetor nulo, enquanto que J () e d () sdo tais que
0 0 0
—di(0) ——di(0) ... di (0
90,1 0) 5,1 (6) 58,4 %) d1 (0)
0 0 0
J@O)y=1"" 2 g d(8) =
0 ) ) dm ()
87010"_" (9) 8792dm (‘9) %dm (9)
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Minimos Quadrados N3o-Linear

Por exemplo, se tivessemos os seguintes dados:
X ‘ X1 X2 x3 H@O,x)= e *;f(x)— e ™ =d(0)

f(x) | fixa) f0e) f(xs) adk(0) . 0di (0) -
= — . = — Xgé€
Tabela 5: Tabela de dados. 961 962
por meio de (49) o sistema n3o linear seria do tipo
( [f(xa)— e “]e ™ + [fle)— e 2]e I

[F(x3)— e Ble =0

[Fxa)— e 2] xe ™ + [f()— e 2] xe 2 +

L [f(X3)* e X3] X3€ o = 0

Escreva o presente problema em notacdo matricial, exibindo de foma
explicita a matriz J () e o vetor d (0).
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Minimos Quadrados N3o-Linear

Existem diversas técnicas numeéricas que permitem resolver o sistema de
equagdes (49), as mais conhecidas sdo:

Q@ Método de Newton

@ Método de Gauss-Newton

© Método de Levenberg-Marquardt.
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Minimos Quadrados N&o-Linear (Método de Newton)

Para o sistema n&o linear (49), via (41), o Método de Newton fica:

(A1) - e

gITHL — T L IT

com 6° suficientemente préximo de 6* (soluggo exata).

Denotando J (JT<<9lT> d(GlT)) =Ue —JT(HIT> d(Q’T) =V, temos que:

e = 3 {aacamral0) ) + o)) oo}
Ve =- g:l {dk<9 ™) 502 dk(9'T>}

-
com L,Czl,...,n;y’T:(yllT,...,y,l,T> velT =1,... 1T hax.

Deduza o Método de Newton, em notacdo U e V, do problema no
slide pagina 221.

225 /250






Exemplo n&o linear - Parte Il

Exemplo:

4 35 21 1 05 03 02 0.1
H (0, x) = 01e%>

— Equacao via MMQNL - Dados

Aﬁ: encontre 61 e 0







Exemplo n3o linear - MMQL x MMQNL

Exemplo:
4 35 21 1 05 03 02 0.1

Ajuste via MMQL Quem é melhor (a) ou
Ajuste via MMQNL (b)?

. P(p,x) = 4.5291¢0-5200x

. H(6,x) = 4.6031e 04112

[dk(p)]im.le . Res (a)zi [dk(e)rzz.w

k=1







Exemplo n3o linear - MMQL x MMQNL

Exemplo:

!
4 6 8

— Equacao via MMQL — Equacao via MMQNL - Dados







Coeficientes de determinacio: R? e jo

O coeficiente de determinacdo R? & uma métrica que explica quanto a curva
de ajuste, g (v, x) ou H (8, x), explica os dados. O R? & escrito por:

2
ZT:l MQ — YM]

5 variacdo explicada
R — 2 —
S [ =
onde:

SE . 1y e
MQ = { H(@,Xk) € ym= m kz:lf(Xk) média arit. simples

— 0<R*<1
variacdo total

0] Rfj (cof. de det. ajustado) é uma métrica parcimoniosa, quando compa-
rada ao R?, que considera a quantidade de parametros (K) e o tamanho da
m—1
amostra. O mesmo é escrito por RZ =1— (1 — R? || ————|.
r SR ( )[m—(KHJ
—_——
Penalidade

encontre st das equagdes de ajuste do problema no slide (231).
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Definices sobre Autovalores e Autovetores
Muitos problemas aplicados recaem na resolucdo da equacio
Av = )\v (50)

onde A é uma matriz quadrada de ordem n € N sobre o corpo k, v € um
vetor ndo-nulo tal que v € k" e A € k é um escalar. A resolucdo da equacio
(50) é mais conhecida como o Problema de Autovalor/Autovetor.

De (50) temos
Av=X\v & Av—JXv=0 < (A-A)v=0

que em altima analise significa que temos um sistema linear homogéneo a
ser resolvido.

O sistema linear (A — Al)v = 0 sempre tem solugdo nula. Mas admitira
solugdo n&o nula se for imposto que det (A — Al) = 0, pois:
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Definices sobre Autovalores e Autovetores

(A-A)v=0 | (A=)~
(A=At (A=AD)v =0

1 .
= det(a o) YA

det(A—Al) #0 =v=0
det(A— M) =0 = v+#0oufv.

que implica em
A equagdo det (A — Al) = 0 é nomeada como Polinémio Caracteristico e
escrita sob a notagdo:

i P ()\) = det (A — Al)

e como tal deseja-se encontrar os \'s tais que P ()\) = 0, é aqui que temos
o primeiro desafiol

Encontrado os \'s, voltamos em (A= Al)v =0, e para cada \ resolvemos
o sistema linear, e aqui temos o segundo desafio!
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Casocom n=2

Pol. Caracteristico:

1
P()\)det([
2 3

Sistema Homogeéneo:







Casocom n=2

Raizes de P (\):
A1=5 A=-1

12 autovetor associado ao autovalor A\; = 5:

—vi+wn=0 = V)\IZ(].,].)

1 1
olh=vi = WL L
” >\1||2 A1 (\/z \/5)

22 autovetor associado ao autovalor \p = —1:

vi+2w =0 = Vi, = (—2, 1)

2 1
foale=v5 = = (-2 %)













Orientacdes

o Utilize o Overleaf ° para escrever sobre as suas avaliagées (Projeto).

©

Compartilhe a sua 12/29 avaliagdo com o professor.

o E necessario o envio do PDF final da sua 12/22 avaliagdo nas datas
agendadas.

o Use o “Template-Aval” para produzir o Projeto.

http://www.uel.br/laboratorios/labsan/perfilEliandro.html

®Acesse a plataforma no link — https://pt.overleaf.com/login
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Apresentacdo

Para que tenhamos éxito em nossas colaboracdes, via Matematica Aplicada,
é importante que uma apresentacdo tenha como principais elementos:

Q a descri¢do do problema em linguagem comum (ndo puramente
matematica);

Q a evidenciagdo da(s) pergunta(s);

@ o detalhamento das ferramentas matematicas que nos dardo acesso
a(s) resposta(s) da(s) pergunta(s) (use com parciménia);

@ a discussio dos resultados encontrados com validacdo dos mesmos.
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