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Resumo

Neste trabalho obtivemos a controlabilidade exata na fronteira para equacao viscoelas-
tica por meio do Método da Unicidade de Hilbert. Para isto estudamos a existéncia,
unicidade e regularidade de solucoes forte, fraca e ultra fraca. A partir dos resultados de

controlabilidade foi estabelecida a formula de reconstrucao para a forca externa do tipo

A(t)f(z) onde f € L*(0, L) ¢ desconhecida.



Abstract

In this work we obtained the exact boundary controllability for viscoelastic equation
through the Hilbert Uniqueness’ Method. In order this, we studied the existence, unique-
ness and regularity of strong, weak and ultra weak solutions. From the results of control-
lability it was established a reconstruction’s formula for the external force of kind A(t) f(x)

where f € L*(0, L) is unknown.
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Introducao

Um material é dito elastico se ao sofrer uma tensao, ele retoma sua forma e volume ori-
ginais quando a tensao é cessada. Um material é dito viscoso, quando as deformacoes
sofridas por ele, por meio de uma tensao de cisalhamento, sao irreversiveis. Assim as
Equacgoes Viscoelasticas descrevem a propagacao de ondas em materiais que apresentam
tanto um comportamento eldstico quanto viscoso, ou seja, a tensao em qualquer instante,
depende da deformacao sofrida pelo material nos instantes passados. No caso unidimen-
sional, se considerarmos uma barra de comprimento L em repouso no plano-ux, cujas
extremidades estao fixas, constituida por um material viscoelastico, a equagao que des-
creve a posicao u = u(z,t) de um ponto z da barra, no instante ¢ apds uma tensao lhe

ser aplicada, ¢ dado por

U (T, 1) — Uy (T, 1) + g % Ugp (2, 8) = F(z,t) em 0, L[x]0,T]|

uw(0,t) =u(L,t) =0 em 10,7 (0.1)

u(z,0) = ug(x), u(x,0)=u(z) em 10, L]

t
onde g * Uy, (z,t) = / g(t — $)uz.(x,s)ds é chamado termo de memdria e F é a forca
0

externa.

O trabalho pioneiro em viscoelasticidade linear foi dado por Dafermos [1]. Intimeros
trabalhos se seguiram nos quais foram consideradas nao linearidades locais e nao locais.
Dentre eles citamos 2], [3] ¢ [4]. No contexto de problemas de transmissao em um material

formado por duas componentes, sendo uma eléstica e outra viscoelastica temos os trabalho

de J. E. M. Rivera e H. P. Oquendo em [5].



O objetivo deste trabalho é estudar a controlabilidade exata na fronteira para o pro-
blema (0.1) com dados iniciais ug(z) = ui(x) = 0 e forca externa F(z,t) = A(t)f(x),
onde A € C'0,T] com A(0) # 0 e f € L?(0,L) é uma fungdo desconhecida para a qual
deseja-se obter seus coeficientes de Fourier a partir da solugdo u = u(x,t) de (0.1). Nisto

consiste obter a Formula de reconstrucao para f.

Diversos autores estudaram problemas de controlabilidade exata na fronteira para
equagao de ondas, dentre eles destacamos Jacques Louis Lions em [6] e Vilmos Komornik
em [7]. Em [8], M. M. Cavalcanti, V. N. D. Cavalcanti, A. Rocha e J. A. Soriano esta-
beleceram a controlabilidade exata na fronteira para uma equagao viscoelastica com termo

de pressao.

Com referéncia a Formula de Reconstrucao citamos os trabalhos de G. Bruckner e M.
Yamamoto em [9] e M. Yamamoto em [10], onde empregaram resultados de controlabili-
dade para obter a formula de reconstrucao para forca externa de problemas hiperbodlicos.
Destacamos também o trabalho de J. E. M. Rivera e H. F. Sare, [11], no qual foi esta-

belecida a Formula de Reconstrucao para a forca externa de um sistema Timoshenko.

O trabalho foi organizado em trés capitulos. Apresentamos no primeiro capitulo as
definicoes e resultados padroes necessarios para o desenvolvimento do trabalho. No se-
gundo capitulo garantimos a existéncia, unicidade e regularidade de solucoes fortes, fracas
e ultra fracas para equacoes viscoelasticas, que sao essenciais para se estabelecer os re-
sultados de controlabilidade. Por fim, no terceiro capitulo empregamos o Método da
Unicidade de Hilbert para estabelecermos a controlabilidade exata na fronteira para a

equacao viscoelastica, e assim obtermos a férmula de reconstrucao para a forca externa.



Capitulo 1

Preliminares

Introduzimos neste capitulo as defini¢oes, notacoes e resultados que serao utilizados ao

longo de todo o texto.

1.1 Espacos Funcionais

Nesta secao apresentaremos os espacos funcionais e a nocao de derivada no sentido das

distribuicoes. Para isso, considere {2 um subconjunto aberto do R”.

1.1.1 Espaco das funcoes testes

Seja u : € — R uma aplicacdo. Denomina-se suporte de u em €2 o fecho do conjunto

{z € Q;u(x) # 0} e representa-se por supp (u), ou seja,

supp (u) = {z € Q;u(x) # 0}.

Denotaremos por C§°(£2) o espago vetorial de todas as fungdes numéricas em € que
sao infinitamente diferenciaveis em €2 e que possuem suporte compacto. Dizemos que uma
sequéncia de fungoes {¢, },en C C5°(£2) é convergente para a funcao ¢ € C°(Q2) se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:



i) existe K C Q compacto, tal que supp (¢, — ¢) C K, para todo v;

ii) para cada o = (aq,..., ) € N = (21,...,2,) € R" a sequéncia {D®, },en
converge para D¢ uniformemente em K, onde D® representa o operador derivagao
de ordem « definido por

] Q2 ap
01082 .. Do

Dlol n
DY =—————  com |of= Zai.
=1

O espago C§°(£2) com esta nogao de convergéncia ¢ denominado espaco das fungoes

testes e serd representado por D(€2).

1.1.2 Distribuicoes

Define-se distribuic¢ao sobre €2 a toda forma linear T sobre D(€2) que é continua no sentido
da convergéncia definida sobre D(2). O conjunto de todas as distribui¢des sobre €2 é um
espago vetorial, o qual representa-se D’'(£2). Neste espacgo vetorial diz-se que uma sucessao
(T))ven em D'(Q) converge para T € D'(Q), quando a sequéncia numérica ((T,, ¢))yen

converge para (T, ¢) em R, para toda ¢ € D(Q).

Considere uma distribuicao 7" sobre 2 e « € N". A derivada de ordem « de T', é a

forma linear DT definida por
<DaT7 90> = (_1)‘(1' <T7 Da90> ) VSD € D(Q)

«

dz®

Quando a € N e x € R, denotaremos DT como . Verifica-se que DT é uma

distribuicao sobre €2, e que a aplicacao

D*:D'(Q) — D(Q)
T — DT

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q). Isto significa que se

lim 7, =T em D'(Q), entdao lim DT, = DT em D'(Q).

V—00 V—00



1.1.3 Os espagos LP(12)

Representaremos por LP(2), 1 < p < oo, o espaco das fungdes mensuraveis
u:  — R, tais que |ulP é integravel a Lebesgue sobre 2, e por L>®(Q2) o espago das
fungdes mensuraveis u : Q — R tal que existe uma constante ¢ > 0 com |u(z)| < ¢ quase

sempre em ). Os espagos LP(Q2) munido da norma

1
P
lall oy = ( / ru<x>|pdx>  paral<p< oo,
Q

||| (@) = inf{c; |u(z)| < c quase sempre em 2},

sao espagos de Banach. Em particular, o espago L*(Q), cuja norma provém do produto

interno
(u,v) = / u(z)v(z) dx
Q
é um espaco de Hilbert.

1
loc

Denotaremos por L} (£2) o espaco das fungdes u : © — R tais que u € L'(K) para

todo compacto K de ).

Seja F um espaco vetorial e considere £’ e E” o espaco dual e bidual de F respecti-

vamente. Defina para cada v € E a aplicagao
o, B — R
fo— uf) = f(v).

A aplicacao ¢, € um elemento de E”.

Chamamos de imersdo candnica aplicacao J : E — E” definida por

J:FE — FE”

Vo Q.

Para maiores detalhes veja a se¢ao I11.4 em [14].

Definicao 1.1.1. Seja X um espaco de Banach X e J a imersao candnica de X em X".

Dizemos que X € reflezivo quando J(X) = X".

Definicao 1.1.2. Um espaco normado X ¢é dito separdvel se ele contém um subconjunto

enumerdvel e denso.



Em [12], Teorema 2.21 Corolario 2.40 respectivamente, é provado que

i) LP(Q2) é separavel para todo 1 < p < 4o0;
i) LP(Q) é reflexivo para todo 1 < p < 4o0.

Defini¢ao 1.1.3 (Imersao continua). Sejam X eY espacos de Hilbert, com X subespago
de Y. Dizemos que X estd continuamente imerso em Y, e denotaremos por X — Y, se

existe uma constante positiva C' tal que
[ully < Cllully

para todo u € X.
Além dos resultados acima, temos que

i) D(Q2) é denso em LP(Q2) e D(Q2) — LP(Q), para todo 1 < p < 400;

ii) Se €2 é limitado e 1 < p < g < +o0, entao L(2) — LP(Q).

Veja a prova em [12]| p. 28 e p. 31 respectivamente.

1.1.4 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R”, 1 < p < oco e m um inteiro nao negativo. Representa-se por
Wm™P(Q) o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(2) tais que para todo |a| < m,

D>u pertence a LP(S2).

Para cada u € WP () defini-se a norma de u por

1
p
||l wmp) = ( Z /Q|D°‘u(x)|p dgs) , paral <p < oo,
laj<m

|w|lwmoe) = Z sup ess | D%u(x)|.

la<m z€Q



Os espagos normados W™P(Q2) sao espagos de Banach, e sdo denominados espagos
de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o espago W™?(Q2) ¢ um espago de Hilbert,
representado por H™(€2), com o produto interno dado por

(U,U)Hm(g) = Z (Dau, DaU)LQ(Q)7 Yu, v, € Hm(Q)7

|| <m
e ¢ denominado espaco de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, H°(Q) identifica-se com

L2(Q).

Define-se o espaco Wy""(Q2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q). Quando Q é

limitado em alguma dire¢ao x; de R" e 1 < p < oo, entdo a norma em Wy""(Q2) dada por

1
lullwer ) = (Z /Q|D°‘U($)|pd$> :
|a|=m

é equivalente a norma induzida por W™P?(Q), veja Corolario 3 em [25] . Representa-se
por W~™1(Q) o dual topologico de W;"*(2), onde 1 < p < o0 e ¢ é o conjugado de p,
1 1
isto é, — 4+ — = 1. Por H"(£2) denota-se o dual topolégico de HJ'(12).
P q

1.1.5 Espacgos Funcionais & Valores Vetoriais

Considere X um espaco de Banach e T um nimero real positivo. Denotaremos por
D(0,T; X) o espaco das fungdes vetoriais ¢ : (0,7") — X infinitamente diferenciaveis com

suporte compacto em (0,7"). Dizemos que ¢, — ¢ em D(0,T; X) se

i) existe K C (0,7) compacto, tal que supp (¢, — ¢) C K, para todo v;
d* d*

ii) para cada k € N, @@u(ﬂ - ﬂw(t) em X uniformemente em ¢ & (0, 7).

O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) em X sera denotado por
D'(0,T; X). Neste espaco dizemos que uma sucessao (S, ),en € D'(0,T; X) converge para
S eD(0,T; X) quando (S,, ) — (S,) em X, Vp € D(0,T).

Denotaremos por LP(0,7; X), 1 < p < o0 o espago de Banach das fungées u : (0,7) — X,

tais que u ¢ mensuravel e ||u(t)||x pertenca a LP(0,7). Em LP(0,T; X) defini-se a norma

1

T P
[ull e o.rix) = (/ lu()l% dt) , paral <p < oo,
0

7



||| oo 0, x) = inf{c; ||u(t)]|x < ¢ quase sempre em (0,7)}.

Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, entao L?(0,T; X) é um espago de Hilbert

munido com o produto interno

(1, 0) 2000 = /0 (u(t), () x dt.

O dual topologico de LP(0,T; X) é o espago L9(0,T; X’), sendo X' o dual topologico de
X e q o conjugado de p.

Seja m um inteiro ndo negativo. Representaremos por WP(0,7;X), 1 <p < o0 0

espaco de Banach
W0, T3 X) = {u € LM(0,T:.X);ul?) € L/(0, T3 X), 0 < j < m},

onde uY) representa a j-ésima derivada no sentido das distribuicoes vetoriais, com a norma

[wllwmpomx) = (Z u¥ HLP 0,T;X )

P

Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espago W™?(0,T; X) é denotado por
H™(0,T; X), que é um espago de Hilbert com o produto interno

m

(, ) amo.rex) = Y (D, 09) 20 1)
=0

Defini-se H{"(0,7T; X') como o completamento de D(0, T; X') com respeito a norma H™(0,T; X).
O dual topologico de HJ*(0,T; X) sera representado por H"™(0,T; X').

Representaremos por CY([0,7]; X) o espago das fungoes continuas u : [0,7] — X, tais

que |Ju(t)]|x pertenga a C°([0,T]), que juntamente com a norma

lulleo oy = max flu(®)]x,

¢ um espaco de Banach. Denotaremos por C™([0,T]; X) o espago de Banach das funcdes
dk
HEZ@)H pertenga a C°([0,7]) para todo k, 0 < k < m. Em
X
C™([0,T7; X) defini-se a norma

w: [0,7] — X, tais que

]

u
C”L([O’T];X)_HUHCO([O’T“X“LHE oo Hdtm

Co([0,7]:X)



1.2 Resultados Auxiliares

Nesta secao enunciaremos os resultados necessarios ao nosso trabalho, cujas demons-

tragoes podem ser encontradas nas referéncias citadas.

Proposigao 1.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espago vetorial mu-

nido do produto interno (-,-). Entao, dados u, v € H, temos que
| (u, 0) | < lull o],

onde || ||* = (-,).

Prova: Ver Lema 3.2-1 em [13].

1 1
Proposigao 1.2.2 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < oo tal que —+—- =1 ¢
p q
a,b > 0. Entao
ab bl
ab < — + —.
p q

Prova: Ver Teorema IV.6 em [14].

Proposicao 1.2.3 (Desigualdade de Hélder). Sejam u € LP(Q) e v € LI(Q) com 1 <
1 1

p<oo, e—+—=1. Entiouv € L'(Q), e temos a desigualdade
p q

/gzluw)v(w)ldx < lullze@lloll ay-

Prova: Ver Teorema IV.6 em [14].

Proposigao 1.2.4 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Q seja um aberto limi-

tado de R"™. Entao para todo 1 < p < oo, ewiste uma constante c,, tal que

17
lullyiriy < ol Valloy,  Yu € Wo(9).

Prova: Ver Teorema 5.6.1 em [15].

Observacao 1.2.5. A desigualdade de Poincaré também € vdlida para funcoes que se

anulam em apenas uma parte da fronteira 02 e também para as funcoes que tem média

1
nula, isto €, med() /Qud:c =0.




Lema 1.2.6 (Gronwall). Sejam ¢ € L>(0,T) e 3 € L*(0,T) tais que 3 >0, ¢ > 0 e
K > 0 uma constante. Se

o) < K + / B(s)(s) ds

entao tem-se

para todo t € [0,T).

Prova: Ver Apéndice B em [16].

Lema 1.2.7. Seja m € L'(0,T;R) tal que m > 0 para todo t €]0,T[ e seja a > 0 uma

constante real. Suponha que g € L>=(0,T), g = 0 em |0, T verificando

t
g*(t) < a® + 2/ m(s)g(s)ds
0
para todo t €]0,T[. Entdo:
¢
g(t) <a —I—/ m(s) ds.
0
Prova: Ver Lema 1 em [17].

Lema 1.2.8 (Du Bois Raymond). Seja Q um subconjunto aberto do R"™ e sejau € L} ()

loc

tal que
/ u(z)p(z)dr =0, VYo e D),
Q

entao u = 0 quase sempre em €.

Prova: Ver Proposi¢ao 1.3.1 em [25].

Proposicao 1.2.9. Sejam Q um aberto limitado de R™ e u € WHP(Q) com p > n. Entao

existe uma constante C' > 0 tal que

ull L) < Cllullwir@),

isto €, WHP(Q) — L>(Q).
Prova: Ver [15].

10



Proposicao 1.2.10 (Imersao de Sobolev). Seja 2 um subconjunto aberto do R". Entéo

H™(Q) — C*(Q), sem > g—i- k.

Prova: Ver [19].

Proposicao 1.2.11. Seja (up)nen C L (R2), 1 < p < 400, tal que u, — u em L (Q),

loc

entdo u, — u em D'(Q).

Prova: Ver Exemplo 3 pag. 13 em [25].

Definicao 1.2.12. Seja E um espago de Banach e considere (u,)neny uma sucessao sobre
E. Dizemos que x, converge fraco para x, e denotamos x, — x em E, quando (f,z,) —

(f,x), para todo f € E', onde (f,x) = f(x) € o valor do funcional f no ponto .
Proposicao 1.2.13. Seja (z,)neny uma sequéncia num espaco de Banach reflexivo E.
Entao se verifica:
i) T, = x em E, se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € F.
ii) Se x, — x em E, entio x, = x em E.
iii) Se x, = x em E, entdo ||x,||g € limitada e ||z||p < liminf ||z,||z.

) Sex, =~z emFE e f,— femE, entao (fn,x,) — (f, ).

Prova: Ver Proposicao II1.5 em [14].

Definicao 1.2.14. Seja (f,)nen uma sequéncia sobre E'. Dizemos que f, converge fraco

estrela para f e denotamos f, = f em E', quando (f,,z) — (f,z), para todo x € E.

Proposicao 1.2.15. Seja (f,)nen uma sequéncia em E'. Entdo se verifica:

i) fo— f em E, se, e somente se, {f,,x) — (f,z), Vo € E.
i) Se f, — f em E', entdo f, — f em E'.
iii) Se f, = f em E', entdo ||fu||g € imitada e || ||z < liminf||f,||z.
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) Se f, = f em E' ex, —x em E, entio (fn,r,) — (f,z).

Prova: Ver Proposicao I11.12 em [14].

Teorema 1.2.16. Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja (Ty)nen uma sequéncia

limitada em E. Entdo, existem uma subsequéncia (xp, )ken € © € E tais que x,, — .

Prova: Ver Corolario I11.27 em [14].

Teorema 1.2.17. Seja E um espaco de Banach separdvel e seja (fn)nen uma sequéncia

limitada em E'. Entdo existem uma subsequéncia (fy, )ren € f € E' tais que f,, — f.

Prova: Ver Corolario 111.26 em [14].
Lema 1.2.18 (Lema de Kim). Denotemos por (w*) uma sequéncia de fungdes satisfazendo
wh” S w em L®(0,T; H*(Q)),
wi —w, em L*0,T; H(Q)),
quando k — oo, para 0 < (3. Entao, temos que
w* — w em C([0,T]; H™(Q)),

para todo r < [3.

Prova: Ver |20].

A seguir apresentaremos as definicoes, resultados e notacoes necessarias para o desen-

volvimento dos capitulos seguintes.

Defini¢ao 1.2.19 (Convolugdo). Sejam u e v fungoes a valores reais definidas no R™.

Defini-se a convolugao de u e v, que denotada por u* v, como sendo

(u*v)(z) = /n u(z — s)v(s)ds.

Lema 1.2.20. Para quaisquer g,h € C*(R) ¢é verdadeira a sequinte identidade

d

2(gxh) W = g/Oh — g(8)|f* - = [gDh - (/Otgds) |h|2}

onde

(gah)(t) = / gt — 8 |h(t) — h(s)[? ds.
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t
Prova: Basta diferenciar a expressao gCJh — (/ gds) |h|%.
0

Defini¢do 1.2.21 (Ponto de Lebesgue). Seja v € L'(0,T). Dizemos que s €]0,T[ é um

ponto de Lebesgue de v, se para h > 0 tal que |s — h, s + h[C|0, T[, implica

Observagao 1.2.22. Se v € L'(0,T), entdo quase todo ponto s €|0,T| sio pontos de
Lebesgue. Veja Teorema 6 do Apéndice E em [16].

Defini¢ao 1.2.23 (Semicontinuidade). Diz-se que um funcional J : H — R definido
sobre um espaco normado H, € semicontinuo inferiormente com relacdo a convergéncia
fraca se x,, — x implica

liminf J(x,) > J(x).

n—oo

Definigao 1.2.24 (Imersdo compacta). Sejam X e Y espacos de Hilbert onde X € sub-
espaco de Y. Se para toda sequéncia (vy,), oy limitada em X, podemos extrair uma sub-
sequéncia de (Vn,),cy que converge forte em Y, dizemos que a imersio de X em Y ¢

compacta e denotamos por X Sy

Teorema 1.2.25 (Aubin-Lions). Sejam By, B, B; espacos de Banach, sendo By e By
reflexivos e tais que

By <> B — B.

Definindo
W = {U e Lr (O,T, BU) . UI e ™ (O,T, Bl)}

onde 1 < pg, p1 < +o0 e0<T < +oo. Entao, W munido da norma

HUHW = ||UHLpo(o,T;BO) + V']l oy (0,7;B1)

¢ um espaco de Banach e a imersao de VW em L (0,T; B) é compacta.

Prova: Ver Teorema 5.11.2 em [15].

Lema 1.2.26 (Lions). Seja (vy,), oy uma sequéncia de fungoes pertencentes a LP (§2x]0,T')

com 1 <p<oo. Se
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(i) v, — v quase sempre em 2x]0,T;

(i) ||vallpo(q) < ¢ para todo n € N;
entdo (vy,) converge fraco em LP(Q).

Prova: Ver Teorema 3.9.2 em [15].

Lema 1.2.27 (Temam). Seja X um espaco de Banach com dual X', u e g duas fungoes

de L' (a,b, X). Entdo sio equivalentes as afirmacoes:

(1) u € primitiva de g
u(t) :£—i—/tg(s)ds, Vt € [a,b], &€ X.
0
(it) Para cada ¢ € D(a,b) tem-se
b b
[ uwo = [ gwoar

(i1i) Para cadan € X/,

S o) = lo.m) em Dah)

Se u satisfaz (i) — (iii), em particular, u € igual quase sempre a uma fungao continua de

la,b] em X.

Prova: Ver Lema 1.1 pag. 250 em [21].

Proposicao 1.2.28 (Bochner). Se X e Y sao espagos de Banach, tal que T : X —Y é

um operador linear limitado e u : 2 — X € uma funcao p-integravel, entao Tu : Q) — X

T/ud,u:/Tud,u.

0 0

<$,/ud,u> :/(x,u> du Ve X'
Q Q

Prova: Ver Teorema 8 no Apéndice £ em [16].

€ p-integrdvel e

Em particular
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Teorema 1.2.29 (Representacao de Riesz). Seja Q2 um aberto do R™ e seja T um operador
linear limitado definido sobre LP(QY). Entao existe uma fun¢ao u em L1(Q2), 1/p+1/q =1,
tal que

T(v) = (u,v) Yo € LP(Q).

Prova: Ver Teorema 3.6.1 em [15].

Teorema 1.2.30 (Lax-Milgram). Seja b : H x H — R uma forma bilinear, continua e

coerciva. Entdao para cada ¢ € H', existe um tnico u € H tal que

b(u,v) = (¢, v) Vv e H.
Além disto, se b é simétrica, entao u € caracterizado pela propriedade

ue H e %b(u,u) —(p,u) = Ivréi}}{%b(v,v) — (gb,v)} :
Prova: Ver Corolario V.8 em [14].
Teorema 1.2.31 (Fubini). Suponha F € L' (£2; x 5).
Entao para quase todo x € €y,

F(x,)) € L'(Q) e /Q F(r,y)dy € L'(Qy).

Do mesmo modo, para quase todo y € (2o,

F(,y) € L' () e /Q F(z,y)dr € L'(Q).

Prova: Ver Teorema IV.4 em [14].

Defini¢ao 1.2.32 (Equacao de Volterra). Dadas as funcées f(x) e G(x,t), chama-se

equacao de Volterra de sequndo tipo, uma equacao da forma

o(t) = £(t) — A / G(t, 5)p(s) ds (L1)

em que @ € uma funcgao incognita e A € um pardmetro real.
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Teorema 1.2.33. A equacdo integral de Volterra (1.1), onde o nicleo G e a funcao f
pertencem a L*(0,T), possui uma tinica solugao ¢ € L*(0,T). E esta solugdo ¢ dada pela

formula
ﬂwzﬂw—aéR@aMﬂ@w

onde o nicleo resolvente R(t,s;\) € dado pela série de nicleos iterados
R(t,s;)) ==Y NGyt s).
v=0
que converge quase sempre, onde

¢
Gi(t,s) =G(t,s), Gu41= / G(t,0)G,(0,s)do parav =1,2,...

Além disto, o nicleo resolvente satisfaz a equacao integral

G(t,s) = —R(t,s;\) + )\/t R(t,o;\)G (0, s)ds.

Prova: Ver Se¢ao 1.5 em [23].

Observagao 1.2.34. Para toda 6 € L*(0,T), existe uma tinica solu¢io @ para a equagao

¢®—Angw@w=mw

de modo que

onde
Wt —o) =Y (=1)"ga(t — o)

t
g1(t) = g(t), Gni1(t —7) —/ gn(oc —T)do  para n > 1.
Além disso, g e h estao relacionadas da sequinte forma

t
g(t) = —h(t) +/ g(t —o)h(o)do. (1.2)
0
Basta tomar G(t,s) = g(t — s) no Teorema 1.2.33.
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Capitulo 2

Solucao Forte, Fraca e Ultra Fraca

Neste capitulo garantiremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para o

seguinte problema

Y (2, 1) — Yoo (2, 1) + /0 g(t — 8)Ype(z,8)ds = f(x,t) em 0, L[x]0,T]
y(0,t) =0, y(L,t)=0 em 10,7 (2.1)
y(l’,O) :yo(l’), yt<x70) :y1<l’) em ]O,L[

onde g € C?[0, +oo[ é tal que g : [0, +00[—]0, +00] e verifica as seguintes condigoes

—Cig< g < —Cy (2.2)

Bo:=1— g(s)ds >0 (2.3)
0

0<g" < Cag (24)

onde C7, Cs e (5 sao constantes positivas.

Dependendo da regularidade dos dados yg, y1 e f obteremos a solugao forte, fraca ou

ultra fraca para o problema (2.1), que serao definidas nas proximas segoes.

Os resultados deste capitulo serao essenciais para o desenvolvimento do préximo capi-
tulo onde sera aplicado o Método da Unicidade de Hilbert para estabelecer a controlabi-

lidade exata de fronteira.
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2.1 Solucao Forte para Equacao Viscoelastica

Nesta secao mostraremos a existéncia, unicidade e regularidade de solucao forte
do problema (2.1) que é obtida quando yo € H?*(0,L) N HY(0,L), yu € HO,L) e

f e LY0,L; Hy(0,L)). Iniciamos esta se¢ao com a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1.1 (Solugao Forte). Uma fungao y:]0, L[x]0,T[— R ¢é dita solug¢do forte

para o problema (2.1) se

y € L>(0,T; H*(0, L) N H(0, L)) (2.5)

y, € L>(0,T; Hy(0, L)) (2.6)

yu € L*(0,T L*(0, L)) (2.7)

Yt = Yoz + 9 ¥ Yoe = [ @5 em ]0,L[x]0, T (2.8)
y(,0) = yo(x) e w(r,0) =y (z). (2.9)

Teorema 2.1.2. Se yo € H*(0,L) N Hy(0,L), y; € Hy(0,L) e f € L' (0, T; H}(0, L)),

entdo eriste uma unica solugao forte para o problema (2.1).

Prova: Para mostrar a existéncia utilizaremos o Método de Galerkin. Para isto tomemos

(wy)ven € (Ay)ven, 0s respectivos autovetores e autovalores do problema espectral
(wj,v)) = A\j(wy,v) para todo v € H,(0, L) (2.10)

onde ((+,-)) e (+,-) denotam os produtos internos em H{(0,L) e em L?(0, L) respectiva-
mente, e seja Vi, = [wy,wy,...,w,] o subespaco de H?(0,L) N Hj(0,L) gerado pelos

m-primeiros autovetores w,, v =1,2,...,m.

O problema aproximado consiste em determinar a existéncia de uma solucao y™ € V,,

de modo que para todo 5 =1,...,m
L L L st L
/ Y w; dx +/ yo'w; , dx — / / g(t — )y (x, s)wj, dsdx = / fw;dzr (2.11)
0 0 0o Jo 0
com dados iniciais

y"(2,0) = yg'(x) e y(x,0) = y"(z)
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onde

Yo' — Yo em Hz(O,L)ﬂHé(O,L),

yin — Y1 €Il HS(OvL)v

y"(0,t) =0=y™(L,t) em 0,T].

Como y™ € V,,, observamos que

m

= haw; (2.12)

i=1

onde h; = h;(t). Substituindo (2.12) em (2.11) temos

L m L m
/ E h;'wl-wj dx + / E hiwi7ij7x dx
0 =1 0 =1

L ot m L
—/0 /0 gt — 3);hi(s)wi,x(x)wm(a:) dsdx :/0 fw;dx
isto é,
Zm:h;/ (w;, wj) + Z (w;, w;)) Zm: ((wy, w;)) /t (t —s)hi(s)ds = (f,w;)
i=1 i=1 i=1
ou seja,
> B (wiwg) + >k ((wiwy) = Y ((wi,w;y)) g% hi = (f,w) (2.13)
i=1 i=1 i=1

para j € {1,2,...,m}.
Tomando as matrizes
a = (aj)mxm, com a;; = (w;,w;)

b = (bij)mxm, com by = ((ws;,w;))

¢ = (¢ij)mx1, com ¢; = (f,w;)

ha(t) (g * hn)(t)
H(t) = : , G = '

hn (1) (g * hm)(2)
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podemos reescrever (2.13) em termos matriciais da seguinte forma

aH"(t)+bH(t) —b(g* H) (t) = c(t) (2.14)
com condigoes iniciais
h1(0) hi(0)
Ho = H(0) = : ,  H=H(0)=
) h, (0)

Pelo Método do Resolvente de Volterra, veja [24], obtemos a existéncia de solucao
local em ¢ para a equacao (2.14), e consequentemente temos a existéncia de solugao para

o problema aproximado (2.11).

Etapa 1: Primeira Estimativa a Priori

Para estender esta solugao para todo [0, +00) é suficiente mostrar que a solugao apro-
ximada permanece limitada para qualquer m € N e qualquer ¢ €]0,T]. Para isto multi-

pliquemos (2.11) por hl(t) e somando de i = 1 a m temos:

L L L L
/ Yy de + / Yy d — / (g %y " i = / fyrde.  (2.15)
0 0 0 0
Pelo Lema 1.2.20 temos que

1, 1 , 1d /t )
myym = Z /O™ — —g()|y™)2 — =— | gOy™ — ds | ly™ 2.1
(9*y2") yin 595 29()%! 5 [g Yo <09 s ) |yl (2.16)

substituindo (2.16) em (2.15) segue que
d |1 k m|2 m|2 m 1 r / m
[y "+ Byl + 90y der| — 5 | gDy’ dee
0 0

dt |2
L . (2.17)
+§/ g(t)\y?Idez/ fy" da,
0 0

onde 3(t) =1 —/0 g(s)ds.

Considere o funcional energia
L
B(ty™) = [ PP+ 5012 + g0y o
0
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Entao de (2.17) temos

d L L L
EE(t y™") — / g/Dy;"der/ g(t)ly;”!de—Z/ fyi" dx.
0 0 0

Integrando de 0 a t segue que

L
//gDymdxd8+// g |y dzds = E(0,y™) —1—2// fy dxds.
0

Observando que

2(£(8) () < 205 C 9l geqozy 19 9)ll ooy
= 2/ C9) 0.y 1 G 9) oy I ) oy

2
< ||f('»3)||L2(o,L) + Hf('?S)HL?(O,L) [l (-, S)HL?(O,L)

e ¢'(t) < 0 entao
T ¢ ,
E(t,y™) < E(O,ym)Jr/ 17C8) 2 0,1 d8+/ 1FCo8) 2 0,0 19" G 81 dads
0 0

T t
< B0,y + / 1£C29)ll oy ds + / 17690,y Es.y™)ds.

Aplicando a desigualdade de Gronwall temos
T
E(t,y™) < (E(O,ym)Jr/ Hf('7S)HL2(0,L) d5> To ¢ 20,y 45
0
ou seja,

T
m 2 m 2 m||2 m ||2
v ('7t>||L2(0,L)+Hyyc ('7t>HL2(O,L) <C (”yl ||L2(0,L) + HyO,xHLz(QL) +/0 ||f('78)||L2(0,L) ds) :

Como yg* — yo em Hg (0, L)NH*(0, L), y* — y1 em Hy(0,L) e f € L*(0,T; Hy(0, L))
temos que

(4" )meny € limitada em L% (0,75 L*(0, L)) (2.18)

(Y) ey € limitada em  L*(0,T, L*(0, L)). (2.19)
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Etapa 2: Segunda Estimativa a Priori

o L . o o m m
Com a primeira estimativa, obtivemos limitacdo para as sequéncias (y7"),,.cx € (V2") men

Nosso objetivo agora é obter limitacao para (y;}),,en © (Vie)men-
Multiplicando (2.11) por A; e usando 2.10 temos

(it wy) + (U wje)) = (9 92" wj0)) = ((Fw5)) - (2.20)

Multiplicando (2.20) por A(t) e somando de j = 1 a m temos

(et ue") + (W' viw) — (g * v ve)) = ((F, vi™)

ou seja

L L L
/ YitaYin AT + / YooYt AT — / (9 * Yo Ytne A = / Jeliy dx (2.21)
0 0 0

Do Lema 1.2.20 temos que

1, 1 , 1d ! )
™Yy = =gy — —g(t)|y™ Oy — d ™I 2.22

Substituindo (2.22) em (2.21) obtemos

1d I

5T [/ |yt |2 +6( )IyZ;|2+gDyZ;dfc] - 5/ 90y, do
0

2dt

Denotando por

L
Bty = [+ SO + g0y do
0

temos

d L L )
arr) - [ oumars [ oowsrar=2 [ fga
0 0

Integrando de 0 a t temos

t L t L t L
E(t,y™) — E(0,y7") - / / Oy dads + / / o(3) |y ? duds = 2 / / foy deds
0 0 0 0 0 0

(2.23)
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ou seja,
t L
E(ty;) < E(O,y;”)+2// foy™ dads
0o Jo
T

t
< BO)+ [ I8 iy s+ [ 1o I3 ey deds
0 0

T t
< EQ0,y") +/ 12 (s 8)l 20,1y s +/ 1f2 (s )l 20,0y £ (559" ) ds.
0 0
Da desigualdade de Gronwall segue que

T
B(t,y) < elo 109l &= (E(O,y;”) +/ 12 (9l 20,1 dS) :
0

Como f € L'(0,T; Hg(0, L)) segue em particular que existe C' > 0 tal que

m 2 m 2
e (O 20,0y + 1Y (5 D220,y <

o o T (2.24)
¢ (Hyl,xHL‘Z(o,L) + Hy079090||L2(0,L) +/0 1fe (- S)HLZ((LL) ds)
m 2 1 m 1
e de y§" — yo em H*(0,L) N Hy(0,L) e y* — y; em H;(0, L) temos que
(Y )men € limitada em L™ (0,77 L*(0, L)), (2.25)
(Yo ) e € limitada em L (0,77 L*(0, L)) . (2.26)

Como L™ (0, T; L*(0, L)) = (L' (0,T; L*(0, L))) e L* (0, T; L*(0, L)) é separavel, existe
uma subsequéncia (y*) oy de (Y™),.cn» € U, 7, y em L (0,T; L*(0, L)) tal que

y* =y em L>(0,T;L%0,L)),
yl' =9 em L>(0,7;L%0,L)),
y» >y em L™ (0,T;L*(0,L)),

ybo =2y em L™ (0,T;L%0,L)).

Observando que L*> (0,T;L*(0,L)) — L?(0,T;L*(0,L)) = L*(Q) — D'(Q), das

convergéncias acimas segue que

Y =y em D(Q),

yr =9 em D(Q),
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ye =y em D'(Q),

Y =7y em D(Q).

d
Usando o fato que o operador derivagao 7 é continuo em D'(Q)) entao

d

M
awl

Ey em D/(Q)

e pela unicidade do limite temos que ¢ = y;. De modo analogo concluimos que

y* =y em L>(0,T;L%0,L)), (2.27)
yl' =y em L™ (0,T;L*(0,L)), (2.28)
y =Sy, em L*(0,T;L*(0,L)), (2.29)
Yt Sy em L*(0,75L%0,L)). (2.30)

Etapa 3: Passagem ao limite
De (2.28) segue que

/0 (Yt (t),w(t)) dt — /O (y,(t),w(t)) dt, Vw € L' (0,T;L*(0,L)).

Tomando w = v onde v € H(0, L) — L*(0,L) e § € D(0,T) — L'(0,T), entao

/0 (Wl (£),0) 0(¢) dt — / (a(0). 0) 6(0) .

Portanto (y}'(t),v) — (y(t),v) em D'(0,T), para todo v € H}(0,L). Consequentemente

S ) — o B).0) em DO.T), Vo € B, L)
ou seja,
(yh(1),v) = (yu(t),v) em D'(0,T), Yo € Hy(0,L). (2.31)

De modo anélogo, de (2.30) temos que 3%, — y,, em L= (0,T; L*(0, L)).

Assim para w = v com v € H}(0,L) — L*(0,L) e § € D(0,T) — L'(0,T), temos
que

/0 (4, (8),0) 00) di — / (0o (£),0) 6(2) d.
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Logo (y~.(t),v) — (y*.(t),v) em D'(0,T), para todo v € H}(0, L).
Observe que, por meio da integracao por partes tem-se que
(Wr (1), v) = = (("(1),v)) .-
Assim obtemos
((y"(t),v)) = ((y(t),v)) em D'(0,T), Vv € Hy(0,L). (2.32)
Verifiquemos agora a convergéncia do termo da convolugao em (2.20). De (2.25) e
(2.26) temos, respectivamente, que
Yuw € L (0,T;L*(0,L)) — L* (0,75 L*(0, L))
Yie € L™ (0,73 L*(0,L)) — L* (0,T; L*(0, L)) .
Como H}(0,L) < L2(0,L) — L*(0, L), segue do Teorema de Aubin-Lions que existe
uma subsequéncia (y5) oy de (y3'),,oy tal que
y" — y, em L (O,T; L*(0, L)) = L*(Q),
isto é, y¥ — y, quase sempre em Q).

Sendo assim temos que g * y¥ — g * y, quase sempre pois

t
gx* yg(l’,t) —gx* yac(xut) = / g(t - S) (y5<x,3) - y:v(x73)> ds = 0 q.s.
0

Note que (g * y¥) oy € limitada em L?(Q), pois

t 2

g(t = s)y;(x,s) ds

(g =) (z, t))* =

t t
< / gt — ) ds / 1y (a, )2 ds
0 0

T T
< / 9t — )P ds / 2 (o, )2 ds
0 0
T
<o [ sl ds
0

/OLKQ*?JZ)(x CT/ / lyk(z, s) ds—cT/ / ly¥ (z, s)|* ds

Logo



e entao

T
2 2 2
(g = yg)('i)”m(o,m < CT/0 1y (-, S)”LQ(O,L) ds = cr H%“h?(@) = cplX < oo.

Com isto temos

T
| a0l dt < oK.

Portanto [|g * Y&l 2o < €, C = C(T), ou seja (g x y*) é limitada em L*(Q).
Assim pelo Lema de Lions tem-se que g * y* — g x y, em L*(Q), ou seja,

(g*xyt,w) — (g * Yz, w), Vw € L*(Q).

Em particular para w = v,0, onde v € H}(0,L) e 6 € D(0,T), temos

/0 (g *yh(t),ve) 0(t) dt — /0 (g %y (t),v,)0(t) dt.

Portanto obtemos

((g*y"(t),v) = ((g*y(t),v)) em D(0,T), Vv € Hy(0,L). (2.33)

Multiplicando (2.11) por 8 € D(0,T), tomando m = u e integrando de 0 a T temos

/0 (1), wy) O(1) i — / (4(t),0;)) 0(t) dt + / (g 5 ¥ (1), wy)) Ot)

(2.34)
- [ .o
fazendo i — oo obtemos de (2.31), (2.32) e (2.33) a seguinte identidade
| wetrwpowde— [ (o) o@d+ [ (o yie)w)od
0 0 T 0 (235)

- [ v
para todo 7 € N.

Por ser (w,),y uma base H*(0, L) N H{(0, L), temos que (2.35) é valido para qualquer
w € H*(0,L) N H(0,L), ou seja,

/0 %(yt(t%w)@(t)dt—k/o ((y(t),w))@(t)dt—/o ((g * y(t), w)) O(¢) dt
= [ (o woe) a
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para todo 6 € D(0,T)).

Integrando por partes temos

- / (a(t), w) Bu(2) d — / (o (1), w) 0(2) dt + / (9 % au (£), w) O(8) dt
- [ vo.ws0a

Em particular, para w € D(0,L) e 6 € D(0,T) segue que

T /L T /L T /L T /L
— / / yrwby dxdt — / / YWl dxdt + / / g * Ypawl dodt = / / fwb dxdt,
o Jo o Jo o Jo o Jo

tomando 1) = wf podemos reescrever a equacao anterior como

(g t) = — /Q gty dadt = /Q Yoath dadt — /Q 0 % yaut) dadt + /Q fodadt Vi € D(Q)

ou seja,

(1, ) = /Q (ow — 9% e + [ dudt, V) € D(Q).
Como
Yow € L (0,T5L%(0,L)) — L' (0,73 L*(0, L)),
g * Yze € L= (0,7 L%(0,L)) — L' (0,7; L*(0, L)),
feL"(0,T;Hy(0,L)) — L' (0,T; L*(0, L)),

entao yxx_g*yxx+f € Ll (07 Ta L2(0> L)) LOgO Yir = yxx_g*yxx+f € Ll (Oa Ta L2(07 L)7
ou seja, vy identifica-se como uma fungao de L'(0,T; L*(0, L)) que ainda representaremos

por y. Logo

/Q@tt—ymg*ym—fwdmdt:o, Vi € D(Q).

Assim, pelo Lema de Du Bois Raymond vy — Yue + ¢ * Yoo — [ = 0 .5 em Q.
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Etapa 4: Unicidade
Para provar a unicidade, suponhamos que y e g sejam duas soluges do problema (2.1).
Assim, Y =y — g é solugao de

Yie =Yoo + 9% Y, =0 qsem ]0,L[x]0,T7,
Y(0,t) =Y (L,t) =0 em 10,77, (2.36)
Y(x,0) =Y (z,0) =0 em 10, L[.

Multiplicando (2.36); por Y; € L> (0,T; Hj(0, L)) e integrando, obtemos

L L L
0 0 0

Consequentemente

d
—E(t,Y) <0.

Integrando de 0 a ¢t < T', obtemos
E(t,Y)<E0,Y)=0

ou seja, Y; = 0 e Y, = 0 quase sempre em |0, L[x]0,T], o que implica Y = cte quase
sempre em |0, L[x]0,T[. Usando que Y (0,t) = Y(L,t) = 0 segue que Y (x,t) = 0 quase
sempre em |0, L[x]0,T[. Portanto y = § quase sempre em |0, L[x]0,T[, o que conclui a

demonstracao. |

O proximo resultado estéa relacionado com a solugao forte do problema (2.1).

Teorema 2.1.3 (Inequacdo de Energia). Se y = y(x,t) é uma solu¢ao forte do proble-

ma (2.1), entao vale a segquinte inequagao de energia

2 2
Hyzt('7 t)HLQ(O,L) + Bo Hy:m(> t)HLQ(O,L)

) ) t (2.37)
<oy + W0me ey + 2 / (£o(5), yur(5)) ds.

Prova: Procedendo de modo analogo a segunda estimativa a priori, e usando (2.10) temos

m 2 m 2 m
”ymt('7t)”L2(O,L) + ﬁ(t) ||ymm(.>t)||L2(O,L) + gl:]ymx

t
< HyTwHi‘z(o,L) + Hyg?mH;(o,L) + 2/0 (f2(5), yni(s)) ds.
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Observando que [y < ((t) < 1 temos

m 2 m 2
12 (5 Ol 20, + o 12 (5 D2 0,1

) ) t (2.38)
<+ el +2 [ (G0 6) ds,

tomando m = p e multiplicando (2.38) por uma fungao degrau ¢ > 0 em |0, 7| e integrando

de 0 a T temos
T

T
/0 9, )20, CCE) i+ By / e o ) ()

T T T t
< [ Ity €O+ [ il SO +2 [ o) [ (Fulodatato)) dsa
(2.39)

Usando a semicontinuidade inferior da norma com respeito a convergéncia fraca, obte-

mos
T

T
| e Ol O e < timint [0 SO (240

T T
| e Ol O e <timint [ (g O )

Tomando o limite inferior em ambos os lados de (2.39), considerando (2.40) e (2.41) e
observando que

liminfu + liminf v < lim inf(u + v)

segue que
T

T
4H%%ﬁﬁm@dﬂﬁ+%llm4ﬁW%uﬂ®ﬁ<

T
2
< / e CC8) dt + /

T

oy O +2 [ [ ()l (1) s
(2.42)

Observe que os integrandos sao L'(0,T). Se s €]0,T], considere a fungio degrau
Cu(t) = ((t) sobre |s — h,s + h[C]0,T[ e zero no complementar. Substituindo ((¢) por

Cn(t) em (2.42), dividindo ambos os lados por 5~ e tomando o limite quando h — 0

obtemos da Observagao 1.2.22
t
2 2 2 2
||yxt('>t)||L2(0,L)+50 ||ya:ac('>t)||L2(0,L) < Hyl,mHL?(o,L)"‘||yo,m||L2(o,L)+2/0 (f2(5), Yar(s)) ds.
pois ¢(t) > 0. |
Como consequéncia temos o seguinte corolario.
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Corolario 2.1.4. Se y = y(x,t) € uma solucao forte de (2.1) entdo

[ t)HLz(o,L) + Yz (- t)HLQ(O,L) <C <||y1,mHL2(o,L) + ||y0,:m:||L2(O,L) + Hf||L1(o,T;Hg(o,L))>

para todo t € [0,T).

Prova: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade do Teorema 2.1.3
observando que (a + b)* < 2(a® + b?) < 2(a + b)?, para a,b > 0, temos

) t
(Hymt('at)HL?(O,L) + /o H%x('vt)”m(o,/:)) < a2+2/0 2 Hfm('75>||L2(O,L) [t (-, S)HL2(O,L) ds
onde a = \/§ <||y1,z||L2(O7L) + ||yo,m||L2(0,L)>-

Usando o Lema 1.2.7 segue que

1wt (3 O r20,0) + VB0 1Yaa (5 Dl p20,r) < V2 (Hyl,x”L?(o,L) + HyO,;mHL?(O,L))

t
2 / 1o )y 5

Tomando ¢ = min{1,v/fy} e C' = 2/c segue a tese. |

Corolario 2.1.5. Se y = y(x,t) é uma solugao forte de (2.1) entao

2 2 2 2 2
925 Ol 7202y + Y2 O 20,0y < C (Hyl,z 1200y T 1Wo0allz2001) + HfHLl(O,T;Hé(O,L))> '

Prova: Elevando ao quadrado ambos membros da desigualdade do Corolario 2.1.4 e us-

ando a desigualdade (a + )% < 2(a® + b?) < 2(a + b)? conclui-se a demonstragao. |

Corolario 2.1.6. Se y = y(x,t) € solugio forte de (2.1) entdo

2 2 2 2
(Y2 — g * ym)('?ﬂ”L%O,L) <C (Hyl,IBHLQ(QL) + ||Z/o,m||L2(o,L) + HfHLl((),T;H(}(O,L))> :

Prova: Observe que

VAN

2 |ym(x7t)’2 +2 |g * ym(xat”z

/Otg(t — 8)Yra(, 5) ds

|(ym —gx* yﬂ:)(‘ra t)|2
2

N

2 | (7, 1)]* + 2

N

t t
2 |yao (2, )2 + 2 / gl(t — )P ds / a8 dis
0 0

N

T
2 |yoa (e, O) + 2K / a8 dis
0
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onde K = fOT lg(t — s)|*ds. Integrando em [0, L] e usando o Teorema de Fubini obtemos

T
2 2 2
H(yacx —gx* yww)(v t>HL2(0,L) dr <2 Hy:ca:('vt)HL?(o,L) + 2/ Hy:cx(v S)HLZ(O,L) ds.
0

Usando o Corolario 2.1.5 conclui-se a demostragao. ]

2.1.1 Regularidade da solucao forte

Agora, demonstraremos que a solucao forte dada pelo Teorema 2.1.2 é continua e difer-

enciavel com respeito a varidvel temporal conforme o proximo Teorema.

Teorema 2.1.7. Se y = y(z,t) é uma solucao forte para (2.1), entao

y € C°([0,T); H*(0,L) N Hy(0, L)) N C* ([0, T); Hy(0, L)) .

Prova: Mostraremos que sequéncia (y*), _y determinada por (2.11) é uma sequéncia de

peN

Cauchy em

C° ([0,7]; Hy(0,L) N H*(0, L)) N C* ([0, T); Hy(0, L)) .
Temos que (2.11) é valido para m = p e para v > p onde pu, v € N, isto é
(Wi, wj) + (e wiw) — (9% Y, wja) = (f,wy) (2.43)
(i wy) + (Ui wia) = (9 % 47, wie) = (f ;). (2.44)
Subtraindo (2.44) de (2.43) obtemos

(te — v ws) + (Y — Yy wia) — (g% (Y — yy), wje) = 0. (2.45)

Multiplicando (2.45) por \; e usando a propriedade do problema espectral, de modo

anélogo a segunda estimativa & priori, segue de (2.24)

V(2 V2 vi2 v2
v =y HH&(O,L)JFHZJN -y HHg(o,L)mHZ(o,L) <G (H% — Y HH&(O,L) + [lvh — o HH&(O,L)mH?(O,L)) :

Como (ygy) ,en © (Y1), 830 convergentes para yo € Hy(0, L)NH?(0,L) e y € Hy(0, L)
respectivamente entdo, (y) .y € uma sequéncia de Cauchy em C° ([0, T; Hy (0, L) N H?(0, L))

31



e (yf)ueN ¢ uma sequéncia de Cauchy em C° ([0, T]; H}(0, L)), o que implica existem ¢ e

1 tais que
y* — ¢ em C°([0,T]; Hy(0,L) N H?*(0,L)) C L* (0,T;Hy(0,L) N H*(0, L))

yl' > ¢ em C°([0,T); Hy(0,L)) C L>(0,T; Hy(0,L)) .

Da unicidade dos limites segue que ¢ =y e ¥ = y;.

Portanto y € C° ([0, T]; H3(0, L) N H*(0, L)) N C* ([0, T]; H} (0, L)). |

2.2 Solucao Fraca para Equacao Viscoelastica

Na sec@o anterior obtivemos a existéncia de solugdo forte para o problema (2.1). Nesta
secao garantiremos a existéncia de solugao para o mesmo problema, porém com dados
iniciais menos regulares. Iniciaremos com a definicao de solucao fraca, e em seguida
demonstraremos a existéncia desta solu¢ao usando argumentos de densidade, bem como

sua regularidade e unicidade.

Definigao 2.2.1 (Solugdo Fraca). Uma funcdo y :]0,T[x]0, L|— R ¢ dita solug¢do fraca
para o problema (2.1) se

y € L (0,T; Hy(0,L)) (2.46)
yr € L (0,T;L*(0,L)) (2.47)
yw € L' (0,T; H(0,L)) (2.48)
o o) + ((5,0) + (g9, 0) = (.0 (2.49)

no sentido de D'(0,T), para toda v € H}(0, L),
Ytt — Yz + g * Ypz = f € Ll (O,T; H_l(oy L)) (250)

y(,0) = yo(x) e w(r,0) =y (2). (2.51)

Teorema 2.2.2. Se yo € H}(0,L), yy € L*(0,L) e f € L' (0,T;L*0,L)), entdo (2.1)

admite uma solucao fraca.
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Prova: A existéncia de soluc¢do fraca do problema (2.1) sera obtida a partir de apro-

ximacoes por solucoes fortes, para isto considere para yg, y; € f as seguintes aproximacoes

yor € H*(0, L) N HY(0,L) tal que yy' — yo em HJ(0, L), (2.52)
y" € Hy(0,L) tal que y" — y; em L*(0,L), (2.53)
fmec®([0,T);C50,L]) talque f™— f em L'(0,T;L*(0,L)). (2.54)

Para os dados y{', yi* e f™, temos que para cada m € N existe solucao forte
y™ :]0, L[x]0,T[— R para (2.1), conforme a Defini¢do 2.1.1, satisfazendo (2.5) - (2.9),

isto é, existe y™ tal que

y™ e L= (0,T; H*(0,L) N Hy(0, L)), (2.55)

yt € L= (0,T,Hy(0,L)), (2.56)

yw € L' (0,T,L*(0, L)), (2.57)

Yit — Yop T 9% Y =" das em Q, (2.58)
y"(@,0) =y5'(x) e  y'(2,0)=y"(z) (2.59)

Agora determinaremos estimativas para (y™)men, de modo que o limite seja a solucao
fraca de (2.1). Multiplicando (2.58) por v € L?(0,T; H}(0, L)) e integrando por partes

em ]0, L[, temos para cada t €0, 7] a seguinte identidade

/OL yir (v dee + /OL Yo' () vy do — /OLQ * ' (t) v, doe = /OL f™(t)vdx (2.60)

tomando v = y;"(t) em (2.60) temos

/0 yp )y (1) de + / Y ()Y (t) de — / gy (DY (E) do = / () da

ou seja

GEC = [gmurayns [gobrora =2 [ o i

Integrando de 0 a t temos
t L
B(t.y™) < EQ.y™) +2 [ [ £ (s)u(s) dods (2.61)
0o Jo
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ou seja,

T t
E(t,y™) < E(0,y™) + /0 7™ () 220, d8+/0 LF™ () 20,y E (s, y™ ) ds.

Da desigualdade Gronwall temos

T

m 2 m 2 2 m 112
v (t)||L2(0,L)+ﬁO 1y (t)HL?(O,L) <C (Hy;nHL?(O,L) + HyO,mHLQ(O’L) +/0 Hfm(s)”m(o,L) ds)
(2.62)

para todo t €]0, 7.

Tendo em vista que yJ* — yo em H}(0,L), y* — y; em L*(0,L) e f™ — f em
L (0,T; L?[0, L]), conclui-se de (2.62) que

y™ e L (0,T;Hy(0,L)),

yt € L= (0,T; L*(0, L))

Logo existem subsequéncias (y"),,cy de (¥™),,cn tais que
y" >y em L™(0,T;Hy(0,L)), (2.63)

yP =y em L (0,T;L%(0,L)). (2.64)

De (2.64) temos que
(v w) = (Y, w) , Vw e L' (0,T5L*(0,L)).
O que implica
/ (v w) dt — / (ye,w) dt,  Vwe L' (0,T;L*(0,L)).
0

Como H}(0,L) — L*(0,L), D(0,T) — L*(0,T), tomando w = vf, onde v € H}(0,L) e
6 € D(0,T) entdo

/OT (W (1), 0) 6(t) dt — /OT (e(t),0) 0()dt, o € L*(0, 1),v8 € D(0,T),
ou seja, (47(),0) = (4(t),v) em D'(0,T), para toda v € HA(0, L).
Portanto,
D), 0) = L ) 0) em D07, v € HYO,L). (2.65)
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De (2.63) temos que y" = y em L (0,7; H}(0,L)) ~ [L'(0,T; H~*(0,L))]’, o que
implica que

(y",w) — (y,w), VYw e Lt (O,T; H(0, L)) )

Usando os fatos de que Hj(0, L) — L?*(0,L) — H~'(0,L) e D(0,T) — L'(0,T), e

tomando em particular w = vf com v € H}(0,L) e § € D(0,T) temos

/O (4" (), 0) B(1) dt — / (u(t), ) B(1) dt

e integrando por partes segue que

/0 (" (1), 0)) (t) dt — / ((t). v)) (t) dt

Portanto,
((y"(1),v)) = ((y(t),v)) em D'(0,T), Vv € Hy(0,L). (2.66)

De (2.54) temos que f* — f em L'(0,T;L*(0,L)). Para todo v € H}(0, L), e para
todo 0 € D(0,T) obtemos

/OT(fn(t),v)H(t)dt_/OT(f(t)7U)9(t)dt’ < /| (t)] dt

=/| — f0)l 6] dt

< e / 17" = flla lol dt
0

= ch||f" - f”Ll(O,T,L?(QL)) — 0,

isto é,
/0 (f”(t),v)&(t)dte/o (f(t),v)0(t)dt. (2.67)
Portanto,

(f"(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T), Vv € H}(0, L). (2.68)

Multiplicando (2.60) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a T', e tomando m = n temos

/0 G R0t + / (" (2),0)) O(t) it / (g " (t), v)) O(t) dt
- [ rarvoma

0

(2.69)
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fazendo n — oo em (2.69), e observando as convergéncias (2.65), (2.66) e (2.68), obtemos

& (0),) + (0 0) = (g y(8),0)) = (F(2),v) (2.70)

em D’'(0,T) para todo v € H}(0, L).

Para mostrar que yu € L* (0,T; H~'(0, L)), tomemos n — +o0c em (2.69) e integrando

por partes com respeito a variavel espacial temos

T T

[ @000 dt ~ [ (nalt),0) sy O
7 0 T (2.71)
[ o)y 0t = [ 0.0 000
pois f € L' (0,T; L*(0, L)) < L' (0,T; H-(0, L)).
Considere agora

G(t) = Yua(t) + g * yua(t) + f(t) € H'(0,L).

Usando (2.71) segue que

T T
—/ <yt,v>9tdt:/ (G,v)0dt Vv e Hy(0,L), e §€D0,T). (2.72)
0 0

Da Proposigao 1.2.28, obtemos

T T
<—/ Y10, dt,v> = </ Go dt,v> Vv € Hy(0, L) (2.73)
0 H-1xH} 0 H-1xH}

ou seja,
T T
- / by dt — / GO dt. (2.74)
0 0

Assim temos que y; G pertencem a L' (0,T; H=1(0, L)) e satisfazem (2.74). Segue do

Lema de Temam que

e (t) =§+/0 G(s) ds, e HY0,L)

ey, € C°([0,T]; H (0, L)), e além disto tem-se

d ,
= Wem) = (Gm) e D'(0,T), Vn € Hy(0,L).
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De (2.74) segue que
(ywe, 0) = (G, 0)

o que implica que y; € L' (0,T; H (0, L)) e y;s = G em L' (0,T; H'(0, L)), ou seja

Ytt — Yz + 9 * Ypz = f €1m Ll (Oa T; H_1<Oa L)) (275)

Mostraremos que y(z,0) = yo(x) e yi(z,0) = yi(x).
De (2.63) e (2.64) segue que

AT@%ﬂwﬂﬂﬂﬁ—»AT@@ngﬁﬁ# Vo' € LX(0,T), v € L2(0,L),  (2.76)

(K@WMM@&HAQM&@MMt V0 € L2(0,T), v € LX0,L).  (2.77)

Tomando em particular, para 6 € C* ([0, 7)) tal que 6(T) =0 e 6(0) = 1 em (2.76) e
(2.77) temos

/0 %[(yn(t),v) e(t)] dt — /0 % [(y(t))v) H(t)] dt, Yo e L2<O, L)

(y™(T),v) 0(T) = (y"(0),0) 0(0)  —  (y(T),v) O(T) — (y(0),v) 6(0) Vv € L*(0, L).

Da escolha de 6 segue que

(¥™(0),v) = (y(0),v) (2.78)
para todo v € L*(0, L), (em particular para v € H}(0,L)).

Por outro lado, de (2.52) temos, y"(z,0) = y"(0) — yo(x) em L*(0,L), o que im-
plica y"(z,0) — yo(x) em L*(0,L). Disto e de (2.78), segue da unicidade do limite que
y(x,0) = yo(x).

Mostraremos que wy(z,0) = yi(z). De fato, por (2.64) sabemos que
v € L (0,T; L*(0,L)) — L' (0,T; L*(0, L)), e por (2.75) temos que y» € L' (0,T; H~ (0, L)).
Assim, pelo Lema de Kim temos que y;, € C° ([0, T]; H~1(0, L)).
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Seja & > 0 e considere

Note que 05 € H*(0,T) pois

T é
/ 105(1)|? dtg/ 12dt =6 < o0
0 0

T ) s 1 1
/ [AG]s dt:/ 105()|? dt:/ ~dt= = < 0o
0 0 0 (52 )

05(t) =
0 se d<t

Multiplicando a equagao (2.60) por 65 e integrando em ¢ de 0 a T' obtemos

uma vez que

Sl

/0 (v (1), 0) B (1) dt + / (v (1), v2) O5(2) dt — / (g % 4™ (), 0)) B(t) dt =

- [ v a
para todo v € H}(0, L).
Integrando por partes temos
w0080 - [ aro.0soa [ aro.e o0 a-
- / (g% 5™ (1), v)) B5(2) dt = / (F™(1), v) B5(t)

ou seja,
0 é
L0+ 3 [ e des [z o a-

5 5
- [ et = [ (.06
0 0
para todo v € H} (0, L).
Tomando m = n e de (2.53) temos y7 — y; em L?(0, L), ou seja
(y,v) = (y,v) Vo e L*(0,L).
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Como y7' = y(0) € H}(0, L) C L*(0, L) temos em particular que
(57 (0),0) = (y1,v) Vo€ Hy(0,L).

Sendo assim, em (2.79) temos para todo v € HJ (0, L)

o)+ 5 [ o)t [0 00— [ (a0 0s0

5
= [t 8500 e
0
e tomando § — 0 concluimos que para toda v € H}(0,L) tem-se (yi,v) = (y:(0),v).

Portanto y; = 4:(0).
O proximo resultado é acerca da regularidade da solugao fraca.

Teorema 2.2.3 (Regularidade da Solucao Fraca). Se y = y(z,t) € solucao fraca de (2.1)
entao

y € C°([0,T); Hy(0,L)) nC* ([0,T]; L*(0, L)) . (2.80)

Prova: Seja (y™),,cn @ sequéncia de aproximagoes por solugdes fortes, entao de (2.55) e

de (2.56) temos pelo Lema de Kim que

y™ € C([0,T]; Hy(0,L)) . (2.81)

Por outro lado de (2.56) e de (2.57) temos pelo Lema de Kim que y™ € C ([0, T}; L*(0, L)),
isto é,

y™ e C°([0,T]; L*(0, L)) . (2.82)

Tomando as sequéncias de solugao fortes (aproximadas), para m > n, temos
Yit — You + 9% Ypp = [ (2.83)

subtraindo (2.84) de (2.83) temos

m

W™ =y ) = W =Y ) e Fx Y =y ) = ST = (2.85)
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Multiplicando (2.85) por v € L?(0,T; H3(0, L)) e integrando em |0, L[ segue que

(Wit — i, v) + (" —y"0) + ((g* @™ —y"),v) = ("= f"v).

Tomando em particular v = y* — y* € L> (0,T; Hy(0, L)) € L* (0, L; H}(0, L)) obtemos
I = 5) GO 20y + Bo 1@ = 92) ()1 2oz <
<C (H@/T - ymi?(o,m + Hl/gfx - y&xHiz(o,L) + /OT 1(f™ — fn)('at)HB(o,L) dt> .
Seja By = min{1, 5y}, entdo
" = 0 20,0y + 197 = B2 ll720,) <

T
m ni2 m n |2 m n
<Gy (H?h — U ||L2(0,L) + Hyo,z - ?Jo,mHLz(QL) +/0 ||(f —f )('7t)HL2(O,L) dt)

onde Cy = C/f.

Usando as convergéncias (2.52)-(2.54) concluimos que

m n 9 m,n— oo

orgtixTH(yt _yt)('vt)HLQ(O,L) — 0,
m n 2 m,n— o0

orgtangH(yz —ygc)(',t)Hm(o,L) — 0

ou seja, (y™),,en ¢ uma sequéncia de Cauchy em C° ([0, 7T]; Hj(0,L)) e (y"*),en ¢ uma

sequéncia de Cauchy em C° ([0, T]; L*(0, L)), o que implica

y" — ¢ em C°([0,T); H}(0,L)) € L (0,T; Hi(0, L))

y' — ¢ em C°([0,T);L*(0,L)) C L*(0,T;L*(0,L)).
Da unicidade dos limites segue que ¢ =y e ¥ = y;.
Portanto y € C° ([0, T]; H3 (0, L)) N C* ([0, T); L*(0, L)). |
Agora vamos estabelecer a inequagao de energia associada a solucao fraca.

Teorema 2.2.4. Se y = y(x,t) é uma solucdo fraca de (2.1) entdo temos a seguinte

inequacao de energia
t
2 2 2 2
e D72 0,0) + Bl Dm0,y < Ny2ll2g0,) + ol o,0) + 2/0 (f(s),u:(s)) ds
para todo t €]0,T7.
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Prova: Seja (y™),,cy @ sequéncia de solugoes fortes como no Teorema 2.2.2. Entdo de

(2.61) tomando m = u temos:

2 2
192 (O 1720,y + BE) Ny ()1 20,1)

L o W t ., . (2.86)
< / R+ e, P de 42 / (F(s), 4" (s)) ds.
0 0

Multiplicando (2.86) por uma funcdo degrau ¢ > 0 em 0,7 e integrando de 0 a T

temos
T

T
/Iwhm@mﬂ®ﬁ+%lﬂﬁhwﬂuﬂ®ﬁ<
0

T o T 2 T t ) .,
| W s [l a2 [ ) [ (r105) at o) s
(2.87)

Usando a semicontinuidade inferior da norma com respeito a convergéncia fraca, obte-

1MoSs
T

T
| Iy @t < imint [ O SO (289)
0 0

T T
|l 0y O e < timin [ Ol cO 289

Tomando o limite inferior em ambos os lados de (2.87), e observando que
liminfu + liminf v < lim inf(u + v)

segue de (2.88), (2.87) e (2.68)

T

T
AIM@M@mﬂ@ﬁ+%AHmbwﬂuﬂ®ﬁ<

T T T t
< / o oz, CC8) i+ / o022 0.z, C(£) it +2 / / (o) C(t) dsdt. (2.90)

Observe que os integrandos em (2.90) sdo L'(0,T). Se s €]0, T, considere a fungao
degrau (p,(t) = ((t) sobre |s — h, s + h[C]0, T e zero no complementar. Substituindo ((¢)
1

por (,(t) em (2.90), dividindo ambos os lados por 5; e tomando o limite quando h — 0

obtemos, para t €]0,T[, em virtude de ((t) > 0

t
2 2 2 2
Hyt<'>t)HL2(O,L)+60 Hyu’v('?t)HLQ(O,L) < HylHL?(O,L)+HQO,xHL2(o,L)+2/0 (f(s),u:(s)) ds. u

Temos os seguinte corolarios
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Corolario 2.2.5. Se y = y(z,t) € uma solugcdo fraca de (2.1), entdo temos a seguinte

nequacao
[y (-, t)HLQ(O,L) + lly(-, t)HHg(o,L) <0 (HylHL?(o,L) + ”yOHHé(O,L) + ||fHL1(o,T;L2(o,L))>

em [0,T].

Prova: Tomando a desigualdade do Teorema 2.2.4 e observando que (a+b)? < 2(a*+0?) <

2(a + b)?, para a,b > 0, temos
2
(9O 0.y + 10 D201 )

2 t
<2 (H?JIHL?(O,L) + ||y0,x||L2(o,L)> + 2/0 2|1 £, S)HLQ(O,L) [y (-, 5)||L2(0,L) ds.
Usando o Lema 1.2.7 segue que
t
Hyt('vt)HLQ(O,L) + ny('at)HL2(o,L) <V2 (HyluLQ(O,L) + HyO,me(o,L)) + 2/0 1 3)HL2(O,L) ds
T

<0 (Illon + sl + [ 15l ds) @

Corolario 2.2.6. Se y = y(x,t) € uma solu¢do fraca de (2.1) entdo

2 2 2 2 2
Hyt('ut)HL2(0,L) + Hy('at)HHé(O,L) <C <Hy1HL2(O,L) + |’y0HHé(0,L) + ”fHLl(o,T;L2(o,L))> :

Prova: Elevando ao quadrado ambos membros da desigualdade do Corolario 2.2.5 obte-

mos

2 2
(Hyt('vt)HLQ(O,L) + Hy<'at)HH3(o,L)> <C? (HylHLQ(o,L) + ”?JOHHg(o,L) + Hf”Ll(O,T;LQ(O,L))) '

Usando a desigualdade a® +b* < (a+0)? < 2(a® + b*) temos que existe uma constante

C > 0 tal que

2 2 2 2 2
e D22 0,0) + WG Dl a0,y < C <”y1HL2(O,L) + 1ol a3 0,0) + HfHLl(O,T;LQ(O,L))> -

Coroléario 2.2.7. Se yo € HJ(0,L), y; € L*(0,L) e f € L' (0,T;L*(0,L)), entao (2.1)

possui uma unica solu¢do fraca.
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Prova: A existéncia de solucao fraca foi estabelecida no Teorema 2.2.2. Considere y e g
duas solugoes fracas para o problema (2.1). Sendo assim Y = y — ¢ é solugdo fraca para

o seguinte problema

Yie— Yoo + g% Y, =0 em |0, L[x]0,T]
Y(0,t) =Y (L,t) =0 em 10,7
Y(z,0) =Y (z,0) =0 em 10, L]

Assim do Teorema 2.2.4 temos

HYt('at)HQL?(O,L) + ||Y('at)||§{§(07L) <0

Portanto Y = 0 quase sempre em |0, L[x]0,T[, ou seja, y = § quase sempre em

10, L[x]0, TT. n

2.2.1 Regularidade Escondida

Nesta secao estabeleceremos o comportamento da solugao fraca na fronteira do dominio,

mais precisamente, iremos estabelecer a regularidade escondida que sera dada na Proposicao

2.2.10.

Lema 2.2.8. Se y = y(z,t) € uma solugao forte de (2.1) entao a seguinte identidade é

verdadeira

1 T L
5 [ e gew 0t @ = [ awadarsgn [0 W do -
0

— //g*yxyxdxdt—/ q (yeg * yo)ly do +
T L
+ / / qutg’ * Y, dadt + g(0) / / quzyr dxdt +
0 0 0 0
1 T L T L
+ —/ / |g*yx|2dxdt—/ / Falye — g % o) dedt
2L 0 0 0 0

onde q : [0, L] — R, g(z) = £,
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Prova: Multiplicando (2.1) por ¢(y, — g * y,) e integrando em |0, L[x]0, T temos

/ / Yuq(Ye — g * Yp) dudt —/ / Yoz — 9 * Yzz)q(Yz — g * o) dadt =

I Iz

=/ / fa(yz — g+ yu) dadt.

0 0
L T L T

I = / / Y1 QY dtdx — / / Y qg * Yo dtda. (2.92)
0 0 0 0

Aplicando integragao por partes na variavel ¢t no primeiro termo do lado direito de Iy

(2.91)

Note que

temos

L T L T T
/ / Yirqyy dzdt = / [(ytqyw)\o - / YeqYat dt} dx
0 0 0 0
= / (yeqya)|§ dx — = // <—|yt )qdwdt
0
L 1
= / (yeqye)|o da — 5/ [ lvel*q)| / \ythxdx] dt
0 0
L 1 T )
/ (Y+qYe |O dr — 5/ (|yt] dt+ / / \yt] ¢ dadt
0 0

v~

=0

T L
/ / Y1t QY dadt = / (Yeqya)lo dx+ / / v ddt. (2.93)
0 0 0

De modo analogo temos

L T L T
/ / Yuqg * Yy dtdx / { Y49 * Yz )|y — / Y:q(9 * Yo )t dt} dx
0 0 0 0

L
/ q ytg*yac |0 d17_/ / yiq g*yx) dtdx
L
= / q (Y19 * Y2)|g dfc—/ / Y:q(g" * vz + 9(0)y,) dtdz

L
q (yeg * ya) o da — / / Y1qg’ * Yy dtde

/ / qYry dtdz
ou seja,

L T L T L T
/ / Yuqg * Yy dtde = / q (19 * Ya)lo dl’—/ / Y1qg' * Y, dtdx
o Jo 0 ;70 Jo (2.94)
+9(0) / / QUi dtdz.
0 0
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Substituindo (2.93) e (2.94) em (2.92) obtemos

L L
11:/ (yeqys)y dx + 2L/ / 7k dmdt—/ q (yeg * ya)|o da+

/ / Yiqqg' * y, dtdr — / / qQUsy. dtdz.

Por outro lado

T L
I = / / Yoz — 9% Yoz )q(Yz — 9 * Yp) dxdt = / / — g% Y| dudt
0 0

e aplicando integracao por partes na variavel z obtemos

1 T L d 1 T oL L
5/ / qd—!yz—g*yIIdedt = 5/ [q(yx—g*yx) IO—/ Qolye — 9 % ya|* d| dt
o Jo T 0 0

- 1/ (42(0,) — g % Yo (0,1))* dt

/ / — g %y, | dadt.

Logo

1 T
I = 5/ (Yo — 9% 2) (0, dt——/ / — g% y|* dudt. (2.95)
0

I
Assim, substituindo I; e Iy em (2.91) e isolando o termo 3 / (Yo — g % 12)(0,1)]? du,
0

temos a identidade desejada. ]
Defina o funcional
2 2
E(t,y) = ||yt('7t)||L2(0,L) + ||?J('at>||Hg(o,L) :

Lema 2.2.9. Sey = y(z,t) é solugao fraca (ou forte) de (2.1) entao existe uma constante

C > 0 que depende de T tal que as sequintes desigualdades

2
lg %92 (, D IL20,0) < C max E(Ly) (2.96)
&
2
1 = 9% y2) (Ol 120,0) < C max E(1,y). (2.97)

s@o verdadeiras para todo t € [0,T.
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Prova: Usando a Desigualdade de Cauchy—Schwarz temos

¢
/g(t—r)ysz /|gt—7|2d7/|yz$7 dr
0

T
< K [ lnon)fan
0

g % yu (2, t)]* =

Integrando sobre [0, L] segue que

L L T T L
/ lg * ym(x,t)|2 dr < K/ / |yx(x,7')]2 drdx = K/ / ly. (z, 7')|2 dxdr.
0 o Jo o Jo

Logo
2 g 2
g * ya (- )220,y < K/O 19 (s T 20,0y d7 < € max E(t,y) (2.98)

o<t<T

onde C = KT e K = fOT lg(t — 7)|? dr. Portanto segue (2.96).

Por outro lado, temos

(e — g% 4) (@, O < Jyal@, )] + 2 |ya (@, )] g % ya (@, 8)] + |g * w2, 1)
< 2y(z ) + 2|9+ yu(x, 1))
<2|ymxt|+2/|gt—s|d5/|yx, 2 ds
< 2yale )P + 2K / ey ) ds.

0

Integrando em [0, L] temos

T
2 2 2
(Y2 — 9% y2) (-, t)HLQ(O,L) dr < 2 H?J:Jc('at)Hm(o,L) + 2K/0 [y (-, S)HLQ(O,L) ds
isto é
2
e = 9% 3, D320y < € guivs E(t.1)

onde a constante C' é escolhida de tal forma que

C>21+KT) e Cmax&(ty) >1, (2.99)

o<t<T

e assim segue (2.97). |

Proposigao 2.2.10. Se y = y(x,t) € solugao forte de (2.1) entdo existe uma constante
C > 0 que depende de T tal que

1920, ) — g * 4. (0, ')”i2(OT OOIEELX E(t,y).
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Prova: Estimaremos cada termo da identidade do Lema 2.2.8.

Note que max |¢(z)| < 1 e usando o Corolario 2.2.6 obtemos

T

L
/ (eqya)|e dx
0

L
/ ¢ )T dz < ()l <2 sup |(ve, )|
0 otT

< 2 ||yt('7t)||L2(0,L) ||yw<'7t)||L2(O,L)
2 2
< e Dl z20,0) + N9 G720, < Ofgtég%g(t,y),
! //| P lpldodt < o D e + s e g
a7 Y Yz X AT Yl Yz
oL J, S o L2(0,L) L2(0,L)

< —

T L T
9(0) / / veqy. dr < g(0) / [(qye, y)| dt
0 0 0

T
< (0) / G )l s )y
0
9(0> T 2 2
< 22 [ IO + 1Oy
g(0)
< == .
< 5 Tolg%f?(t,y)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

Usando a desigualdade (2.96) do Lema 2.2.9 juntamente com o Corolario 2.2.6 segue

/N

T
/ (g * Ya, o) | dt
0

T
fo g * y$<'7t)”L2(O,L) Hy:r('7t>HL2(O,L) dt

1 T 2 2
3 | a0 + I Ol

%C’ max E(t,y),

0<t<T

T L
— / / g * Yp Y dxdt
o Jo

NN

/A

N

<2 sup (%, 9 * Yo
0<t<T

T
(Vs 9% Ya) o

L
/ q (19 % o)l do
0
2y O 20,00 19 % ¥ () 120,12
2 2
Hyt<'>t)”L2(0,L) + Ilg y:v('vt)HLQ(O,L)
C max E(t,y),

0<t<T

INCININ
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e usando a hipdtese (2.2) segue que

T L T
/ / qurg’ * Yy dadt < / [(qye, ¢ * y)| dt
0 0

< S MG o 19 % 6 o )| 200 1y dE
SO ven (2.105)

< 2/ Hyt< ) )HL?(O,L) + Hg *ym('vt)||L2(07L) dt

<

S Comm ey

De (2.97) temos

//fq — g*Yg)drdt <

< /0 \(f, (Yo — g * y2))| dt

— g * ym)dxdt’

T
< / 1Dl g0 10 — 9% 62) 2 Ol ooy
0

< HfHLl(O,T;L2(0 L)) C max E(t,y).

0<t<T
Da escolha de C' em (2.99) conclui-se que
/ / fa(ye — g * yp)dxdt < C Znax, Et,y). (2.106)
Portanto de (2.100) - (2.106) temos que é valida a desigualdade (2.2.10). |

Teorema 2.2.11 (Regularidade Escondida). Se y = y(z,t) é uma solu¢ao fraca (2.1)

entao

2

t
Y2(0,1) — /0 g(t = s)y=(0,5)ds| dt <C (5(079) + ||f||2Ll(0,T;L2(0,L))> - (2.108)

r

Prova: Seja S o conjunto das solugoes fortes de (2.1) e seja W o conjunto das solugoes

fracas de (2.1) munido com a norma ||| - ||| dada por

2
lyll” = sup E(t,y)
0<t<T
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Temos que S C W e S & denso em W. De fato, dados yo € HJ(0,L), y; € L*(0,L) e
f€LM0,T;L%(0, L)), sejayy € Hy(0, L)NH?(0, L), yi € Hy(0,L)e f™ € L' (0,T; Hy(0, L))
de modo que

Yo =Y, Y —wyoe fr—f (2.109)

Para cada n € N, seja y" = y"(z,t) a solugdo do problema (2.1) correspondente aos
dados iniciais yj, y7 e [, e seja y = y(z,t) a solucdo do sistema (2.1) correspondente aos

dados iniciais yg, y1 € f, ou seja temos que y" € Sey € W.

Deste modo y™ — y ¢ uma solucao fraca do problema

W == W =Y + 9% (Y = Y = [* = f em 0, L[x]0, T
(" —y)(0,t) =0=(y" — y)(L,t) em [0, 7
(y" = y)(@,0) =y (x) — yo() em  ]0,L]
(V" = 9u(x,0) = yi(x) — n () em  ]0,L]

Aplicando o Corolério 2.2.6 segue que

n 2 n 2
1w = ) GO 20,0y + 1" =) GO 0.1
n 2 n 2 n 2
<C <||Z/1 - y1||L2(0,L) + [lyg — yOHHé(o,L) +[[f" = f||L1(o,T;L2(o,L))> )

ou seja,

n 2 n 2 n 2 n 2
™ =il < € (g7 = a0, + 168 = w0ll3g00.00 + 17" = Fsoirizzony)

e tomando n — oo segue que |||y — y||| — 0.

Defina
v:S — L*0,7T)
y — = (¥ —9*y:)0,)
e observe que vy é continua com respeito a norma ||| - ||| pois, da Proposi¢do 2.2.10 temos

2 2
17ll720,7y < C sup E(t,y) = CllyllI”
0<I<T

Como 7 ¢ linear e continua, pelo Teorema de Hahn-Banach, v admite uma extensao

continua, 4 : W — L?(0,T), assim para todo y € W, existe (y"), .y € S tal que lim " =
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Yy, logo

2

~ 12 SO n
1yllz200) = ‘vgggoy’

L2(0,T)
) n| 2
= Tm 7" 201y

= lim ||y2(0,-) — g *y2 (0, ')||2L?(0,T) :

Usando a Proposicao 2.2.10 e o Corolario 2.2.6 temos que

n n 2 n n n||2
10, ) — g * 3 (0, ')HL?(O,T) < C max E(t,y") < C|E0,y") + || f HLl(O,T;LQ(O,L))]

o<t

assim de 2.109 temos

A2 . n ni2
5ol < C lim (0,47) + 1 02000 )

< C (5(0, y)+If Hil(o,T;Lz(o,L)))

o que completa a demonstracao do teorema. |

2.3 Solucao Ultra Fraca para Equacao Viscoelastica

Considere o seguinte problema de valor inicial e de contorno nao-homogéneo

Ztt_zxx+g*zxz =0 em ]OvL[X]OvT[
2(0,t) = v(t), 2(L,t) =0 em 10,7 (2.110)
2(x,0) = zo(x), z(x,0) = 21(z) em 10, L[.

Nesta segdo estamos interessados em obter solugao de (2.110). Iniciaremos com a
defini¢do do que se entende por solucao de (2.110) e estabeleceremos a existéncia e unici-

dade bem como sua regularidade.

Multiplicando (2.110); por 6 = 60(x,t), e integrando por partes formalmente sobre
10, L[x]0, T'[ temos

/0 zi(x, T)0(x, T) — 21 (x)0(x,0) —z(x,T)Ht(a:,T)+zo(x)9t(x,0)+/0 2(z,t)0u(x,t) dt dx

- /T zm(L,t)Q(L,t)—zx(O,t)Q(O,t)—z(L,t)@m(L,t)+z(0,t)¢9$(0,t)+/L 2(x, )0, (2, t) dadt
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+/0 /0 g(t — 8) [z(L, $)0(L,t) — 2,(0,8)0(0,t) — z(L,t)0,(L,t)] dsdt

+/OT /Otg(t— s) {z(O,t)ex(O,t) +/OL 22, 8) 0 (2, 1) da;} dsdi — 0

ou seja,
/ / [0 — 0, dtdx +/ / / (t — s)z(x, )0z (x, t) dsdtdx =
L L L
/ dx+/ 6(z,0) d:v—l—/ 2(x, T)0:(x,T) do— / o(2)0:(x,0) dz+
0 0 0 0
T T T T
+/ 2o (L t) dt— / 2,(0,)0(0, 1) dt — / 2(L,1)0,(L, 1) dt+/ 2(0,4)0,(0,¢) dt—
0 0 0

/ / (t — 8)z:(L,s)0 Ltdsdt+/ / $)2:(0,8)0(0,t) dsdt+
+/0 /o g(t —s)z(L, s)0,(L,t)dsdt —/O /0 g(t — 5)2(0, )0,(0, 1) dsdt.

Como nao temos informagdes sobre z(x,T'), z:(x,T) e z,(z,t), escolhamos §(z,T) = 0,
Oi(z, T) = 0 e 0(0,t) = 6(L,t) = 0 para t €]0,T], e usando as condi¢oes iniciais e de

contorno sobre z, e da inversdo da ordem de integracao, fOT f[f dsdt = fOT fST dtds, temos

L T L T T
/ / 2 [0y — O,p) dtdx + / / / g(t — s)z(x, )0,z (x, t) dtdsdx =
o Jo o Jo Js

—i—/Lzl( )o(a, O)dw—/L o(2)0,(z, 0) do

+/0 Otdt—/ / (t — s)v(s)0,(0,1) dtds.

Renomeando as variaveis, ¢ por s e vice versa (na convolu¢do) obtemos

/OL /OTz(x, t) |:9tt(517, t) = Opa(,t) + /tT g(s — )b, (x, ) ds] dide —

L L T T
+/ 21 (x)6(z,0) dm—/ 20(x)0;(z,0) dz—l—/ v(t) (Qx(O,t) —/ g(s —1)0,(0, s) ds) dt
0 0 0 t
sendo assim podemos colocar a seguinte igualdade
<z(a:,t),6tt(a:,t) () + / o(s — )0, (z, 5)d >

. (2.111)
= (z1(x),0(x,0)) — (20(x), 0t(x,0)) + < / g(s —1)0,(0,s) ds >
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onde (-, -) denota diferentes pares de dualidade.

Counsidere

bra(,1) — Ora (1) + / 95 — Dsu(z,5) ds = f(z,1)

juntamente com as condi¢oes iniciais e de contorno sobre 6
6(0,t) =0(L,t) =0

O(z,T) = 0(z,T) =0.

Do Teorema 2.2.2 e do Corolario 2.2.7, segue que se f € L*(0,T; L*(0, L)) o seguinte

problema admite uma tinica solucao fraca
T A
Op(x,t) — Op(,t) +/ g(s — t)0(x,8)ds = f(x,t) em 0, L[x]0,T]|
t

0(0,¢) =0(L,t) =0 em 10,7 (2.112)
0(x,T) =0, 6z, T)=0 em 10, L.

De fato, se f € LY0,T, L*(0, L)), considerando a mudanga de variaveis T — ¢ no lugar
de t, obteremos

T
Ou(x, T —t) — Oy, T — t) +/ g(s =T+ )0y (2, T — T+ s)ds = f(z,T —t).

T—t

Fazendo 0 =T — s entao ds = —do, e para s =T —t temos 0o =T — T +t = t, para

s =T temos 0 = 0, e além disto s —T' = —o, no termo integral temos

Ou(x, T —t) — Oy, T —t) — /Og(t — )y, T — o) du = f(x,T —t).

Tomando n(z,t) = 0(x, T — t) segue que:
n(x,t) = —0,(x, T — 1),

77tt(557 t) = ett(xy T — t)7
nxx(x>t) = exct(ma T — t)a

f($at) :f($,T—t),
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e assim obteremos o seguinte problema equivalente

Nee(2,1) — Neo (2, 1) +/0 g(t — )N (x,8)ds = f(x,t) em 0, L[x]0, T

n(x,0) = 6(x,T) = 0 em  [0,L (2.113)
n(x,0) = —=0,(z,T) =0 em 10, L]
n(0,t) =n(L,t) =0 em 10,7

uma vez que 6(0,7 —t) =0(L,T —t) = 0.

O problema (2.113) admite uma unica solugao fraca, logo o mesmo ocorre para o

problema (2.112). Defina o produto g ® h(t) = ftTg(s —t)h(s)ds, onde h € L'(0,T).

Do Teorema 2.2.3, Corolario 2.2.5 e Teorema 2.2.11 segue que a solugao ¢ do problema

(2.112) satisfaz

0 € C°([0,T], Hy(0,L)) nC* ([0, T], L*(0, L)), (2.114)

(0, —g®0,)(0,:) € L*0,7), (2.115)

10| ro 0,722 (0,1)) T ||0||L°O(0,T;Hé(0,L)) S COlfllporz20.n) » (2.116)
162(0,-) — g @ 0,(0, ')HLZ(O,T) <C ”f“Ll(o,T;L?(o,L)) : (2.117)

Como consequéncia de (2.114) temos que 6, € L*(0,L) e 6y € H}(0, L). Disto e de

(2.115) devemos tomar
2 € L*(0, L), 2w €HY0,L) e wvelL*0,7T) (2.118)
para que faca sentido o lado esquerdo da equagao (2.111).

Motivado pela expressao (2.111) e por (2.118), concluimos que para cada conjunto
{20,21,v} € L*(0,L) x H1(0,L) x L*(0,T), estd bem definido o funcional S sobre
L' (0,T, L*(0, L)) dado por:

(S, ) = = (20,6:(0)) + (21,0(0)) + (v(t), 6.(0, 1) — g ® 6:(0, 1)) (2.119)

para toda solucao 0 de (2.112), onde denotamos por 6(0) e 6;(0) as funcoes 0(-,0) e 6,(-,0

respectivamente.
Das estimativas (2.114)- (2.117), obtemos de (2.119)

[0S, )1 = W00l 20,2 10O 2o, + 120l 10,2y 16O 13 0,1y +
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+ [0l 20,7y 102(0,8) — g ® 0:(0, )| 20,7

<C (HZO”L?(O,L) + ||21||H*1(0,L) + ||U||L2(0,T)> ||fHL1(0,T;L2(O,L)) :

Portanto, o funcional linear S : L' (0,T; L*(0,L)) — R, definido por (2.119) é con-
tinuo, ou seja, S pertence a L> (0, T; L*(0, L)), que é o dual topologico de L* (0, T; L*(0, L)).
Além disto,

151l oo 0,7522(0,Ly) < € (HZOHL?(O,L) + 21l -1 0,y + ||U||L2(0,T)> : (2.120)

Definigao 2.3.1 (Solugdo ultra fraca). Dado {zg,z1,v} € L*(0, L) x H=1(0, L) x L*(0,T),
definimos solugao ultra fraca do problema (2.110), wma fungao z € L™ (0,T, L*(0, L)) que

satisfaz a condicao

T L T
|t vt == 0.0 + (2000 + [ o(0) (0,000~ g 0.00,0)
0o Jo 0
para toda f € L' (0,T; L*(0,L)), onde 6 €é a solugio do problema adjunto (2.112).

Teorema 2.3.2 (Existéncia e Unicidade). Eziste uma unica solugdo ultra fraca z = z(x,t)

para o problema nao homogéneo (2.110). E além disto, z satisfaz

HZHLOO(O,T;LQ(O,L)) <C (HZOHL2(0,L) + ”ZluH*l(O,L) + HU”L?(O,T)) )

onde C € uma constante que depende somente de T > 0.

Prova: De (2.119) e (2.120) segue pelo Teorema Representacao de Riesz que existe
z € L>(0,T; L*(0, L)) tal que

(2, 1) = (5, f) = = (20,0:(0)) + (21,60(0)) +/0 v(t) (02(0,1) — g ® 0,(0,-)) dt.

Agora se z e Z sao solucoes ultra fraca de (2.110) entao
T L
/ / (z—2) fdadt =0
o Jo
para todo f € L' (0,T; L*(0,L)).
Portanto, do Lema de Du Bois Raymond segue que z = Z q.s em [0,L] x [0,7]. W

Agora estabeleceremos a regularidade da solucao ultra fraca, para isto provaremos

inicialmente o seguinte lema.
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Lema 2.3.3. Eziste uma dnica solu¢io fraca z = z(z,t) do problema (2.110) com

20 € H}(0,L), 2y € L*(0,L) ev € H2(0,T). E além disso
2 € C"([0,T]; H5(0, L)) n C* ([0, T}; L*(0, L))

e z também € solucao ultra fraca.

Prova: Seja v € HZ (0,T; H*(0, L)) tal que 9(0,t) = v(t) e 9(L,t) = 0. Da regularidade
de 0 temos que 0y e U, pertencem a L? (0,T; L*(0, L)) e ainda g*,, € L*(0,T; L*(0, L))

o (/Ot ]g(t—s)|2ds> (/Ot D, s)\2d5> < k/OT!@m(:U, §)? ds

onde k = fOT lg(t — s)|*> ds. Integrando sobre [0, L] x [0,T] temos

pois

/Ot g(t — $)0pe (2, 5) ds

T T T
A 2 5 2 b |12
/ g * sz(t)”LZ(o,L) dt < k/ / ||UCCOC(t)||L2(O,L) dtdt < Tk HUWHLQ(Q) < o
0 o Jo

Considere o seguinte problema

Ut — Ugg + G * Ugy = =gy + Vg — g * Vg em |0, L[x]0, T
u(0,t) =0 = u(L,t) em 10,7 (2.121)
u(z,0) = zo(x), w(x,0) = z(x) em 10, L[.

Decorre dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 e do Corolario 2.2.7, que o problema (2.121) admite

uma tunica solucao fraca u tal que
ue C°([0,T1; Hy (0, L)) N C* ([0, T]; L*(0, L))

e satisfaz

d

no sentido de D’'(0,7"), ou seja
d
7 (s + 04, 90) + ((u+0,9)) = ((g% (u+10),4) =0 Vb € Hy(0, L)

no sentido de D'(0, 7).
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Observe que
(u+9)(0,) = u(0,£) + 0(0,) = 0 + 6(0,£) = v(t),
(u+0)(L,t) = u(L,t) + (L, t) = 0+ d(L, 1) = 0,

(u+0)(x,0) = u(z,0) + d(z,0) = 2o(x) + 0 = 2(x),

(u~+0)(z,0) = u(x,0) + 0(2,0) = z1(x) + 0 = 2z ().

Portanto z = u + v ¢ solucao fraca do problema (2.110) e consequentemente

2 € C°([0,T); Hy(0,L)) nC* ([0, T]; L*(0, L)) .

Mostraremos que z = u + 0 também é uma solucdo ultra fraca para (2.110).
Considere f € L' (0,T; L*(0, L)) e seja (f™),cy com f* € L' (0,75 H}(0, L)) tal que

f*—f em L'(0,T;L%*0,L)).

Considere os problemas

oy, —0r, +g=x02, =f" em 0,L[x]0,T]|

07(0,t) = 0*(L,t) =0  em 10,7 (2.122)
0"(x,T) =0, 0}z, T)=0 em 10, L

Qtt—em—i—g*em :f em ]O,L[X]O,T[
0(0,t) =60(L,t) =0 em 10,7 (2.123)
O(x,T)=0, 6O(z,T)=0 em 10, L[.

Como f" € L' (0,T; H(0, L)) segue que (2.122) admite, para cada n € N, uma tnica

solucao forte 6™ tal que

g™ € C° ([0, T]; H*(0, L) N Hy(0, L)) nC* ([0, T]; Hy(0, L)) .

Como f € L'(0,T; L*(0, L)) segue que (2.123) admite uma tnica solugao fraca 6.
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Note que a diferenca 0™ — 0 é solucao fraca de

(0" =0)i — (0" = 0)gw + g+ (" —0) = f" — f
(0" — 6)(0,t) = 0 = (6" — 0)(L, 1) (2.124)
(0" = 0)(2,T) =0= (6" —0)(x,T)

Tomando 7' — t em lugar de ¢, usando o Corolario 2.2.6 com y = 6" — 6 temos

167 (T = 1) = 0. T = B)llz20,0y + 10°C.T = 1) = 0T = D)l 0.1

2 (2.125)
<O T =) = f(,T— t)HLQ(O,L) :

Do Teorema 2.2.11 segue que
1060, ) = 02(0,)) = g ® (60 = 0) (0,720 < C I (o 8), = F (Do) (2:126)
para todo t € [0,7]. Tomando t =T em (2.125) e somando com (2.126)
1667 = 60) (-, Ol 2.0y + 16" = 6) (-, 0)la 0.0y +
+11(67 = 6.) (0.) = 9 ® (67 — 62) (0, ) |70,

T
<cC / 17 8) = £ )l pmo, dt

De f* — fem L' (0,7;L?*(0,L)) obtemos

0"(-,0) — 0(-,0) em Hy(0,L), (2.127)
07(-,0) — 6,(-,0) em L*0,L), (2.128)
0" —g®0™)(0,) = (0, —g®0,)(0,) em L*0,T). (2.129)

Note que z é solugdo fraca de (2.110) com dados iniciais zy € Hj (0, L), 21 € L*(0, L)

ev € HZ0,T), entao z possui regularidade da solugao fraca, isto &,

2 € C°([0,T); Hy(0,L)) nC* ([0, T]; L*(0, L)) .

Logo 2. € C° ([0, T]; H71(0, L)) e portanto 2y — 24 + g * 240 € C°([0,T); H1(0,L)) e
assim faz sentido a composicao (zy — 2z + g * 24s, 0™). Fazendo a integragao por partes

e utilizando o mesmo argumento para obter a solucao ultra fraca, temos
T L T
| et == o0 + 07,0 = [ o) 0" - g 07 (0.0)d
0o Jo 0
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tomando n — oo e observando as convergéncia obtidas em (2.127) - (2.129), concluimos

que z & solugao ultra fraca para (2.110). |
Proposicao 2.3.4. Se z = z(x,t) € solucao ultra fraca de (2.110) com dados iniciais

20 € L?(0,L), 2y € HY(0,L) ev € L*0,T) entiao z € C°([0,T]; L*(0, L)) .

Prova: Dados 2y € L*(0,L), 21 € H'(0,L) e v € L*(0,T), existem sequéncias (z3)
em Hj(0,L), (27),cy em L?(0, L) e (™), o em HE(0,7T) tais que

neN

20—z em  L*0,L),
2=z em  HY0,L),

v — v em  L*(0,7).

Considere o problema

2y —2m gxzn, =0 em |0, L[x]0,T|
2"(0,t) =0™(t), 2"(L,t)=0 em 10,7 (2.130)
22,0) = (@), A0 = 4@) em 0L

Pelo Lema 2.3.3 temos que para cada n € N existe 2" solugao ultra fraca de (2.130).
Portanto 2" — z também é solucdo ultra fraca de (2.110) com dados iniciais z{} — 2y €

L*(0,L), 2} — 2z, € H'(0,L) e v* — v € L*(0,T). Do Teorema 2.3.2 temos

12" = 2Nz < O (1 = 20llzaony + 128 = 2l + 10" = vllizory
(

e tomando n — oo concluimos que

2" —z em L% (0,T;L2(O,L)) )

Além disto, como z" € C°([0,T7]; L*(0, L)) que é um espago de Banach, temos que
z € C°([0,T);L*(0,L)) .
|

O proximo passo é mostrar que z; € CY ([0, T]; H~1(0, L)). Para tanto consideremos o

espaco
Wo (0,75 120, 1)) = {v; v,v € L (0, T3 L3(0, 1)) e v(0) = o(T) = 0},
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que é um espaco de Banach com respeito a norma
HU”W&’l(O,T;L?(O,L)) = ”UtHLl(O,T;LQ(O,L))'

O espaco dual de W' (0,T; L?(0, L)) sera denotado por W12 (0,7 L?(0, L)).
Lema 2.3.5. Se 2 é uma solugao ultra fraca de (2.110) com dados iniciais zo € L*(0, L),
21 € H ' eve L?0,T) entio z, € W1 (0,T; L*(0,L)).

Prova: Se z é uma solugao ultra fraca, entdo z € L (0,7;L?(0,L)), em particular
z € L*(Q), o que implica que z; € H~1(0,T; L*(0, L)).

Seja f € Wy (0,T;L*0,L)) e considere a sequéncia de funcdes (f")peny €m
H; (0,T; L*(0, L)) tal que

= f em Wy (0,T;L%0,L)).

Fazendo a composicao de z; com f" temos

T
ot = = [ o) @
0
|G, ) < Nzl o r2 0,0 12 022000

= HZHLoo(o,T;m(o,L)) anHWOl’l(O,T;L2(O,L)) :

Tomando n — oo temos

(2, )] < HZHLOC(O,T;L2(O,L)) ||fHW01’1(O,T;L2(O,L)) )
ou seja,
||Zt||W*1v°°(0,T;L2(O,L)) < ||Z||L°°(0,T;L2(O,L))'
e assim 2, € W1 (0,T; L*(0,L)). |

Observagao 2.3.6. Seja f € Wy (0,T;L*(0,L)). Do Lema 2.3.5 e da defini¢io de

solugao ultra fraca temos

(oo f) = — / / sfidzdt = (20,0,(0)) — (21, 6(0))

T (2.131)
+/ 0 (6, — g #0,) (0,8) dt
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onde 0 € solucao do problema adjunto

O (x,t) — Op(, 1) + /t g(s = t)0up(x,8)ds = fi(z,t) em ]0,L[x]0,T]|
0(0,t) =0(L,t) =0 em 10,7 (2.132)
0(x,T) = 61(x,T) = 0 em  ]0,L].

A seguir, mostraremos que a solu¢do do problema adjunto (2.132) satisfaz os dois

préoximos lemas:

Lema 2.3.7. A solugcio 0 = 0(x,t) de (2.132) satisfaz a inequagio

||9t('70)||L2(0,L) + ||0('7O)||H01(0,L) <C ||f||L1(o,T;H&(o,L))
para toda f € Wyt (0,T; H(0,L)).
Prova: Tomando 7' — t no lugar de ¢ em (2.132), e considerando n(z,t) = 0(x, T —t) e

A~

f(z,t) = f(x,T —t) teremos que problema (2.132) ¢ equivalente ao problema

S +/0 gt — Sl 8) ds = fi(a,t) em 0, L[x]0, T
n(0,t) = n(L,t) =0 em  ]0,T] (2.133)
n(x,0) = n(xz,0) =0 em 10, L[.

Como f € Wy (0,T; HL(0,L)) entdao f, € L'(0,T; H}(0,L)) e o problema (2.133)

admite uma tunica solugao forte n = n(x,t), que também é uma solucao fraca.

Assim do Corolério 2.2.5 temos que para todo ¢t € [0,T] e o fato de L' (0, T; Hj (0, L)) —
L' (0,7; L*(0,L)) temos

||77t('vt)||L2(0,L) + ||77('7t)||H5(07L) < CHfHLl(O,T;Hg(o,L))' (2.134)
e
”fHLl(o,T;Hg(o,L)) = ||f||L1(o,T;H&(07L))~ (2.135)
Note que
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Tomando em particular ¢ = 7" em (2.136) temos

H77t('aT)HL2(0,L) + H77('7T)HH3(0,L) < CHf”Ll(o,T;Hé(QL))- (2.137)

Portanto, de n(z,t) = 6(z,T — t) concluimos

16 (-, O)”LZ(O,L) +16(, O)HH&(O,L) <C HfHLl(o,T;Hg(o,L)) :

Lema 2.3.8. A solugio 0 = 0(x,t) de (2.132) satisfaz a inequagao

||0$<Oa')_g®0( )||L2(0T) C||f||L1(0TH1(0L))

para toda f € Wyt (0,T; HX(0,L)).

Prova: Aplicando o Lema 2.2.8 para a solugao forte n = n(x,t) de (2.133) temos

1 /T L
5/ |n2(0, 1) —g*nz(O,t)]2 dt = / (e \0 da:+ / / |'r]t| + \nx drdt—
0

- j/ j/ g*7hnxdmﬁ-—j/ (g * ma)ly dw+
+ / / qneg’ * n dxdt + g(0 / / qneny drdt+
+ / / lg * ne|? dodt — / / frqne dzdt+
+ / / fiqg * 0y dzdt,

(2.138)
—L
onde ¢(z) = i 7 Vamos estimar cada um dos termos da identidade anterior.
Em vista de (2.133)3 temos que
L . L
/QWMbwz/wammﬂwzwhﬂmwﬂ)
0 0
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e de (2.137) temos
t T
| a@ali de < 1) ana 1)
0
(2.139)

< Ol T)HL? (0,L) ||77£B("T)||L2(O,L)
<

CHfHLI(OTHl OL))

61



Como 7 é também uma solu¢ao fraca de (2.133) segue de (2.136)

1 T L
_L/ / |nt|2 + |77$|2 dl’dt < C||f||L1<O,T;H(%(O,L)) (2140)
0 0

Usando (2.136) temos

2
dt

2
lg *7el ) a0y = / / (t = 5)nu(z, ) ds

< /< g(t —s) ds) (/Otynx(-,s)ﬁds) dt
< C/ /|nx ,8)|? ds dt

< /||nx<-,s>||%2m,mdt

0
= CHfHLl(O,T;H(}(O,L))' (2.141)

De (2.136) e (2.141) temos

1/T 1 T
L e at < X / 1% 12 )l 0.2 122 )L g
L, L/, L2(0,L) L2(0,L)

2
< ZC‘T HfHLl(o,T;Hé(O,L)) '

(2.142)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com o Lema 2.3.7 e (2.141)

temos
(e T) a9 xme (TN < e Dl 2o,y 199 % 02 T 20,1y
< clfm( T lg * 72 (-, T) |
S L2(0,L) £2(0,L) (2.143)
S ¢ Het('vo)HLQ(O,L) HfHLl(o,T;Hg(o,L))
2
< C ”fHLl(O,T;Hé(O,L)) :
Por outro lado, de (2.141) com ¢’ no lugar de g e (2.141) obtemos
T T
(meag’n) dt < e [ I I = 0]
/0 t o | IEOD 2.0 (2.144)

2
< Ol ormo.n) -

T T
4(0) / (noane) dt < cg(0) / 1 a1 )y
0 0
2
< C HfHLl(o,T;Hg(o,L)) :
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Aplicando a integragao por partes na variavel t e observando que fe Wol’l (0, T; H}(0, L))

temos

T LA T LA T R
- / / Jans dudt = / / Faan dudt < C / 172 )l lmst (- )| 20,0 .
0 0 0 0 0

Do Corolario 2.1.4 e de (2.135) segue que

T L T
- [ [ danedsat < [0l g @
g CHfHLl(OTHl(O L)) (2145)

Finalmente vamos estimar o tltimo termo de (2.138). Para isto, integrando por partes

em [0, 7] temos

//ftqg*nxdﬂfdt = //fqg*nx )¢ dtdz

= / / fa(g * e + g(0)n.) dtda (2.146)

= //fqg * 0, dzdt — g( //fqnxdtda:

De (2.141), com ¢’ no lugar de g, obtemos

T
- [ (Fagen) de < / 17Ol g’ # )20
0

< [ IGO0 oo 2.147)
< OHfHLl(OTHl UL))
e de (2.145)
T 6 T
T
< Hf”Ll(O,T;H(}(O,L)) /0 ”f('vt)HL?(QL) dt (2'148)

2
< ¢ Hf”Ll(o,T;HOl(o,L)) :
Substituindo (2.147) e (2.148) em (2.146) segue que
T L ,
/ / fag x e dedt < CFIL (023 0.0)) - (2.149)
o Jo
Substituindo (2.139) - (2.149) em (2.138) segue que
T
/ |77w(07t) —g* nx(ovt)|2 dt < C Hf”il(O,T;Hé(O,L)) .
0
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Agora tomando T' — ¢ em lugar de ¢ na desigualdade anterior temos
1 [T
2,

Efetuando a mudanca de variaveis 7 = T" — s no termo convolucao segue que

1 T
)

e como n(z,t) = 0(z, T —t) entdo
T
J

O que conclui a prova do lema. |

2

T—t
n.(0,T —t) — /0 g(T —t —s)n(0,s)ds| dt <c ||f||il(07T;Hé(0’L)) :

2

T
779:(0>T - t) - / 9(7 - t)%(QT - 7) dr| di<c ||f||il(o,T;H3(o,L))
t

2

2
dt < ||f||L1(o,T;H5(0,L)) :

0.(0,t) — /Tg(T —1)0,(0,t)dr

Proposicao 2.3.9. Se z = z(x,t) € solucao ultra fraca de (2.110) com dados iniciais

20 € L*(0,L), 21 € HY(0,L) ev € L*(0,T) entdo

%z €C°(0,T;H'(0,L)) .

Prova: Seja f € W' (0,T; H(0,L)). De (2.131) e dos Lemas 2.3.7 e 2.3.8 obtemos

{2, [)l < C (“ZOHLQ(O,L) + 2zl 0,0y + ||U||L2(0,T)> ||f||L1(0,T;H3(07L)) : (2.150)

Note que W' (0, T; HA(0, L)) é denso em L' (0,T; H}(0, L)) (veja [12]), sendo assim
a desigualdade (2.150) é vélida para f € L' (0,7; H}(0, L)). Portanto

z € L (0,T; H'(0,L))

e além disso

2]l Lo 0,711 (0,0y) < € (HZOHL2(O,L) + 21l -1 0,y + HUHL2(0,T)> : (2.151)

Agora consideremos uma sequéncia (z"), . de solugoes fracas para o problema,

ZZ_Z;LI—Fg*Z;}x:O
2(0,8) = o (t), 2M(L,t) = (2.152)

2"(2,0) = zg(x),  2(x,0) = 2{(2)
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que aproxima z, isto €, (28}),cy €m Hj(0,L), (21),cy em L*(0,L) e (v"), o em H(0,T)

de modo que

20— 2 em L*(0,L),
2 — 2z em H (0, L),

v — v em L*0,7T).

Do Lema 2.3.3 temos que z" — z também é uma solugao ultra fraca para (2.152), e por

(2.151) obtemos

|28 — ZtHLOO(O,T;H*l(O,L)) <C (HZS - ZOHL?(O,L) + |21 — Zl”H*HO,L) + [lv" = UHL?(O,T)) :

Assim tomando n — oo segue que

2 — 2z em L™ (O,T;H’I(O,L)) .

Como z" é solucao fraca, do Lema 2.3.3 temos
2 € C°([0,T]; L*(0, L)) — C° ([0, T); H~'(0, L))
o que implica z; € C° ([0, T]; H'(0, L)). |
Das Proposicoes 2.3.4 e 2.3.9 temos o seguinte resultado

Teorema 2.3.10 (Regularidade da Solugao Ultra Fraca). A solu¢ao ultra fraca z de
(2.110) tem regularidade

2 € C°(0,T]; L*(0, L)) nC* ([0,T); H'(0, L))
e satisfaz a estimativa

12l oo 0.7:22(0,0)) + 12l Lo o mr-10,0)) < C (HZOHL?(O,L) + 21l -1 0,y + ||U||L2(0,T)> :
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Capitulo 3

Controle e Formula de Reconstrucao

Neste capitulo obteremos a controlabilidade exata de fronteira para o problema (2.1), e
a partir dos resultados de controlabilidade obteremos a férmula de reconstrucao da forga

externa.

Um sistema é dito exatamente controlavel na fronteira quando para um dado 7" > 0,
existe um funcao «, chamada controle, de modo que atuando na fronteira do sistema, faz
com que a solugdo u = u(z,t) satisfaga a condi¢ao de u(z,T) = w(x,T) = 0, 0 que é

equivalente dizer que o sistema fica em repouso no instante final 7.

Iniciaremos este capitulo demonstrando um resultado que sera usado para estabelecer a
controlabilidade exata de fronteira da equacao viscoelastica, e depois utilizando o Método

da Unicidade de Hilbert (HUM) para obter a controlabilidade.

3.1 Desigualdade Inversa

O Teorema 2.2.11 da Secdo 2.2 afirma que se y = y(z,t) é uma solucdo fraca de (2.1)

entao é verdadeira a seguinte desigualdade

r

que é chamada de Desigualdade Direta.

2

t
2 2 2
Y (0,1) — /0 g(t — 5)y.(0,5)ds| dt <C <||y1HL2(0,L) + ||3/0HH3(0,L) + HfHLl(O,T;LQ(O,L))) :
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O que faremos nesta secao é mostrar a validade da Desigualdade Inversa para um caso

particular conforme é enunciado no préximo teorema.

Teorema 3.1.1. Para todo T > 2L e para toda solucio fraca y = y(z,t) de (2.1) com
f identicamente nula, e se g satisfaz as hipdteses (2.2) - (2.4) com g(0) < &, onde ¢ ¢

suficientemente pequeno, entao temos a sequinte desigualdade

2

Y.(0,t) — /Otg(t — $)y.(0,s)ds| dt.

T
2 2
Il + Dol <€ [
Prova: Do Teorema 2.2.3 temos que o problema (2.1) admite uma unica solucdo fraca
Y= y(l’,t), tal que
y e C(0,T;Hy(0,L)) nC* (0,T;L*(0,L))

para {yo,y1} € Hg(0, L) x L*(0, L). Logo, da Observagio 1.2.34, existe uma tinica solugao
¢ da equacao de Volterra

w@ﬁzﬂ%ﬂjAM%wM%@% (3.1)

onde ¢ ¢é dada por
t
ait) = (at) — [ ht = s)p(o.s)ds. (3.2
0

e g, h estao relacionadas conforme (1.2).

De (3.2) temos

yMﬁ=%@ﬂ—A”WﬂW@@®+MW@®

yr(z,t) = py(x,t) — /0 R"(t — s)p(z,s)ds + W (0)p(z, t) + h(0)p:(x, ).
De (3.1) temos

Oor(T,t) = Ypolz,t) — | gt — 8)yua(z, 5) ds

[e=]

=

90(33’0) = y($70):y0

e de (1.2) segue que
i(,0) = y1() + 9(0)yo ().
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Tomemos entao o seguinte problema

ou(x,t) — pep(z,t) = f(x, 1) em 0, L[x]0,T]
0(0,t) =y(0,t) =0, (L, t) =y(L,t)=0 em 10,7 (3.3)
¢<I7 0) = ¢O(I)7 @t(xv 0) - 901(‘73) €1 ]07 L[

onde go(2) = yo(2), p1() = y1(x) + g'(0)yo(2) e

flz,t) = /0 h"(t — s)p(z,s)ds — W' (0)p(x,t) — h(0)p(z,t). (3.4)

A solugao ¢ do problema (3.3) pode ser reescrita como ¢ = @ + ¢, onde ¢ e ( sdo

solucoes tinicas dos problemas

Qe (2, ) — Qup(z,t) =0 em |0, L[x]0,T]|
$(0,t) = @(L,t) =0 em 10,77 (3.5)
¢(x,0) =wo(x), &ul2,0) =y1(2) + 9(0)yo(z) em 10, L]

Cit(x,t) — Gua(x, t) = f(x,t) em |0, L[x]0, T
CO.H=CLty=0  em  ]0.7] (3.6)
¢(x,0) = ¢(x,0) =0 em 10, L[.
e ¢ = 9+(. Conforme as Desigualdades Direta e Inversa para equagao de ondas, provadas

na pag. 128 em [17], para T > 2L existem constante positivas Cy, Cy e Cy tais que

Co (126 0) g0 + 120, Ol 0.2y ) < 120, Ml z2om

o i (3.7)
<G (1186, Ol 0.1y + 186, 0l 201
e
16200, M 20y < Colf lpr 020,09 - (3.8)
Por outro lado, de (3.4) temos
Hf('at)HLQ(O,L) < [R(0)] H(pt('>t)HL2(O,L) + [P'(0)] HSO('at)Hm(o,L)
o (3.9)
+ [0 = 9ot )i .
De (1.2) temos
h(0) = —9(0) (3.10)



1'(0)

g(0)* — ¢g'(0) < &% + Cie. (3.11)

pois da hipotese sobre g, temos que g(0) < .

Mudando a ordem da convolugao e derivando (1.2) duas vezes temos

w0 =50~ [ (Wt — o) do + H(O)g(t) + h(O)g (1),

De (3.10), (3.11) e da hipotese (2.4) de que ¢g” < C3g temos

()] < ’—9”@) —9(t) (9(0)* = 9(0)) — ¢'(t)9(0) — /O g(o)h"(t — o) do

t
< g(t) (Cs+ Cre + 2+ Che) + / (o) [W"(t = )| do.
\ ~ 0
C(e)

Integrando em [0, 7] temos

/OT\h”(t)| it < CO) /OTg(t)dt+/OT/Otg(J)|h”(t—a)| do dt
< ) /Ooog(w dt+/0T/0Tg(a)\h”(t)| dor dt
o [“awars [“owrao [ e a

N
S
+

ou seja,

Logo da hipotese (2.2) e do fato de g(0) < € temos

/0 0" (£)] dt < Cfgj) /0 gt di < C(e). (3.12)

De (3.9) - (3.12) concluimos que
T T T
/0 1) oy @ < 1BO)] / loCs )l ooyt + H(0)] / 1o Dl 2o dt
T t
n / / 1t = ) (1)l oo st

T T
- / loel Dl + (Ca+2) / [ Dllpao.r,
0 0

T
+50(g)/0 o5 Dl 20,1 dt

N
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ou seja,

T T
|10y bt <e) [ (It Ollnny + ot Dlliza) .

Usando a inequacao de energia do Corolario 2.2.5 temos

T
/0 1FC O 20,y dE < eCle)T (||4P1||L2(0,L) + ||900||H(}(07L)>

ou equivalentemente

T
| IOl dt < cCET (Il + 9Ol + Is0llgon) - (313)

Assim de (3.8) e (3.13) segue que

1€ (0, ')HL?(O,T) <eC (Hyl + g(o)yOHLZ(o,L) + H?JO||H3(0,L)> : (3.14)

Temos que ¢(x,t) = @(x,t) + ((x, 1), assim

[l02(0, ')HL?(O,T) > [|82(0, ')||L2(0,T) — [1¢(0, ')HL?(O,T) :

Usando (3.7) e (3.14) na ultima desigualdade temos
20, Mz = Co (Iollmyoy + lln + 900l a0,
~C (llya + 9ol 0.1, + I1v0ll g0,
isto é

[02(0, ')HL2(O,T) > (6’0 —0) ((1 — pE) HyOHHé(O,L) + ||y1”L2(O,L)> :

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que 1 —c,e > 0 e Co—eC >0

temos

200, Mgz = € (Il + Il 2oy ) -
Portanto de (3.1) segue que

192(0,) = 9% 4 (0, )l 20,y = € <||yO||H5(o,L) + ||y1||L2(07L)> ,

e elevando ao quadrado em ambos o lados e usando o fato de que (a + b)? > a® + b* para

a,b > 0 concluimos a demonstracao do teorema. |
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3.2 Controlabilidade Exata de Fronteira

O problema de controlabilidade exata na fronteira consiste em dado T' > 0 determinar
um espaco de Hilbert H, de modo que para todo par de condigoes iniciais {ug,u;} € H,
existe um controle a pertencente a um espacgo dito espaco de controle, tal que a condicao
de equilibrio, u(z,T) = us(x,T) = 0 em |0, L[, seja satisfeita para u = u(z,t) solugao do

problema.

Nesta secao estabeleceremos a controlabilidade exata de fronteira para o seguinte pro-

blema homogéneo:

Ugg (2, 1) — Uy (, 1) +/O g(t — $)uge(z,8)ds =0 em 0, L[x]0,T]|
w(0,8) = at),  u(L,t)=0 em 10,7 (3.15)
u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = uy () em 10, L.

o qual é resumido pelo teorema a seguir.

Teorema 3.2.1. Dado um par de condigoes iniciais {ug,u1} € L*(0,L) x H~1(0,L),
eriste « € L*(0,T) tal que a solugio u = u(z,t) de (3.15) satisfaz

w(z,T) =u(z, T) =0 em 10, L]
para T > 2L.

Prova: Utilizamos o Método da Unicidade de Hilbert para estabelecer o resultado. Con-

sidere o seguinte problema, que é também chamado problema reqular

O, t) — Pua(x,t) + /0 g(t — 8)pue(z,8)ds =0 em 0, L[x]0,T]
6(0,0) =0,  &(L,1) =0 em 10,7 (3.16)
P(x,0) = ¢o(x),  ¢u(w,0) = d1(x) em J0, L[

onde {Qb(), le} S D(07 L) X D(O, L)

Do Teorema 2.1.2 temos que o problema (3.16) admite uma tnica solugdo forte

¢ = ¢(x,t), e do Teorema 2.1.7 segue que
¢ € C°([0,T]; H*(0, L) N Hy(0, L)) N C* ([0, T]; Hy (0, L)) -
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Além disso, pelo Teorema 2.2.11 temos que

(be —g* ¢m) (07 ) S L2(O>T)'

Com base na solugio ¢ = ¢(z,t) do problema regular (3.16), formularemos o seguinte

problema adjunto

Uy (x,t) — Ve (2,1) + g ® VYypp(x,t) =0 em [0, L[x]0,T]
%U(Oa t) = (¢z —g* gbx) (Oat)v w(L’ t) =0 em ]OaT[ (317)
Y(x, T) = (x, T) =0 em 10, L[.

Tomando 7" — ¢ em lugar de ¢ no problema (3.17) e fazendo w(z,t) = ¢¥(z, T —t)

obtemos o seguinte problema equivalente a (3.17)
t
W (T, 1) — weg (T, 1) + / g(t — 0)wyz(z,0)do =0 em |0, L[x]0,T
0

w(0,1) = $a(0,1) — /T 9(0 —1)¢.(0,0)do, w(L,t) =0 em 10, T (3.18)
w(x,0) = 0 = wy(x,0) em 0, L]

onde qu(O, t) = ¢,(0,7 —t). Do Teorema 2.3.2, temos que o problema (3.18) admite uma

tnica solucao ultra fraca, e do Teorema 2.3.10 que

¢ e C°([0,T];L*(0,L)) nC* ([0, T]; H'(0, L)) .

A partir da solu¢ao ¢ = ¢(x,t) de (3.17), definimos a aplicacao
A: DO,L)x DO,L) — H0,L)x L*0, L)
{0, 01} = Mo, ¢1} = {—1:(0),4(0)}
onde ¥y(s) = Yy(-,8) e ¥(s) = (-, s) com s € [0,T].

(3.19)

Multiplicando ambos os lados da equagao (3.17); por ¢ = ¢(x,t) solucao de (3.16) e

integrando em |0, L[x]0, T'[, obtemos
/ / Yy dadt —/ / lpmqﬁd:cdt—l—/ / g ® Yy (x, )(x,t) dedt = 0. (3.20)
Temos que

d
i (Vr, @) = (Y, @) + (Y, Dt) -
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Integrando sobre |0, T temos

(W), 6(T)) - (4(0), 6(0) / / Yo dudt + / (60, 6,

e pela condi¢do (3.17)3 temos

/OT /OL Yy do dt = — (14(0), ¢o) — /OT(T/),:, ¢y) dt. (3.21)

Integrando por partes a integral do lado direito de (3.21) segue que

/OT(¢t7¢t) dt = —(¥(0), ¢1) — /OT /OL Youdx dt. (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21) obtemos

/ / Yo drdt = — (1y(0 ),(/50)+(¢(0),¢1)+/0T/0L¢¢ttdxdt. (3.23)

Agora integrando por partes e usando (3.16)s temos

/OT/OL%MM _ —/OT/Omexdxdt
- —/OT [wug—/;w%dx] it

De ¢(L,t) = 0 segue que

/OT /OL wmcbdxdt—/:w(o,t)qﬁx(o,t) dt+/0T /OL Vg drdt. (3.24)

Integrando por partes duas vezes na variavel x, tem-se

/// S—t%xxsqb( t) dsdzdt = // (5 — 1)(0, 5)6,(0, 1) dsdt

g(s — t)(x, $)pue(x, t) dsdxdt.
o Jo Ji

(3.25)

Mudando a ordem de integracao na variavel temporal em (3.25) e substituindo (3.23),

(3.24) e (3.25) em (3.20) segue que

— (¥(0), ¢ 0), $1) / / (Cbtt Pre + / g(t — 8)pua(, 5) ds) Y dadt =

/(@01& / gt — 5)6 (0, s)ds)z/;(o,t)dt
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e usando (3.16); e (3.17), temos

2

— (14(0), 60) + (1(0), &) = / 620, 1) - /Otg<t—s>¢m<o,s>ds dt. (3.26)

Considerando o lado esquerdo da igualdade (3.26) como o produto interno entre

{=11(0),9(0)} e {0, ¢1} segue que

(Moo} {00 61}) = — (u(0). o) + ((0), )
- / 62(0.1) - / g(t — $)6x(0,1)

Definamos em D(0, L) x D(0, L) a seguinte forma quadrética

160,61} = (/

que é uma semi-norma em D(0, L) x D(0, L).

2 (3.27)
dt.

62(0,1) — / ot — )6 (0, 5) ds

9 1/2
dt) (3.28)

Em virtude do Teorema 3.1.1, temos que se |[{¢o,¢1}||r = 0 entao ¢pg = ¢1 = 0,
portanto || - || ¢ uma norma em D(0, L) x D(0, L).

Motivado pela norma || - || r definimos em D(0, L) x D(0, L) o seguinte produto interno

T t ({#0, 61}, {C0, 1} p = t 2
/0 (qﬁz(o,t)— /O 9(t = 8)¢2(0, s) ds) (Cx(O,t)— /0 ot — $)Ca(0, 8) ds) " (3.29)

onde ¢ = ((z,t) é solugdo do problema (3.16) com dados iniciais {(p, (1} pertencentes a

D(0,L) x D(0, L).
Comparando (3.27) e (3.29) temos

<A{¢0,¢1}7 {CO,C1}> = <{¢0,¢1}> {C()vCl})F’

e usando a desigualdade Cauchy-Schwarz segue que

(Ao, @1} {0, G < [{do, D1}l p {0, Gl

Donde concluimos que a forma bilinear, b, definida a partir A

{0001}, {0, 1} | == (A {6061}, {60, 1)) (3.30)
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¢ continua em D(0, L) x D(0, L).

Seja F' o completamento de D(0, L) x D(0, L) com respeito a norma || - || dada em
(3.28). Assim do Teorema 2.2.11 temos que H}(0, L) x L*(0, L) — F, e do Teorema 3.1.1
segue que F — H}(0,L) x L?(0, L). Portanto

F = Hj(0,L) x L*(0, L).

A forma bilinear b possui uma extensao por continuidade ao fecho F', que continuare-

mos denotando com a mesma letra.

Note que b é uma forma bilinear continua em F, e além disto b também é coerciva.

De fato

b ({60, 61}, {60, 61}) = (A{Jo. 1}, {0, 61}) = / (60 — g% 62)(0,0) dt,

pelo Teorema 3.1.1 temos que existe uma constante C' > 0 tal que

b<{¢0; ¢1}7 {¢07 ¢1}) > C”{(b(b¢1}|’H01(0,L)><L2(0,L)~

Logo, pelo Lema de Lax-Milgram, para cada {no, 71} € F’, existe uma tinica {¢g, ¢} €

F' tal que
(Mo, 11,10, 1 }) = {no, m}, {C07C1}>foF

para toda {(p,(1} € F, ou equivalentemente, para todo {n,n:} em F’ existe um tnico
par {¢g, 1} € F, tal que
Mo, 1} = {mo,m}.

Portanto A : ' — F’ ¢ um isomorfismo.
Tomando H = L*(0, L) x H~1(0, L) e {ug,u;} € H, existe um tnico par {¢o, ¢;} € F
tal que
A{¢07¢1} = {—Uhuo}

e decorre de (3.19) que
(0)=ug e Y (0)=uy.
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Substituindo em (3.18) as condigbes iniciais pelas condigoes finais, w(z,T) = ug(x) e

wi(z,T) = up(x), temos o seguinte problema

Wi (T, 1) — weg (T, 1) + /0 g(t — 0)wye(z,0)do =0 em ]0,L[x]0,T]
w(0,t) = 6,(0,1) — /Tg(a — )¢, (2,0)do, w(L,)=0 em  ]0,T] (3.31)

t

w(z,T) =up(x), wiz,T)=u(x) em 10, L.

T
Assim tomando o controle a(t) = ¢,(0,t) — / g(oc —t)¢.(0,0) do para (3.15), com
t
dados iniciais {ug,u1} € H, temos que w = w(x,t) e u = u(x,t) sdo solugdes ultra fracas
do mesmo problema. Além disto, temos que u(z,t) = w(x,T —t) = ¥(x,t) para todo

(x,t) € [0, L] x [0,T], logo por (3.17)3 temos

u(z,T) =w(x,0) =z, T)=0

u(z, T) = —wi(x,0) = Y (z, T) = 0.

O que mostra a controlabilidade exata na fronteira de (3.15). n

Corolario 3.2.2. Se wy € L*(0, L), existe & € L*(0,T) tal que w = w(z,t) é a unica

solucao do problema de controle

Wy — Wy + G ® Wy = 0 em 10, L[x]0,T|
w(0,t) = a(t), w(L,t)=0 em 10, T (3.32)
w(x,T) =w(z,T) =0 em 10, L
w(z,0) =wo(x), e wi(z,0)=0 em 10, L[.

Prova: Considere o isomorfismo A : F© — I’ obtido no Teorema 3.2.1. Assim, dado

{wo, 0} € H, existe um tnico {¢o, $1} € F tal que

A{¢0> ¢1} = {0, wo} = {—wt(O),w(O)} (3-33)

onde ¢ = 1(z,t) é a tnica solugao ultra fraca do problema (3.17).

Portanto para a(t) = (¢, — g * ¢,)(0,t) temos que w = 1) e de (3.33) segue (3.32),.
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3.3 Foérmula de Reconstrucao

Nesta secao obteremos a férmula de reconstrucao da forca externa associada ao problema
(2.1). Inicialmente, observamos que para um par de condicoes iniciais
{ug,0} € L*(0,L) x H~'(0, L) existe um unico controle o € L*(0,T) tal que a solugao

u = u(z,t) de (3.15) satisfaz o Teorema 3.2.1. Sendo assim temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.3.1. Seja Il o operador linear dado por

I: L20,L) — L*0,7T)

Uo [— «
onde ug = up(z) e a = a(t) sao dados pelo Teorema 3.2.1.

O operador IT é limitado em virtude da desiguladade (2.108) do Teorema 2.2.11.

Por outro lado consideremos a equagao de Volterra de segundo tipo

A0)8'(t) + /t N(s=t)0(s) + (s —1)0(s)) ds = n(t)

0(0) = 0.

(3.34)

Para cada n € L*(0,T) o problema (3.34) admite uma tnica solugao 6 € H'(0,T) de

modo que
HQHHl(O,T) <O HTIHL?(O,T)

conforme [10]. Com isto temos a seguinte definigao.

Definicao 3.3.2. Seja ® o operador limitado dado por

o: [0, T) — HY0,T)

i — 0
onde 0 € solugao de (3.34).
Definiremos também o operador K : L?(0,T) — H'(0,T) dado por

t
Kuw(t) = / At — s)w(s) ds. (3.35)
0
e assim temos o seguinte lema.
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Lema 3.3.3. Ezxistem uma constante C' > 0 tal que
c HICU)HHl(O,T) < HwHLQ(O,T) <C HICwHHl(O,T) :

para toda w € L*(0,T).

Prova: Veja Teorema 1 em [10].
Observe que se K* : Img(K) C H'(0,T) — L*(0,T) é o operador adjunto de K, entdo

(K70) () = M0)¢'(t) +/t (€ =0)0'(§) + A& = 1)0(S)) d¢

Portanto pela Defini¢ao 3.3.2, temos verdadeira a seguinte igualdade

(K*®)n=n  onde neL*0,7). (3.36)

Considere o problema
&tt—fbm—i—g*&m =0 em ]O7L[X]0,T[
w(0,t) =0, a(L,t)=0 em 10,7 (3.37)
w(z,0) =0, w(z,0)= f(zr) em 10, L
onde f € L*(0,L). Do Teorema 2.1.2 temos a existéncia e unicidade da solugao forte

@ = u(z,t) de (3.37). Assim, temos o seguinte resultado.

Lema 3.3.4. Se f € L*(0,L) e A € C*0,T] de modo que \(0) # 0 entio a fun¢ao

u(z,t) = Ka(z,t) € solugdo fraca do problema

Ut — Uy + G * Uge = A(E) f(x) em )0, L[x]0,T|
u(0,t) =0, wu(L,t)=0 em 10,7 (3.38)
u(z,0) =0, w(z,00=0 em 10, L[.

Prova: Temos que u(z,t) = Ki(z,t), deste modo

w(z,t) = Kug(z,t) (3.39)
un(z,t) = Kige(z,t) + Mt) f(x) (3.40)
Upe(,1) = Kiige(,1) (3.41)
G Upp(,1) = K(g* i)z, ). (3.42)
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De (3.39)-(3.42) e de (3.37); temos que (3.38); ¢ satisfeita pois

N S
-~

=0

Além disto temos

u(z,0) = Ka(z,0) =0,
ur(z,0) = Kug(z,0) =0,

e de (3.37)2 obtemos

w(0,8) = Ka(0,t) =0,
w(L,t) = Ka(L,t)=0.

Portanto o lema estd demonstrado. [ |

No proximo resultado demonstraremos que a forca externa f é limitada por uma norma

t
conveniente de u,(0,t) — / g(t — s)u(0,s) ds e vice-versa.
0

Teorema 3.3.5. Se A € C'[0,T] ¢ tal que \(0) # 0, e f € L*(0,L), entdao existem

constantes positivas C7 e Cy tais que

2

4 <

ux<o,t)-j€ gt — $)un(0, ) ds

H1(0,T)

uz (0,t) — /0 g(t — s)u,(0,s)ds

2
”f||L2(0,L) < G

H(0,T)

Prova: Do Teorema 2.2.11 e do Teorema 3.1.1 temos que existem constantes Ci>0e

Cy > 0 tal que para a solucéo @ = i(z,t) de (3.37) vale as seguintes desigualdades

@/T%mﬁ—/zﬁ—WMaﬁﬁ it <
L 0 T 0 t 2 (343)
/Lmega/am@— ot — $)in(0,5)ds| dt.
0 0 0
Além disso
uz(x,t) = %/0 As)u(z,t —s)ds = /0 A(8) Uy (2, t — 5)ds = K(ty)(x,t)



(g % ug) (2, 1) = (g% (Kig)) (x,7) = (g% (A ) (x,1) = K(g * ) (2, 1),
isto é,

K (ty — g *ty) (z,t) = (uy — g *ug)(z,1). (3.44)
Do Lema 3.3.3, temos que existe constantes positivas C~’3 e Cy tais que

Cy [ (1 — g * uz) (0, ')HHl(O,T) < (@ — g * ,)(0, ')”LQ(O,T) < Cy [(ue — g us)(0, ')HHl(O,T) :
(3.45)

Combinando (3.45) e (3.43), concluimos a demonstracao do teorema. |

Estabeleceremos agora a férmula de reconstrucao para os coeficientes de Fourier de f

t
a partir de u,(0,t) — / g(t — s)u,(0, s) ds.
0

Lema 3.3.6. Seja u = u(x,t) solugao de (3.37) e w = w(x,t) solu¢do de (3.32), entao

/Oa(t)(am—g*aw)(o,t)dt:/o wo() f () da.

Prova: Multiplicando (3.32) por @ e integrando por partes em ]0, L[x]0, T[ temos

/ / wttudxdt—/ / wxxud:):dt+/ / g@wmudxdt— 0. (3.46)

Integrando por partes [; temos

L T L T
o Jo 0 0
L T
= —/ {(wﬂtﬂOT —/ Wiy dt} dx
0 0
L L T
= / wo(x) f(z) dx + / / wiy dtdz,
0 o Jo

I = /L wo(z) f(x) dx + /L /T Wiy dtdz. (3.47)
0 o Jo

isto é,
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Em I, temos

T L
I, = / {(wz'&)g—/ wxﬂzdx] dt
0 0
T L
. / (wity)|~ — / Wiy dadt
0 0
T T L
_ / a(t)iin (0, ) dt + / / Wiy dadt. (3.48)
0 0 0

Em I3 temos

T L T L
—/ / g ® Wy, drdt = —/ (ﬂxg®w)|§—/ Ugrg ® w dxdt
o Jo 0 0
T T L
= / ax(O,t)g(%a(t)dth/ / g ® Wiy, dzdt.
0 o Jo

Agora mudando a ordem de integragao temos

[3:/0Ta(t) /Otg(t—s)&x(o,s) dsdt+/0T /OLw(x,t) /Otg(t—s)ﬁm(x,s) dsdxdt. (3.49)

Substituindo (3.47) - (3.49) em (3.46) temos

/ dx+/ / Wiy drdt — / +(0,1) dt—/ / Wy, dxdt +

0

+/ (t)/ g(t — s)u, (0, s dsdt—i—/ / (x,t) / (t — $)Uyy(z, s) dsdxdt =0,
0

ou seja,
T L t
/ / w (ﬂtt — Ugy + / g(t — 8)tUyz(z, 5) ds) dxdt +
0o Jo 0

/OL wo(x) f(z) dr — /OT a(t) (ax(o,t) — /Otg(t — §)Tig (0, 5) ds) dt = 0

e usando (3.37); na equacdo anterior concluimos a demonstrac¢io do lema. |

Agora defina, para todo = € (0, L), a sequéncia

nmwx
£.(z) = sen <T> (3.50)
Usando a Definicao 3.3.1, tome «,, da forma
=1(¢&,) € L*0,7T). (3.51)
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Teorema 3.3.7. Seja ©,, = (P (I1(&,))). Entao
fo = ((uz — g xu;) (0, 1), @n)[Hl(o,T)P

€ 0 n-ésimo coeficiente de Fourier de f, onde u € solugdo de (2.1).

Prova: Como u = K@ onde @ ¢ solucao de (3.37), entao de (3.44) e (3.36) temos

(K(ty — g 1) (0,-), ® (H(gn)))[Hl(O,T)P
((az —g%* ax)(oa ')v K@ (H(gn)))[LQ(O,T)P
= ((Ur — g *0)(0,-), H(gn))H(O,T)?
(

(e = g% 1) (0, ), () L2012

((Ux —g* ux)(()? ')7 @n)[Hl(O,T)P =

isto é,

(1t — g % 12)(0, ), O gy oy = /0 (i — g %) (0, an(t) dt.  (3.52)

Tomando w,, = w,(z,t) solu¢des do problema de controle (3.32) com dado inicial &,

no lugar de wy, e aplicando o Lema 3.3.6 em (3.52) temos

((uac —g* um)(oy ')7 @n)Hl(QT)z = /0 fn(lf)f(l’) dx.

O que conclui a demonstracao. |
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos a existéncia, unicidade e regularidade de solucgoes fortes, fracas

e ultra fracas para uma equagao viscoelastica.

Para garantir a existéncia de solucao forte e fraca, consideramos o problema nao homogé-
neo com condicoes de Dirichlet e aplicamos o Método de Galerkin. A solugao fraca, foi
obtida por meio de aproximacoes de solucoes fortes. No estudo de solucao ultra fraca,
utilizamos o método de transposi¢ao para um problema homogéneo com condigao de con-

torno nao homogénea, e dados iniciais menos regulares que nos dois casos precedentes.

Empregando o Método da Unicidade de Hilbert, demonstramos a controlabilidade exata
na fronteira para equacao viscoelastica. Este resultados de controlabilidade, em conjunto
com resultados de M. Yamamoto [10], permitiram obter os coeficientes de Fourier da forca

externa que era o principal objetivo deste trabalho.
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