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Resumo

Neste trabalho obtivemos a controlabilidade exata na fronteira para equação viscoelás-

tica por meio do Método da Unicidade de Hilbert. Para isto estudamos a existência,

unicidade e regularidade de soluções forte, fraca e ultra fraca. A partir dos resultados de

controlabilidade foi estabelecida a fórmula de reconstrução para a força externa do tipo

λ(t)f(x) onde f ∈ L2(0, L) é desconhecida.
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Abstract

In this work we obtained the exact boundary controllability for viscoelastic equation

through the Hilbert Uniqueness' Method. In order this, we studied the existence, unique-

ness and regularity of strong, weak and ultra weak solutions. From the results of control-

lability it was established a reconstruction's formula for the external force of kind λ(t)f(x)

where f ∈ L2(0, L) is unknown.
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Lista de Notações

Ω Subconjunto aberto do Rn

supp (u) Suporte da função u

C0(Ω) Espaço das funções contínuas sobre Ω
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0 (Ω) Espaço das funções in�nitamente diferenciáveis com suporte compacto em Ω

Dα Operador derivada de ordem α, α um multi-índice

D(Ω) Conjunto de funções testes sobre Ω
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Lp(Ω) Espaço das funções u : Ω → R com |u|p integrável à Lebesgue
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‖ · ‖V Norma no espaço V
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L1
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Wm,p(Ω) Espaço das funções u ∈ Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω) para todo |α| 6 m

Hm(Ω) Espaço das funções u ∈ L2(Ω) tais que Dαu ∈ L2(Ω) para todo |α| 6 m

Wm,p
0 (Ω) Fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω)

W−m,p
0 (Ω) Espaço dual topológico de Wm,p

0 (Ω)

H−m(Ω) Espaço dual topológico de Hm
0 (Ω)

((·, ·)) Produto interno em H1
0

〈·, ·〉 Produto interno de dualidade
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⇀ Convergência fraca
∗
⇀ Convergência fraca estrela

→ Convergência forte
c
↪→ Imersão compacta

med(Ω) Medida de Lebesgue do conjunto Ω

u ∗ v Produto de convolução
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Introdução

Um material é dito elástico se ao sofrer uma tensão, ele retoma sua forma e volume ori-

ginais quando a tensão é cessada. Um material é dito viscoso, quando as deformações

sofridas por ele, por meio de uma tensão de cisalhamento, são irreversíveis. Assim as

Equações Viscoelásticas descrevem a propagação de ondas em materiais que apresentam

tanto um comportamento elástico quanto viscoso, ou seja, a tensão em qualquer instante,

depende da deformação sofrida pelo material nos instantes passados. No caso unidimen-

sional, se considerarmos uma barra de comprimento L em repouso no plano-ux, cujas

extremidades estão �xas, constituída por um material viscoelástico, a equação que des-

creve a posição u = u(x, t) de um ponto x da barra, no instante t após uma tensão lhe

ser aplicada, é dado por∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

utt(x, t)− uxx(x, t) + g ∗ uxx(x, t) = F (x, t) em ]0, L[×]0, T [

u(0, t) = u(L, t) = 0 em ]0, T [

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em ]0, L[

(0.1)

onde g ∗ uxx(x, t) =

∫ t

0

g(t − s)uxx(x, s) ds é chamado termo de memória e F é a força

externa.

O trabalho pioneiro em viscoelasticidade linear foi dado por Dafermos [1]. Inúmeros

trabalhos se seguiram nos quais foram consideradas não linearidades locais e não locais.

Dentre eles citamos [2], [3] e [4]. No contexto de problemas de transmissão em um material

formado por duas componentes, sendo uma elástica e outra viscoelástica temos os trabalho

de J. E. M. Rivera e H. P. Oquendo em [5].
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O objetivo deste trabalho é estudar a controlabilidade exata na fronteira para o pro-

blema (0.1) com dados iniciais u0(x) = u1(x) = 0 e força externa F (x, t) = λ(t)f(x),

onde λ ∈ C1[0, T ] com λ(0) 6= 0 e f ∈ L2(0, L) é uma função desconhecida para a qual

deseja-se obter seus coe�cientes de Fourier a partir da solução u = u(x, t) de (0.1). Nisto

consiste obter a Fórmula de reconstrução para f .

Diversos autores estudaram problemas de controlabilidade exata na fronteira para

equação de ondas, dentre eles destacamos Jacques Louis Lions em [6] e Vilmos Komornik

em [7]. Em [8], M. M. Cavalcanti, V. N. D. Cavalcanti, A. Rocha e J. A. Soriano esta-

beleceram a controlabilidade exata na fronteira para uma equação viscoelástica com termo

de pressão.

Com referência a Fórmula de Reconstrução citamos os trabalhos de G. Bruckner e M.

Yamamoto em [9] e M. Yamamoto em [10], onde empregaram resultados de controlabili-

dade para obter a fórmula de reconstrução para força externa de problemas hiperbólicos.

Destacamos também o trabalho de J. E. M. Rivera e H. F. Sare, [11], no qual foi esta-

belecida a Fórmula de Reconstrução para a força externa de um sistema Timoshenko.

O trabalho foi organizado em três capítulos. Apresentamos no primeiro capítulo as

de�nições e resultados padrões necessários para o desenvolvimento do trabalho. No se-

gundo capítulo garantimos a existência, unicidade e regularidade de soluções fortes, fracas

e ultra fracas para equações viscoelásticas, que são essenciais para se estabelecer os re-

sultados de controlabilidade. Por �m, no terceiro capítulo empregamos o Método da

Unicidade de Hilbert para estabelecermos a controlabilidade exata na fronteira para a

equação viscoelástica, e assim obtermos a fórmula de reconstrução para a força externa.
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Capítulo 1

Preliminares

Introduzimos neste capítulo as de�nições, notações e resultados que serão utilizados ao

longo de todo o texto.

1.1 Espaços Funcionais

Nesta seção apresentaremos os espaços funcionais e a noção de derivada no sentido das

distribuições. Para isso, considere Ω um subconjunto aberto do Rn.

1.1.1 Espaço das funções testes

Seja u : Ω → R uma aplicação. Denomina-se suporte de u em Ω o fecho do conjunto

{x ∈ Ω;u(x) 6= 0} e representa-se por supp (u), ou seja,

supp (u) = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}.

Denotaremos por C∞
0 (Ω) o espaço vetorial de todas as funções numéricas em Ω que

são in�nitamente diferenciáveis em Ω e que possuem suporte compacto. Dizemos que uma

sequência de funções {φν}ν∈N ⊂ C∞
0 (Ω) é convergente para a função φ ∈ C∞

0 (Ω) se as

seguintes condições são satisfeitas:

3



i) existe K ⊂ Ω compacto, tal que supp (φν − φ) ⊂ K, para todo ν;

ii) para cada α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, a sequência {Dαφn}ν∈N

converge para Dαφ uniformemente em K, onde Dα representa o operador derivação

de ordem α de�nido por

Dα =
D|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . . ∂αn

xn

, com |α| =
n∑

i=1

αi.

O espaço C∞
0 (Ω) com esta noção de convergência é denominado espaço das funções

testes e será representado por D(Ω).

1.1.2 Distribuições

De�ne-se distribuição sobre Ω a toda forma linear T sobre D(Ω) que é contínua no sentido

da convergência de�nida sobre D(Ω). O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é um

espaço vetorial, o qual representa-se D′(Ω). Neste espaço vetorial diz-se que uma sucessão

(Tν)ν∈N em D′(Ω) converge para T ∈ D′(Ω), quando a sequência numérica (〈Tν , φ〉)ν∈N

converge para 〈T, φ〉 em R, para toda φ ∈ D(Ω).

Considere uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nn. A derivada de ordem α de T , é a

forma linear DαT de�nida por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Quando α ∈ N e x ∈ R, denotaremos DαT como
dαT

dxα
. Veri�ca-se que DαT é uma

distribuição sobre Ω, e que a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)

T 7→ DαT

é linear e contínua no sentido da convergência de�nida em D′(Ω). Isto signi�ca que se

lim
ν→∞

Tν = T em D′(Ω), então lim
ν→∞

DαTν = DαT em D′(Ω).

4



1.1.3 Os espaços Lp(Ω)

Representaremos por Lp(Ω), 1 6 p < ∞, o espaço das funções mensuráveis

u : Ω → R, tais que |u|p é integrável a Lebesgue sobre Ω, e por L∞(Ω) o espaço das

funções mensuráveis u : Ω → R tal que existe uma constante c > 0 com |u(x)| ≤ c quase

sempre em Ω. Os espaços Lp(Ω) munido da norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx

) 1
p

, para 1 ≤ p <∞,

‖u‖L∞(Ω) = inf{c ; |u(x)| ≤ c quase sempre em Ω},

são espaços de Banach. Em particular, o espaço L2(Ω), cuja norma provém do produto

interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx

é um espaço de Hilbert.

Denotaremos por L1
loc(Ω) o espaço das funções u : Ω → R tais que u ∈ L1(K) para

todo compacto K de Ω.

Seja E um espaço vetorial e considere E ′ e E ′′ o espaço dual e bidual de E respecti-

vamente. De�na para cada v ∈ E a aplicação

ϕv : E ′ −→ R

f 7−→ ϕv(f) = f(v).

A aplicação ϕv é um elemento de E ′′.

Chamamos de imersão canônica aplicação J : E → E ′′ de�nida por

J : E −→ E ′′

v 7−→ ϕv.

Para maiores detalhes veja a seção III.4 em [14].

De�nição 1.1.1. Seja X um espaço de Banach X e J a imersão canônica de X em X ′′.

Dizemos que X é re�exivo quando J(X) = X ′′.

De�nição 1.1.2. Um espaço normado X é dito separável se ele contém um subconjunto

enumerável e denso.
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Em [12], Teorema 2.21 Corolário 2.40 respectivamente, é provado que

i) Lp(Ω) é separável para todo 1 ≤ p < +∞;

ii) Lp(Ω) é re�exivo para todo 1 < p < +∞.

De�nição 1.1.3 (Imersão contínua). Sejam X e Y espaços de Hilbert, com X subespaço

de Y . Dizemos que X está continuamente imerso em Y , e denotaremos por X ↪→ Y , se

existe uma constante positiva C tal que

‖u‖Y 6 C ‖u‖X

para todo u ∈ X.

Além dos resultados acima, temos que

i) D(Ω) é denso em Lp(Ω) e D(Ω) ↪→ Lp(Ω), para todo 1 ≤ p < +∞;

ii) Se Ω é limitado e 1 ≤ p < q ≤ +∞, então Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

Veja a prova em [12] p. 28 e p. 31 respectivamente.

1.1.4 Espaços de Sobolev

Seja Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m um inteiro não negativo. Representa-se por

Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω) tais que para todo |α| ≤ m,

Dαu pertence a Lp(Ω).

Para cada u ∈ Wm,p(Ω) de�ni-se a norma de u por

‖u‖W m,p(Ω) =

(∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx

) 1
p

, para 1 ≤ p <∞,

‖u‖W m,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|.
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Os espaços normados Wm,p(Ω) são espaços de Banach, e são denominados espaços

de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert,

representado por Hm(Ω), com o produto interno dado por

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω), ∀u, v,∈ Hm(Ω),

e é denominado espaço de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, H0(Ω) identi�ca-se com

L2(Ω).

De�ne-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω). Quando Ω é

limitado em alguma direção xi de Rn e 1 ≤ p <∞, então a norma em Wm,p
0 (Ω) dada por

‖u‖W m,p
0 (Ω) =

(∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx

) 1
p

,

é equivalente à norma induzida por Wm,p(Ω), veja Corolário 3 em [25] . Representa-se

por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), onde 1 ≤ p < ∞ e q é o conjugado de p,

isto é,
1

p
+

1

q
= 1. Por H−m(Ω) denota-se o dual topológico de Hm

0 (Ω).

1.1.5 Espaços Funcionais à Valores Vetoriais

Considere X um espaço de Banach e T um número real positivo. Denotaremos por

D(0, T ;X) o espaço das funções vetoriais ϕ : (0, T ) → X in�nitamente diferenciáveis com

suporte compacto em (0, T ). Dizemos que ϕν → ϕ em D(0, T ;X) se

i) existe K ⊂ (0, T ) compacto, tal que supp (φν − φ) ⊂ K, para todo ν;

ii) para cada k ∈ N,
dk

dtk
ϕν(t) →

dk

dtk
ϕ(t) em X uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares e contínuas de D(0, T ) em X será denotado por

D′(0, T ;X). Neste espaço dizemos que uma sucessão (Sν)ν∈N ∈ D′(0, T ;X) converge para

S ∈ D′(0, T ;X) quando 〈Sν , ϕ〉 → 〈S, ϕ〉 em X, ∀ϕ ∈ D(0, T ).

Denotaremos por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞ o espaço de Banach das funções u : (0, T ) → X,

tais que u é mensurável e ||u(t)||X pertença a Lp(0, T ). Em Lp(0, T ;X) de�ni-se a norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖p
X dt

) 1
p

, para 1 ≤ p <∞,

7



e

‖u‖L∞(0,T ;X) = inf{c ; ‖u(t)‖X ≤ c quase sempre em (0, T )}.

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, então L2(0, T ;X) é um espaço de Hilbert

munido com o produto interno

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))X dt.

O dual topológico de Lp(0, T ;X) é o espaço Lq(0, T ;X ′), sendo X ′ o dual topológico de

X e q o conjugado de p.

Seja m um inteiro não negativo. Representaremos por Wm,p(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞ o

espaço de Banach

Wm,p(0, T ;X) = {u ∈ Lp(0, T ;X) ; u(j) ∈ Lp(0, T ;X), 0 ≤ j ≤ m},

onde u(j) representa a j-ésima derivada no sentido das distribuições vetoriais, com a norma

‖u‖W m,p(0,T ;X) =

(
m∑

j=0

‖u(j)‖p
Lp(0,T ;X)

) 1
p

.

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,2(0, T ;X) é denotado por

Hm(0, T ;X), que é um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v)Hm(0,T ;X) =
m∑

j=0

(u(j), v(j))L2(0,T ;X).

De�ni-seHm
0 (0, T ;X) como o completamento deD(0, T ;X) com respeito a normaHm(0, T ;X).

O dual topológico de Hm
0 (0, T ;X) será representado por H−m(0, T ;X ′).

Representaremos por C0([0, T ];X) o espaço das funções contínuas u : [0, T ] → X, tais

que ‖u(t)‖X pertença a C0([0, T ]), que juntamente com a norma

‖u‖C0([0,T ];X) = max
0≤t≤T

‖u(t)‖X ,

é um espaço de Banach. Denotaremos por Cm([0, T ];X) o espaço de Banach das funções

u : [0, T ] → X, tais que
∣∣∣∣∣∣dku

dtk
(t)
∣∣∣∣∣∣

X
pertença a C0([0, T ]) para todo k, 0 ≤ k ≤ m. Em

Cm([0, T ];X) de�ni-se a norma

‖u‖Cm([0,T ];X) = ‖u‖C0([0,T ];X) +
∣∣∣∣∣∣du
dt

∣∣∣∣∣∣
C0([0,T ];X)

+ . . .+
∣∣∣∣∣∣dmu

dtm

∣∣∣∣∣∣
C0([0,T ];X)

.
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1.2 Resultados Auxiliares

Nesta seção enunciaremos os resultados necessários ao nosso trabalho, cujas demons-

trações podem ser encontradas nas referências citadas.

Proposição 1.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espaço vetorial mu-

nido do produto interno (·, ·). Então, dados u, v ∈ H, temos que

|(u, v)| 6 ‖u‖ ‖v‖,

onde ‖ · ‖2 = (·, ·).

Prova: Ver Lema 3.2-1 em [13].

Proposição 1.2.2 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p, q < ∞ tal que
1

p
+

1

q
= 1 e

a, b > 0. Então

ab 6
ap

p
+
bq

q
.

Prova: Ver Teorema IV.6 em [14].

Proposição 1.2.3 (Desigualdade de Hölder). Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω) com 1 ≤

p ≤ ∞, e
1

p
+

1

q
= 1. Então uv ∈ L1(Ω), e temos a desigualdade∫

Ω

|u(x)v(x)| dx 6 ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Prova: Ver Teorema IV.6 em [14].

Proposição 1.2.4 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω seja um aberto limi-

tado de Rn. Então para todo 1 ≤ p <∞, existe uma constante cp, tal que

‖u‖W 1,p
0 (Ω) ≤ cp‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Prova: Ver Teorema 5.6.1 em [15].

Observação 1.2.5. A desigualdade de Poincaré também é válida para funções que se

anulam em apenas uma parte da fronteira ∂Ω e também para as funções que tem média

nula, isto é,
1

med(Ω)

∫
Ω

u dx = 0.
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Lema 1.2.6 (Gronwall). Sejam φ ∈ L∞(0, T ) e β ∈ L1(0, T ) tais que β > 0, φ > 0 e

K > 0 uma constante. Se

φ(t) 6 K +

∫ t

0

β(s)φ(s) ds

então tem-se

φ(t) 6 Ke
∫ t
0 β(s) ds

para todo t ∈ [0, T ].

Prova: Ver Apêndice B em [16].

Lema 1.2.7. Seja m ∈ L1(0, T ; R) tal que m > 0 para todo t ∈]0, T [ e seja a > 0 uma

constante real. Suponha que g ∈ L∞(0, T ), g > 0 em ]0, T [ veri�cando

g2(t) 6 a2 + 2

∫ t

0

m(s)g(s) ds

para todo t ∈]0, T [. Então:

g(t) 6 a+

∫ t

0

m(s) ds.

Prova: Ver Lema 1 em [17].

Lema 1.2.8 (Du Bois Raymond). Seja Ω um subconjunto aberto do Rn e seja u ∈ L1
loc(Ω)

tal que ∫
Ω

u(x)ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω),

então u = 0 quase sempre em Ω.

Prova: Ver Proposição 1.3.1 em [25].

Proposição 1.2.9. Sejam Ω um aberto limitado de Rn e u ∈ W 1,p(Ω) com p > n. Então

existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖L∞(Ω) 6 C‖u‖W 1,p(Ω),

isto é, W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Prova: Ver [15].
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Proposição 1.2.10 (Imersão de Sobolev). Seja Ω um subconjunto aberto do Rn. Então

Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω̄), se m >
n

2
+ k.

Prova: Ver [19].

Proposição 1.2.11. Seja (un)n∈N ⊂ Lp
loc(Ω), 1 6 p < +∞, tal que un → u em Lp

loc(Ω),

então un → u em D′(Ω).

Prova: Ver Exemplo 3 pág. 13 em [25].

De�nição 1.2.12. Seja E um espaço de Banach e considere (un)n∈N uma sucessão sobre

E. Dizemos que xn converge fraco para x, e denotamos xn ⇀ x em E, quando 〈f, xn〉 →

〈f, x〉, para todo f ∈ E ′, onde 〈f, x〉 = f(x) é o valor do funcional f no ponto x.

Proposição 1.2.13. Seja (xn)n∈N uma sequência num espaço de Banach re�exivo E.

Então se veri�ca:

i) xn ⇀ x em E, se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′.

ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E.

iii) Se xn ⇀ x em E, então ||xn||E é limitada e ||x||E 6 lim inf ||xn||E.

iv) Se xn ⇀ x em E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Prova: Ver Proposição III.5 em [14].

De�nição 1.2.14. Seja (fn)n∈N uma sequência sobre E ′. Dizemos que fn converge fraco

estrela para f e denotamos fn
∗
⇀ f em E ′, quando 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, para todo x ∈ E.

Proposição 1.2.15. Seja (fn)n∈N uma sequência em E ′. Então se veri�ca:

i) fn
∗
⇀ f em E, se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀x ∈ E.

ii) Se fn → f em E ′, então fn
∗
⇀ f em E ′.

iii) Se fn
∗
⇀ f em E ′, então ||fn||E′ é limitada e ||f ||E′ 6 lim inf ||fn||E′.
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iv) Se fn
∗
⇀ f em E ′ e xn → x em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Prova: Ver Proposição III.12 em [14].

Teorema 1.2.16. Seja E um espaço de Banach re�exivo e seja (xn)n∈N uma sequência

limitada em E. Então, existem uma subsequência (xnk
)k∈N e x ∈ E tais que xnk

⇀ x.

Prova: Ver Corolário III.27 em [14].

Teorema 1.2.17. Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn)n∈N uma sequência

limitada em E ′. Então existem uma subsequência (fnk
)k∈N e f ∈ E ′ tais que fnk

∗
⇀ f .

Prova: Ver Corolário III.26 em [14].

Lema 1.2.18 (Lema de Kim). Denotemos por (wk) uma sequência de funções satisfazendo

wk ∗
⇀ w em L∞(0, T ;Hβ(Ω)),

wk
t ⇀ wt em L2(0, T ;Hθ(Ω)),

quando k →∞, para θ < β. Então, temos que

wk → w em C([0, T ];Hr(Ω)),

para todo r < β.

Prova: Ver [20].

A seguir apresentaremos as de�nições, resultados e notações necessárias para o desen-

volvimento dos capítulos seguintes.

De�nição 1.2.19 (Convolução). Sejam u e v funções a valores reais de�nidas no Rn.

De�ni-se a convolução de u e v, que denotada por u ∗ v, como sendo

(u ∗ v) (x) =

∫
Rn

u(x− s)v(s) ds.

Lema 1.2.20. Para quaisquer g, h ∈ C1(R) é verdadeira a seguinte identidade

2 (g ∗ h)h′ = g′�h− g(t)|h|2 − d

dt

[
g�h−

(∫ t

0

g ds

)
|h|2
]

onde

(g�h)(t) =

∫ t

0

g(t− s) |h(t)− h(s)|2 ds.
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Prova: Basta diferenciar a expressão g�h−
(∫ t

0

g ds

)
|h|2.

De�nição 1.2.21 (Ponto de Lebesgue). Seja v ∈ L1(0, T ). Dizemos que s ∈]0, T [ é um

ponto de Lebesgue de v, se para h > 0 tal que ]s− h, s+ h[⊂]0, T [, implica

lim
h→0

1

2h

∫ s+h

s−h

v(ε) dε = v(s).

Observação 1.2.22. Se v ∈ L1(0, T ), então quase todo ponto s ∈]0, T [ são pontos de

Lebesgue. Veja Teorema 6 do Apêndice E em [16].

De�nição 1.2.23 (Semicontinuidade). Diz-se que um funcional J : H → R de�nido

sobre um espaço normado H, é semicontínuo inferiormente com relação a convergência

fraca se xn ⇀ x implica

lim inf
n→∞

J(xn) > J(x).

De�nição 1.2.24 (Imersão compacta). Sejam X e Y espaços de Hilbert onde X é sub-

espaço de Y . Se para toda sequência (vn)n∈N limitada em X, podemos extrair uma sub-

sequência de (vnk
)k∈N que converge forte em Y , dizemos que a imersão de X em Y é

compacta e denotamos por X
c
↪→ Y .

Teorema 1.2.25 (Aubin-Lions). Sejam B0, B, B1 espaços de Banach, sendo B0 e B1

re�exivos e tais que

B0
c
↪→ B ↪→ B1.

De�nindo

W = {v ∈ Lp0 (0, T ;B0) : v′ ∈ Lp1 (0, T ;B1)}

onde 1 < p0, p1 < +∞ e 0 < T < +∞. Então, W munido da norma

‖v‖W = ‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;B1) ,

é um espaço de Banach e a imersão de W em Lp0 (0, T ;B) é compacta.

Prova: Ver Teorema 5.11.2 em [15].

Lema 1.2.26 (Lions). Seja (vn)n∈N uma sequência de funções pertencentes a Lp (Ω×]0, T [)

com 1 < p <∞. Se
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(i) vn → v quase sempre em Ω×]0, T [;

(ii) ‖vn‖Lp(Q) 6 c para todo n ∈ N;

então (vn) converge fraco em Lp(Q).

Prova: Ver Teorema 3.9.2 em [15].

Lema 1.2.27 (Temam). Seja X um espaço de Banach com dual X ′, u e g duas funções

de L1 (a, b,X). Então são equivalentes as a�rmações:

(i) u é primitiva de g

u(t) = ξ +

∫ t

0

g(s) ds, ∀t ∈ [a, b], ξ ∈ X.

(ii) Para cada φ ∈ D(a, b) tem-se∫ b

a

u(t)φ′(t) dt = −
∫ b

a

g(t)φ(t) dt.

(iii) Para cada η ∈ X ′,
d

dt
〈u, η〉 = 〈g, η〉 em D′(a, b).

Se u satisfaz (i)− (iii), em particular, u é igual quase sempre a uma função contínua de

[a, b] em X.

Prova: Ver Lema 1.1 pág. 250 em [21].

Proposição 1.2.28 (Bochner). Se X e Y são espaços de Banach, tal que T : X → Y é

um operador linear limitado e u : Ω → X é uma função µ-integrável, então Tu : Ω → X

é µ-integrável e

T

∫
Ω

u dµ =

∫
Ω

Tu dµ.

Em particular 〈
x,

∫
Ω

u dµ

〉
=

∫
Ω

〈x, u〉 dµ ∀x ∈ X ′.

Prova: Ver Teorema 8 no Apêndice E em [16].
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Teorema 1.2.29 (Representação de Riesz). Seja Ω um aberto do Rn e seja T um operador

linear limitado de�nido sobre Lp(Ω). Então existe uma função u em Lq(Ω), 1/p+1/q = 1,

tal que

T (v) = 〈u, v〉 ∀v ∈ Lp(Ω).

Prova: Ver Teorema 3.6.1 em [15].

Teorema 1.2.30 (Lax-Milgram). Seja b : H × H → R uma forma bilinear, contínua e

coerciva. Então para cada φ ∈ H ′, existe um único u ∈ H tal que

b(u, v) = 〈φ, v〉 ∀v ∈ H.

Além disto, se b é simétrica, então u é caracterizado pela propriedade

u ∈ H e
1

2
b(u, u)− 〈φ, u〉 = min

v∈H

{
1

2
b(v, v)− 〈φ, v〉

}
.

Prova: Ver Corolário V.8 em [14].

Teorema 1.2.31 (Fubini). Suponha F ∈ L1 (Ω1 × Ω2).

Então para quase todo x ∈ Ω1,

F (x, ·) ∈ L1(Ω2) e

∫
Ω2

F (x, y) dy ∈ L1(Ω1).

Do mesmo modo, para quase todo y ∈ Ω2,

F (·, y) ∈ L1(Ω1) e

∫
Ω1

F (x, y) dx ∈ L1(Ω2).

Prova: Ver Teorema IV.4 em [14].

De�nição 1.2.32 (Equação de Volterra). Dadas as funções f(x) e G(x, t), chama-se

equação de Volterra de segundo tipo, uma equação da forma

ϕ(t) = f(t)− λ

∫ t

0

G(t, s)ϕ(s) ds (1.1)

em que ϕ é uma função incógnita e λ é um parâmetro real.
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Teorema 1.2.33. A equação integral de Volterra (1.1), onde o núcleo G e a função f

pertencem a L2(0, T ), possui uma única solução ϕ ∈ L2(0, T ). E esta solução é dada pela

fórmula

ϕ(t) = f(t)− λ

∫ t

0

R(t, s;λ)f(s) ds

onde o núcleo resolvente R(t, s;λ) é dado pela série de núcleos iterados

R(t, s;λ) = −
∞∑

ν=0

λνGν+1(t, s).

que converge quase sempre, onde

G1(t, s) = G(t, s), Gν+1 =

∫ t

s

G(t, σ)Gν(σ, s) dσ para ν = 1, 2, . . .

Além disto, o núcleo resolvente satisfaz a equação integral

G(t, s) = −R(t, s;λ) + λ

∫ t

s

R(t, σ;λ)G(σ, s) ds.

Prova: Ver Seção 1.5 em [23].

Observação 1.2.34. Para toda θ ∈ L2(0, T ), existe uma única solução ϕ para a equação

ϕ(t)−
∫ t

0

g(t− s)ϕ(s) ds = θ(t)

de modo que

ϕ(t) = θ(t)−
∫ t

0

h(t− σ)θ(σ) dσ

onde

h(t− σ) =
∞∑

n=1

(−1)ngn(t− σ)

com

g1(t) = g(t), gn+1(t− τ) =

∫ t

τ

gn(σ − τ) dσ para n > 1.

Além disso, g e h estão relacionadas da seguinte forma

g(t) = −h(t) +

∫ t

0

g(t− σ)h(σ) dσ. (1.2)

Basta tomar G(t, s) = g(t− s) no Teorema 1.2.33.
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Capítulo 2

Solução Forte, Fraca e Ultra Fraca

Neste capítulo garantiremos a existência, unicidade e regularidade de soluções para o

seguinte problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ytt(x, t)− yxx(x, t) +

∫ t

0

g(t− s)yxx(x, s) ds = f(x, t) em ]0, L[×]0, T [

y(0, t) = 0, y(L, t) = 0 em ]0, T [

y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = y1(x) em ]0, L[.

(2.1)

onde g ∈ C2[0,+∞[ é tal que g : [0,+∞[→]0,+∞[ e veri�ca as seguintes condições

− C1g 6 g′ 6 −C2g (2.2)

β0 := 1−
∫ ∞

0

g(s) ds > 0 (2.3)

0 6 g′′ 6 C3g (2.4)

onde C1, C2 e C3 são constantes positivas.

Dependendo da regularidade dos dados y0, y1 e f obteremos a solução forte, fraca ou

ultra fraca para o problema (2.1), que serão de�nidas nas próximas seções.

Os resultados deste capítulo serão essenciais para o desenvolvimento do próximo capí-

tulo onde será aplicado o Método da Unicidade de Hilbert para estabelecer a controlabi-

lidade exata de fronteira.
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2.1 Solução Forte para Equação Viscoelástica

Nesta seção mostraremos a existência, unicidade e regularidade de solução forte

do problema (2.1) que é obtida quando y0 ∈ H2(0, L) ∩ H1
0 (0, L), y1 ∈ H1

0 (0, L) e

f ∈ L1(0, L;H1
0 (0, L)). Iniciamos esta seção com a seguinte de�nição.

De�nição 2.1.1 (Solução Forte). Uma função y : ]0, L[×]0, T [→ R é dita solução forte

para o problema (2.1) se

y ∈ L∞(0, T ;H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)) (2.5)

yt ∈ L∞(0, T ;H1
0 (0, L)) (2.6)

ytt ∈ L1(0, T ;L2(0, L)) (2.7)

ytt − yxx + g ∗ yxx = f q.s em ]0, L[×]0, T [ (2.8)

y(x, 0) = y0(x) e yt(x, 0) = y1(x). (2.9)

Teorema 2.1.2. Se y0 ∈ H2(0, L) ∩ H1
0 (0, L), y1 ∈ H1

0 (0, L) e f ∈ L1 (0, T ;H1
0 (0, L)),

então existe uma única solução forte para o problema (2.1).

Prova: Para mostrar a existência utilizaremos o Método de Galerkin. Para isto tomemos

(wν)ν∈N e (λν)ν∈N, os respectivos autovetores e autovalores do problema espectral

((wj, v)) = λj(wj, v) para todo v ∈ H1
0 (0, L) (2.10)

onde ((·, ·)) e (·, ·) denotam os produtos internos em H1
0 (0, L) e em L2(0, L) respectiva-

mente, e seja Vm = [w1, w2, . . . , wm] o subespaço de H2(0, L) ∩ H1
0 (0, L) gerado pelos

m-primeiros autovetores wν , ν = 1, 2, . . . ,m.

O problema aproximado consiste em determinar a existência de uma solução ym ∈ Vm

de modo que para todo j = 1, . . . ,m∫ L

0

ym
ttwj dx+

∫ L

0

ym
x wj,x dx−

∫ L

0

∫ t

0

g(t− s)ym
x (x, s)wj,x dsdx =

∫ L

0

fwj dx (2.11)

com dados iniciais

ym(x, 0) = ym
0 (x) e ym

t (x, 0) = ym
1 (x)
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onde

ym
0 → y0 em H2(0, L) ∩H1

0 (0, L),

ym
1 → y1 em H1

0 (0, L),

e

ym(0, t) = 0 = ym(L, t) em ]0, T [.

Como ym ∈ Vm, observamos que

ym =
m∑

i=1

hiwi (2.12)

onde hi = hi(t). Substituindo (2.12) em (2.11) temos∫ L

0

m∑
i=1

h′′iwiwj dx+

∫ L

0

m∑
i=1

hiwi,xwj,x dx

−
∫ L

0

∫ t

0

g(t− s)
m∑

i=1

hi(s)wi,x(x)wj,x(x) dsdx =

∫ L

0

fwj dx

isto é,

m∑
i=1

h′′i (wi, wj) +
m∑

i=1

hi ((wi, wj))−
m∑

i=1

((wi, wj))

∫ t

0

g(t− s)hi(s) ds = (f, wj)

ou seja,
m∑

i=1

h′′i (wi, wj) +
m∑

i=1

hi ((wi, wj))−
m∑

i=1

((wi, wj)) g ∗ hi = (f, wj) (2.13)

para j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Tomando as matrizes

a = (aij)m×m, com aij = (wi, wj)

b = (bij)m×m, com bij = ((wi, wj))

c = (cij)m×1, com cj = (f, wj)

H(t) =


h1(t)
...

hm(t)

 , G(t) =


(g ∗ h1)(t)

...

(g ∗ hm)(t)


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podemos reescrever (2.13) em termos matriciais da seguinte forma

aH ′′(t) + bH(t)− b (g ∗H) (t) = c(t) (2.14)

com condições iniciais

H0 = H(0) =


h1(0)
...

hm(0)

 , H1 = H ′(0) =


h′1(0)
...

h′m(0)

 .

Pelo Método do Resolvente de Volterra, veja [24], obtemos a existência de solução

local em t para a equação (2.14), e consequentemente temos a existência de solução para

o problema aproximado (2.11).

Etapa 1: Primeira Estimativa à Priori

Para estender esta solução para todo [0,+∞) é su�ciente mostrar que a solução apro-

ximada permanece limitada para qualquer m ∈ N e qualquer t ∈]0, T [. Para isto multi-

pliquemos (2.11) por h′i(t) e somando de i = 1 a m temos:

∫ L

0

ym
tt y

m
t dx+

∫ L

0

ym
x y

m
tx dx−

∫ L

0

(g ∗ ym
x ) ym

tx dx =

∫ L

0

fym
t dx. (2.15)

Pelo Lema 1.2.20 temos que

(g ∗ ym
x ) ym

tx =
1

2
g′�ym

x − 1

2
g(t)|ym

x |2 −
1

2

d

dt

[
g�ym

x −
(∫ t

0

g ds

)
|ym

x |2
]

(2.16)

substituindo (2.16) em (2.15) segue que

d

dt

[
1

2

∫ L

0

|ym
t |2 + β(t)|ym

x |2 + g�ym
x dx

]
− 1

2

∫ L

0

g′�ym
x dx

+
1

2

∫ L

0

g(t)|ym
x |2 dx =

∫ L

0

fym
t dx,

(2.17)

onde β(t) = 1−
∫ t

0

g(s) ds.

Considere o funcional energia

E(t, ym) =

∫ L

0

|ym
t |2 + β(t)|ym

x |2 + g�ym
x dx.
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Então de (2.17) temos

d

dt
E(t, ym)−

∫ L

0

g′�ym
x dx+

∫ L

0

g(t)|ym
x |2 dx = 2

∫ L

0

fym
t dx.

Integrando de 0 a t segue que

E(t, ym)−
∫ t

0

∫ L

0

g′�ym
x dxds+

∫ t

0

∫ L

0

g(t)|ym
x |2 dxds = E(0, ym) + 2

∫ t

0

∫ L

0

fym
t dxds.

Observando que

2 (f(s), yt(s)) 6 2 ‖f(·, s)‖L2(0,L) ‖yt(·, s)‖L2(0,L)

= 2
√
‖f(·, s)‖L2(0,L)

√
‖f(·, s)‖L2(0,L) ‖yt(·, s)‖L2(0,L)

6 ‖f(·, s)‖L2(0,L) + ‖f(·, s)‖L2(0,L) ‖yt(·, s)‖2
L2(0,L)

e g′(t) < 0 então

E(t, ym) 6 E(0, ym) +

∫ T

0

‖f(·, s)‖L2(0,L) ds+

∫ t

0

‖f(·, s)‖L2(0,L) ‖y
m
t (·, s‖2 dxds

6 E(0, ym) +

∫ T

0

‖f(·, s)‖L2(0,L) ds+

∫ t

0

‖f(·, s)‖L2(0,L)E(s, ym)ds.

Aplicando a desigualdade de Gronwall temos

E(t, ym) 6

(
E(0, ym) +

∫ T

0

‖f(·, s)‖L2(0,L) ds

)
e

∫ T
0 ‖f(·,s)‖L2(0,L) ds.

ou seja,

‖ym
t (·, t)‖2

L2(0,L)+‖y
m
x (·, t)‖2

L2(0,L) 6 C

(
‖ym

1 ‖
2
L2(0,L) +

∥∥ym
0,x

∥∥2

L2(0,L)
+

∫ T

0

‖f(·, s)‖L2(0,L) ds

)
.

Como ym
0 → y0 em H1

0 (0, L)∩H2(0, L), ym
1 → y1 em H1

0 (0, L) e f ∈ L1(0, T ;H1
0 (0, L))

temos que

(ym
t )m∈N é limitada em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
(2.18)

(ym
x )m∈N é limitada em L∞(0, T, L2(0, L)). (2.19)
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Etapa 2: Segunda Estimativa à Priori

Com a primeira estimativa, obtivemos limitação para as sequências (ym
t )m∈N e (ym

x )m∈N.

Nosso objetivo agora é obter limitação para (ym
tx)m∈N e (ym

xx)m∈N.

Multiplicando (2.11) por λj e usando 2.10 temos

((ym
tt , wj)) + ((ym

x , wj,x))− ((g ∗ ym
x , wj,x)) = ((f, wj)) . (2.20)

Multiplicando (2.20) por h′j(t) e somando de j = 1 a m temos

((ym
tt , y

m
t )) + ((ym

x , y
m
tx))− ((g ∗ ym

x , y
m
tx)) = ((f, ym

t ))

ou seja ∫ L

0

ym
ttxy

m
tx dx+

∫ L

0

ym
xxy

m
txx dx−

∫ L

0

(g ∗ ym
xx)y

m
txx dx =

∫ L

0

fxy
m
tx dx. (2.21)

Do Lema 1.2.20 temos que

(g ∗ ym
xx)y

m
txx =

1

2
g′�ym

xx −
1

2
g(t)|ym

xx|2 −
1

2

d

dt

[
g�ym

xx −
(∫ t

0

g ds

)
|ym

xx|2
]
. (2.22)

Substituindo (2.22) em (2.21) obtemos

1

2

d

dt

[∫ L

0

|ym
tx|2 + β(t)|ym

xx|2 + g�ym
xx dx

]
− 1

2

∫ L

0

g′�ym
xx dx

+
1

2

∫ L

0

g(t)|ym
xx|2 dx =

∫ L

0

fxy
m
tx dx.

Denotando por

E(t, ym
x ) =

∫ L

0

|ym
tx|2 + β(t)|ym

xx|2 + g�ym
xx dx

temos
d

dt
E(t, ym

x )−
∫ L

0

g′�ym
xx dx+

∫ L

0

g(s)|ym
xx|2 dx = 2

∫ L

0

fxy
m
tx dx.

Integrando de 0 a t temos

E(t, ym
x )− E(0, ym

x )−
∫ t

0

∫ L

0

g′�ym
xx dxds+

∫ t

0

∫ L

0

g(s)|ym
xx|2 dxds = 2

∫ t

0

∫ L

0

fxy
m
tx dxds

(2.23)
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ou seja,

E(t, ym
x ) 6 E(0, ym

x ) + 2

∫ t

0

∫ L

0

fxy
m
tx dxds

6 E(0, ym
x ) +

∫ T

0

‖fx(·, s)‖L2(0,L) ds+

∫ t

0

‖fx(·, s)‖L2(0,L) ‖y
m
tx(·, s)‖

2
L2(0,L) dxds

6 E(0, ym
x ) +

∫ T

0

‖fx(·, s)‖L2(0,L) ds+

∫ t

0

‖fx(·, s)‖L2(0,L)E(s, ym
x )ds.

Da desigualdade de Gronwall segue que

E(t, ym
x ) 6 e

∫ T
0 ‖fx(·,s)‖L2(0,L) ds

(
E(0, ym

x ) +

∫ T

0

‖fx(·, s)‖L2(0,L) ds

)
.

Como f ∈ L1 (0, T ;H1
0 (0, L)) segue em particular que existe C > 0 tal que

‖ym
tx(·, t)‖

2
L2(0,L) + ‖ym

xx(·, t)‖
2
L2(0,L) 6

C

(∥∥ym
1,x

∥∥2

L2(0,L)
+
∥∥ym

0,xx

∥∥2

L2(0,L)
+

∫ T

0

‖fx(·, s)‖L2(0,L) ds

) (2.24)

e de ym
0 → y0 em H2(0, L) ∩H1

0 (0, L) e ym
1 → y1 em H1

0 (0, L) temos que

(ym
tx)m∈N é limitada em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
, (2.25)

(ym
xx)m∈N é limitada em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
. (2.26)

Como L∞ (0, T ;L2(0, L)) = (L1 (0, T ;L2(0, L)))
′ e L1 (0, T ;L2(0, L)) é separável, existe

uma subsequência (yµ)µ∈N de (ym)m∈N, e ŷ, y, y em L∞ (0, T ;L2(0, L)) tal que

yµ ∗
⇀ y em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
,

yµ
t

∗
⇀ ŷ em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
,

yµ
x

∗
⇀ y em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
,

yµ
xx

∗
⇀ y em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Observando que L∞ (0, T ;L2(0, L)) ↪→ L2 (0, T ;L2(0, L)) = L2 (Q) ↪→ D′(Q), das

convergências acimas segue que

yµ ⇀ y em D′(Q),

yµ
t ⇀ ŷ em D′(Q),
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yµ
x ⇀ y em D′(Q),

yµ
xx ⇀ y em D′(Q).

Usando o fato que o operador derivação
d

dt
é contínuo em D′(Q) então

d

dt
yµ → d

dt
y em D′(Q)

e pela unicidade do limite temos que ŷ = yt. De modo análogo concluímos que

yµ ∗
⇀ y em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
, (2.27)

yµ
t

∗
⇀ yt em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
, (2.28)

yµ
x

∗
⇀ yx em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
, (2.29)

yµ
xx

∗
⇀ yxx em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
. (2.30)

Etapa 3: Passagem ao limite

De (2.28) segue que∫ T

0

(yµ
t (t), ω(t)) dt→

∫ T

0

(yt(t), ω(t)) dt, ∀ω ∈ L1
(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Tomando ω = vθ onde v ∈ H1
0 (0, L) ↪→ L2(0, L) e θ ∈ D(0, T ) ↪→ L1(0, T ), então∫ T

0

(yµ
t (t), v) θ(t) dt→

∫ T

0

(yt(t), v) θ(t) dt.

Portanto (yµ
t (t), v) ⇀ (yt(t), v) em D′(0, T ), para todo v ∈ H1

0 (0, L). Consequentemente

d

dt
(yµ

t (t), v) ⇀
d

dt
(yt(t), v) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (0, L)

ou seja,

(yµ
tt(t), v) ⇀ (ytt(t), v) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (0, L). (2.31)

De modo análogo, de (2.30) temos que yµ
xx

∗
⇀ yxx em L∞ (0, T ;L2(0, L)).

Assim para ω = vθ com v ∈ H1
0 (0, L) ↪→ L2(0, L) e θ ∈ D(0, T ) ↪→ L1(0, T ), temos

que ∫ T

0

(yµ
xx(t), v) θ(t) dt→

∫ T

0

(yxx(t), v) θ(t) dt.
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Logo (yµ
xx(t), v) ⇀ (yµ

xx(t), v) em D′(0, T ), para todo v ∈ H1
0 (0, L).

Observe que, por meio da integração por partes tem-se que

(yµ
xx(t), v) = − ((yµ(t), v)) .

Assim obtemos

((yµ(t), v)) ⇀ ((y(t), v)) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1
0 (0, L). (2.32)

Veri�quemos agora a convergência do termo da convolução em (2.20). De (2.25) e

(2.26) temos, respectivamente, que

yxx ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, L)

)
↪→ L2

(
0, T ;L2(0, L)

)
ytx ∈ L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
↪→ L2

(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Como H1
0 (0, L)

c
↪→ L2(0, L) ↪→ L2(0, L), segue do Teorema de Aubin-Lions que existe

uma subsequência (yµ
x)µ∈N de (ym

x )m∈N tal que

yµ
x → yx em L2

(
0, T ;L2(0, L)

)
= L2(Q),

isto é, yµ
x → yx quase sempre em Q.

Sendo assim temos que g ∗ yµ
x → g ∗ yx quase sempre pois

g ∗ yµ
x(x, t)− g ∗ yx(x, t) =

∫ t

0

g(t− s) (yµ
x(x, s)− yx(x, s)) ds

µ→∞−→ 0 q.s.

Note que (g ∗ yµ
x)µ∈N é limitada em L2 (Q), pois

|(g ∗ yµ
x)(x, t)|2 =

∣∣∣∣∫ t

0

g(t− s)yµ
x(x, s) ds

∣∣∣∣2
6

∫ t

0

|g(t− s)|2 ds
∫ t

0

|yµ
x(x, s)|2 ds

6
∫ T

0

|g(t− s)|2 ds
∫ T

0

|yµ
x(x, s)|2 ds

6 cT

∫ T

0

|yµ
x(x, s)|2 ds.

Logo ∫ L

0

|(g ∗ yµ
x)(x, t)|2 dx 6 cT

∫ L

0

∫ T

0

|yµ
x(x, s)|2 ds = cT

∫ T

0

∫ L

0

|yµ
x(x, s)|2 ds
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e então

‖(g ∗ yµ
x)(·, t)‖2

L2(0,L) 6 cT

∫ T

0

‖yµ
x(·, s)‖2

L2(0,L) ds = cT ‖yµ
x‖

2
L2(Q) = cTK <∞.

Com isto temos ∫ T

0

‖(g ∗ yµ
x)(·, t)‖2

L2(0,L) dt 6 cTKT.

Portanto ‖g ∗ yµ
x‖L2(Q) 6 C, C = C(T ), ou seja (g ∗ yµ) é limitada em L2(Q).

Assim pelo Lema de Lions tem-se que g ∗ yµ
x ⇀ g ∗ yx em L2(Q), ou seja,

(g ∗ yµ
x , ω) → (g ∗ yx, ω) , ∀ω ∈ L2(Q).

Em particular para ω = vxθ, onde v ∈ H1
0 (0, L) e θ ∈ D(0, T ), temos∫ T

0

(g ∗ yµ
x(t), vx) θ(t) dt→

∫ T

0

(g ∗ yx(t), vx) θ(t) dt.

Portanto obtemos

((g ∗ yµ(t), v)) ⇀ ((g ∗ y(t), v)) em D′(0, T ), ∀ v ∈ H1
0 (0, L). (2.33)

Multiplicando (2.11) por θ ∈ D(0, T ), tomando m = µ e integrando de 0 a T temos∫ T

0

(yµ
tt(t), wj) θ(t) dt−

∫ T

0

((yµ(t), wj)) θ(t) dt+

∫ T

0

((g ∗ yµ(t), wj)) θ(t) dt

=

∫ T

0

(f(t), wj) θ(t) dt

(2.34)

fazendo µ→∞ obtemos de (2.31), (2.32) e (2.33) a seguinte identidade∫ T

0

(ytt(t), wj) θ(t) dt−
∫ T

0

((y(t), wj)) θ(t) dt+

∫ T

0

((g ∗ y(t), wj)) θ dt

=

∫ T

0

(f(t), wj) θ(t) dt

(2.35)

para todo j ∈ N.

Por ser (wν)ν∈N uma base H2(0, L)∩H1
0 (0, L), temos que (2.35) é válido para qualquer

w ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L), ou seja,∫ T

0

d

dt
(yt(t), w) θ(t) dt+

∫ T

0

((y(t), w)) θ(t) dt−
∫ T

0

((g ∗ y(t), w)) θ(t) dt

=

∫ T

0

(f(t), w) θ(t) dt
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para todo θ ∈ D(0, T ).

Integrando por partes temos

−
∫ T

0

(yt(t), w) θt(t) dt−
∫ T

0

(yxx(t), w) θ(t) dt+

∫ T

0

(g ∗ yxx(t), w) θ(t) dt

=

∫ T

0

(f(t), w) θ(t) dt.

Em particular, para w ∈ D(0, L) e θ ∈ D(0, T ) segue que

−
∫ T

0

∫ L

0

ytwθt dxdt−
∫ T

0

∫ L

0

yxxwθ dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

g ∗ yxxwθ dxdt =

∫ T

0

∫ L

0

fwθ dxdt,

tomando ψ = wθ podemos reescrever a equação anterior como

−〈yt, ψt〉 = −
∫

Q

ytψt dxdt =

∫
Q

yxxψ dxdt−
∫

Q

g ∗ yxxψ dxdt+

∫
Q

fψ dxdt ∀ψ ∈ D(Q)

ou seja,

〈ytt, ψ〉 =

∫
Q

(yxx − g ∗ yxx + f)ψ dxdt, ∀ψ ∈ D(Q).

Como

yxx ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, L)

)
↪→ L1

(
0, T ;L2(0, L)

)
,

g ∗ yxx ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, L)

)
↪→ L1

(
0, T ;L2(0, L)

)
,

f ∈ L1
(
0, T ;H1

0 (0, L)
)
↪→ L1

(
0, T ;L2(0, L)

)
,

então yxx−g∗yxx+f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)). Logo ytt ' yxx−g∗yxx+f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L),

ou seja, ytt identi�ca-se como uma função de L1(0, T ;L2(0, L)) que ainda representaremos

por ytt. Logo ∫
Q

(ytt − yxx + g ∗ yxx − f)ψ dxdt = 0, ∀ψ ∈ D(Q).

Assim, pelo Lema de Du Bois Raymond ytt − yxx + g ∗ yxx − f = 0 q.s em Q.
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Etapa 4: Unicidade

Para provar a unicidade, suponhamos que y e ỹ sejam duas soluções do problema (2.1).

Assim, Y = y − ỹ é solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ytt − Yxx + g ∗ Yxx = 0 q.s em ]0, L[×]0, T [,

Y (0, t) = Y (L, t) = 0 em ]0, T [,

Y (x, 0) = Yt(x, 0) = 0 em ]0, L[.

(2.36)

Multiplicando (2.36)1 por Yt ∈ L∞ (0, T ;H1
0 (0, L)) e integrando, obtemos∫ L

0

YttYt dx−
∫ L

0

YxxYt +

∫ L

0

(g ∗ Yxx)Yt dx = 0.

Consequentemente
d

dt
E(t, Y ) 6 0.

Integrando de 0 a t 6 T , obtemos

E(t, Y ) 6 E(0, Y ) = 0

ou seja, Yt = 0 e Yx = 0 quase sempre em ]0, L[×]0, T [, o que implica Y = cte quase

sempre em ]0, L[×]0, T [. Usando que Y (0, t) = Y (L, t) = 0 segue que Y (x, t) = 0 quase

sempre em ]0, L[×]0, T [. Portanto y = ỹ quase sempre em ]0, L[×]0, T [, o que concluí a

demonstração. �

O próximo resultado está relacionado com a solução forte do problema (2.1).

Teorema 2.1.3 (Inequação de Energia). Se y = y(x, t) é uma solução forte do proble-

ma (2.1), então vale a seguinte inequação de energia

‖yxt(·, t)‖2
L2(0,L) + β0 ‖yxx(·, t)‖2

L2(0,L)

6 ‖y1,x‖2
L2(0,L) + ‖y0,xx‖2

L2(0,L) + 2

∫ t

0

(fx(s), yxt(s)) ds.
(2.37)

Prova: Procedendo de modo análogo a segunda estimativa a priori, e usando (2.10) temos

‖ym
xt(·, t)‖

2
L2(0,L) + β(t) ‖ym

xx(·, t)‖
2
L2(0,L) + g�ym

xx

6
∥∥ym

1,x

∥∥2

L2(0,L)
+
∥∥ym

0,xx

∥∥2

L2(0,L)
+ 2

∫ t

0

(fx(s), y
m
xt(s)) ds.
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Observando que β0 6 β(t) 6 1 temos

‖ym
xt(·, t)‖

2
L2(0,L) + β0 ‖ym

xx(·, t)‖
2
L2(0,L)

6
∥∥ym

1,x

∥∥2

L2(0,L)
+
∥∥ym

0,xx

∥∥2

L2(0,L)
+ 2

∫ t

0

(fx(s), y
m
xt(s)) ds,

(2.38)

tomandom = µ e multiplicando (2.38) por uma função degrau ζ > 0 em ]0, T [ e integrando

de 0 a T temos ∫ T

0

‖yµ
xt(·, t)‖

2
L2(0,L) ζ(t) dt+ β0

∫ T

0

‖yµ
xx(·, t)‖

2
L2(0,L) ζ(t) dt

6
∫ T

0

∥∥yµ
1,x

∥∥2

L2(0,L)
ζ(t) dt+

∫ T

0

∥∥yµ
0,xx

∥∥2

L2(0,L)
ζ(t) dt+ 2

∫ T

0

ζ(t)

∫ t

0

(fx(s), y
µ
xt(s)) dsdt

(2.39)

Usando a semicontinuidade inferior da norma com respeito a convergência fraca, obte-

mos ∫ T

0

‖yxt(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt 6 lim inf

µ→∞

∫ T

0

‖yµ
xt(·, t)‖

2
L2(0,L) ζ(t) dt (2.40)∫ T

0

‖yxx(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt 6 lim inf

µ→∞

∫ T

0

‖yµ
xx(·, t)‖

2
L2(0,L) ζ(t) dt. (2.41)

Tomando o limite inferior em ambos os lados de (2.39), considerando (2.40) e (2.41) e

observando que

lim inf u+ lim inf v 6 lim inf(u+ v)

segue que ∫ T

0

‖yxt(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt+ β0

∫ T

0

‖yxx(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt 6

6
∫ T

0

‖y1,x‖2
L2(0,L) ζ(t) dt+

∫ T

0

‖y0,xx‖2
L2(0,L) ζ(t) dt+ 2

∫ T

0

∫ t

0

(fx(s), yxt(s)) ζ(t) dsdt.

(2.42)

Observe que os integrandos são L1(0, T ). Se s ∈]0, T [, considere a função degrau

ζh(t) = ζ(t) sobre ]s − h, s + h[⊂]0, T [ e zero no complementar. Substituindo ζ(t) por

ζh(t) em (2.42), dividindo ambos os lados por 1
2h

e tomando o limite quando h → 0

obtemos da Observação 1.2.22

‖yxt(·, t)‖2
L2(0,L)+β0 ‖yxx(·, t)‖2

L2(0,L) 6 ‖y1,x‖2
L2(0,L)+‖y0,xx‖2

L2(0,L)+2

∫ t

0

(fx(s), yxt(s)) ds.

pois ζ(t) > 0. �

Como consequência temos o seguinte corolário.
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Corolário 2.1.4. Se y = y(x, t) é uma solução forte de (2.1) então

‖yxt(·, t)‖L2(0,L) + ‖yxx(·, t)‖L2(0,L) 6 C
(
‖y1,x‖L2(0,L) + ‖y0,xx‖L2(0,L) + ‖f‖L1(0,T ;H1

0 (0,L))

)
para todo t ∈ [0, T ].

Prova: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade do Teorema 2.1.3

observando que (a+ b)2 6 2(a2 + b2) 6 2(a+ b)2, para a, b > 0, temos(
‖yxt(·, t)‖L2(0,L) +

√
β0 ‖yxx(·, t)‖L2(0,L)

)2

6 a2+2

∫ t

0

2 ‖fx(·, s)‖L2(0,L) ‖yxt(·, s)‖L2(0,L) ds

onde a =
√

2
(
‖y1,x‖L2(0,L) + ‖y0,xx‖L2(0,L)

)
.

Usando o Lema 1.2.7 segue que

‖yxt(·, t)‖L2(0,L) +
√
β0 ‖yxx(·, t)‖L2(0,L) 6

√
2
(
‖y1,x‖L2(0,L) + ‖y0,xx‖L2(0,L)

)
+2

∫ t

0

‖fx(·, s)‖L2(0,L) ds.

Tomando c = min{1,
√
β0} e C = 2/c segue a tese. �

Corolário 2.1.5. Se y = y(x, t) é uma solução forte de (2.1) então

‖yxt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖yxx(·, t)‖2

L2(0,L) 6 C
(
‖y1,x‖2

L2(0,L) + ‖y0,xx‖2
L2(0,L) + ‖f‖2

L1(0,T ;H1
0 (0,L))

)
.

Prova: Elevando ao quadrado ambos membros da desigualdade do Corolário 2.1.4 e us-

ando a desigualdade (a+ b)2 6 2(a2 + b2) 6 2(a+ b)2 concluí-se a demonstração. �

Corolário 2.1.6. Se y = y(x, t) é solução forte de (2.1) então

‖(yxx − g ∗ yxx)(·, t)‖2
L2(0,L) 6 C

(
‖y1,x‖2

L2(0,L) + ‖y0,xx‖2
L2(0,L) + ‖f‖2

L1(0,T ;H1
0 (0,L))

)
.

Prova: Observe que

|(yxx − g ∗ yxx)(x, t)|2 6 2 |yxx(x, t)|2 + 2 |g ∗ yxx(x, t)|2

6 2 |yxx(x, t)|2 + 2

∣∣∣∣∫ t

0

g(t− s)yxx(x, s) ds

∣∣∣∣2
6 2 |yxx(x, t)|2 + 2

∫ t

0

g|(t− s)|2 ds
∫ t

0

|yxx(·, s)|2 ds

6 2 |yxx(x, t)|2 + 2K

∫ T

0

|yxx(·, s)|2 ds
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onde K =
∫ T

0
|g(t− s)|2 ds. Integrando em [0, L] e usando o Teorema de Fubini obtemos

‖(yxx − g ∗ yxx)(·, t)‖2
L2(0,L) dx 6 2 ‖yxx(·, t)‖2

L2(0,L) + 2

∫ T

0

‖yxx(·, s)‖2
L2(0,L) ds.

Usando o Corolário 2.1.5 concluí-se a demostração. �

2.1.1 Regularidade da solução forte

Agora, demonstraremos que a solução forte dada pelo Teorema 2.1.2 é contínua e difer-

enciável com respeito a variável temporal conforme o próximo Teorema.

Teorema 2.1.7. Se y = y(x, t) é uma solução forte para (2.1), então

y ∈ C0
(
[0, T ];H2(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
.

Prova: Mostraremos que sequência (yµ)µ∈N determinada por (2.11) é uma sequência de

Cauchy em

C0
(
[0, T ] ;H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
.

Temos que (2.11) é válido para m = µ e para ν > µ onde µ, ν ∈ N, isto é

(yµ
tt, wj) + (yµ

x , wj,x)− (g ∗ yµ
x , wj,x) = (f, wj) (2.43)

(yν
tt, wj) + (yν

x, wj,x)− (g ∗ yν
x, wj,x) = (f, wj) . (2.44)

Subtraindo (2.44) de (2.43) obtemos

(yµ
tt − yν

tt, wj) + (yµ
x − yν

x, wj,x)− (g ∗ (yµ
x − yν

x), wj,x) = 0. (2.45)

Multiplicando (2.45) por λj e usando a propriedade do problema espectral, de modo

análogo à segunda estimativa à priori, segue de (2.24)

‖yµ
t − yν

t ‖
2
H1

0 (0,L)+‖y
µ − yν‖2

H1
0 (0,L)∩H2(0,L) 6 C1

(
‖yµ

1 − yν
1‖

2
H1

0 (0,L) + ‖yµ
0 − yν

0‖
2
H1

0 (0,L)∩H2(0,L)

)
.

Como (yµ
0 )µ∈N e (yµ

1 )µ∈N são convergentes para y0 ∈ H1
0 (0, L)∩H2(0, L) e y1 ∈ H1

0 (0, L)

respectivamente então, (yµ)µ∈N é uma sequência de Cauchy em C0 ([0, T ];H1
0 (0, L) ∩H2(0, L))
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e (yµ
t )µ∈N é uma sequência de Cauchy em C0 ([0, T ];H1

0 (0, L)), o que implica existem ϕ e

ψ tais que

yµ → ϕ em C0
(
[0, T ];H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)
)
⊂ L∞

(
0, T ;H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)
)

yµ
t → ψ em C0

(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
⊂ L∞

(
0, T ;H1

0 (0, L)
)
.

Da unicidade dos limites segue que ϕ = y e ψ = yt.

Portanto y ∈ C0 ([0, T ];H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)) ∩ C1 ([0, T ];H1

0 (0, L)). �

2.2 Solução Fraca para Equação Viscoelástica

Na seção anterior obtivemos a existência de solução forte para o problema (2.1). Nesta

seção garantiremos a existência de solução para o mesmo problema, porém com dados

iniciais menos regulares. Iniciaremos com a de�nição de solução fraca, e em seguida

demonstraremos a existência desta solução usando argumentos de densidade, bem como

sua regularidade e unicidade.

De�nição 2.2.1 (Solução Fraca). Uma função y :]0, T [×]0, L[→ R é dita solução fraca

para o problema (2.1) se

y ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (0, L)
)

(2.46)

yt ∈ L∞
(
0, T ;L2(0, L)

)
(2.47)

ytt ∈ L1
(
0, T ;H−1(0, L)

)
(2.48)

d

dt
(yt, v) + ((y, v)) + ((g ∗ y, v)) = (f, v) (2.49)

no sentido de D′(0, T ), para toda v ∈ H1
0 (0, L),

ytt − yxx + g ∗ yxx = f ∈ L1
(
0, T ;H−1(0, L)

)
(2.50)

y(x, 0) = y0(x) e yt(x, 0) = y1(x). (2.51)

Teorema 2.2.2. Se y0 ∈ H1
0 (0, L), y1 ∈ L2(0, L) e f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)), então (2.1)

admite uma solução fraca.
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Prova: A existência de solução fraca do problema (2.1) será obtida a partir de apro-

ximações por soluções fortes, para isto considere para y0, y1 e f as seguintes aproximações

ym
0 ∈ H2(0, L) ∩H1

0 (0, L) tal que ym
0 → y0 em H1

0 (0, L), (2.52)

ym
1 ∈ H1

0 (0, L) tal que ym
1 → y1 em L2(0, L), (2.53)

fm ∈ C0
(
[0, T ];C2

0 [0, L]
)

tal que fm → f em L1
(
0, T ;L2(0, L)

)
. (2.54)

Para os dados ym
0 , y

m
1 e fm, temos que para cada m ∈ N existe solução forte

ym :]0, L[×]0, T [→ R para (2.1), conforme a De�nição 2.1.1, satisfazendo (2.5) - (2.9),

isto é, existe ym tal que

ym ∈ L∞
(
0, T ;H2(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
, (2.55)

ym
t ∈ L∞

(
0, T,H1

0 (0, L)
)
, (2.56)

ym
tt ∈ L1

(
0, T, L2(0, L)

)
, (2.57)

ym
tt − ym

xx + g ∗ ym
xx = fm q.s em Q, (2.58)

ym(x, 0) = ym
0 (x) e ym

t (x, 0) = ym
1 (x). (2.59)

Agora determinaremos estimativas para (ym)m∈N, de modo que o limite seja a solução

fraca de (2.1). Multiplicando (2.58) por v ∈ L2 (0, T ;H1
0 (0, L)) e integrando por partes

em ]0, L[, temos para cada t ∈]0, T [ a seguinte identidade∫ L

0

ym
tt (t)v dx+

∫ L

0

ym
x (t)vx dx−

∫ L

0

g ∗ ym
x (t)vx dx =

∫ L

0

fm(t)v dx (2.60)

tomando v = ym
t (t) em (2.60) temos∫ L

0

ym
tt (t)y

m
t (t) dx+

∫ L

0

ym
x (t)ym

tx(t) dx−
∫ L

0

g ∗ ym
x (t)ym

tx(t) dx =

∫ L

0

fm(t)ym
t (t) dx

ou seja

d

dt
E(t, ym)−

∫ L

0

g′�ym
x (t) dx+

∫ L

0

g(t)|ym
x (t)|2 dx = 2

∫ L

0

fm(t)ym
t (t) dx.

Integrando de 0 a t temos

E(t, ym) 6 E(0, ym) + 2

∫ t

0

∫ L

0

fm(s)ym
t (s) dxds (2.61)
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ou seja,

E(t, ym) 6 E(0, ym) +

∫ T

0

‖fm(s)‖L2(0,L) ds+

∫ t

0

‖fm(s)‖L2(0,L)E(s, ym)ds.

Da desigualdade Gronwall temos

‖ym
t (t)‖2

L2(0,L)+β0 ‖ym
x (t)‖2

L2(0,L) 6 C

(
‖ym

1 ‖
2
L2(0,L) +

∥∥ym
0,x

∥∥2

L2(0,L)
+

∫ T

0

‖fm(s)‖L2(0,L) ds

)
(2.62)

para todo t ∈]0, T [.

Tendo em vista que ym
0 → y0 em H1

0 (0, L), ym
1 → y1 em L2(0, L) e fm → f em

L1 (0, T ;L2[0, L]), conclui-se de (2.62) que

ym ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (0, L)
)
,

ym
t ∈ L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Logo existem subsequências (yn)n∈N de (ym)m∈N tais que

yn ∗
⇀ y em L∞

(
0, T ;H1

0 (0, L)
)
, (2.63)

yn
t

∗
⇀ yt em L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
. (2.64)

De (2.64) temos que

(yn
t , ω) → (yt, ω) , ∀ω ∈ L1

(
0, T ;L2(0, L)

)
.

O que implica∫ T

0

(yn
t , ω) dt→

∫ T

0

(yt, ω) dt, ∀ω ∈ L1
(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Como H1
0 (0, L) ↪→ L2(0, L), D(0, T ) ↪→ L1(0, T ), tomando ω = vθ, onde v ∈ H1

0 (0, L) e

θ ∈ D(0, T ) então∫ T

0

(yn
t (t), v) θ(t) dt→

∫ T

0

(yt(t), v) θ(t) dt, ∀v ∈ L2(0, L),∀θ ∈ D(0, T ),

ou seja, (yn
t (t), v) ⇀ (yt(t), v) em D′(0, T ), para toda v ∈ H1

0 (0, L).

Portanto,

d

dt
(yn

t (t), v) ⇀
d

dt
(yt(t), v) em D′(0, T ),∀v ∈ H1

0 (0, L). (2.65)
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De (2.63) temos que yn ∗
⇀ y em L∞ (0, T ;H1

0 (0, L)) ' [L1 (0, T ;H−1(0, L))]
′, o que

implica que

〈yn, ω〉 → 〈y, ω〉 , ∀ω ∈ L1
(
0, T ;H−1(0, L)

)
.

Usando os fatos de que H1
0 (0, L) ↪→ L2(0, L) ↪→ H−1(0, L) e D(0, T ) ↪→ L1(0, T ), e

tomando em particular ω = vθ com v ∈ H1
0 (0, L) e θ ∈ D(0, T ) temos∫ T

0

〈yn(t), v〉 θ(t) dt→
∫ T

0

〈y(t), v〉 θ(t) dt

e integrando por partes segue que∫ T

0

((yn(t), v)) θ(t) dt→
∫ T

0

((y(t), v)) θ(t) dt.

Portanto,

((yn(t), v)) ⇀ ((y(t), v)) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1
0 (0, L). (2.66)

De (2.54) temos que fn → f em L1 (0, T ;L2(0, L)). Para todo v ∈ H1
0 (0, L), e para

todo θ ∈ D(0, T ) obtemos∣∣∣∣∫ T

0

(fn(t), v) θ(t) dt−
∫ T

0

(f(t), v) θ(t) dt

∣∣∣∣ 6
∫ T

0

|(fn − f, v) θ(t)| dt

=

∫ T

0

|(fn − f, v)| |θ(t)| dt

6 c

∫ T

0

‖fn − f‖L2 |v| dt

= c|v| ‖fn − f‖L1(0,T,L2(0,L))

n→∞−→ 0,

isto é, ∫ T

0

(fn(t), v) θ(t) dt→
∫ T

0

(f(t), v) θ(t) dt. (2.67)

Portanto,

(fn(t), v) ⇀ (f(t), v) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1
0 (0, L). (2.68)

Multiplicando (2.60) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T , e tomando m = n temos∫ T

0

d

dt
(yn

t (t), v) θ(t) dt+

∫ T

0

((yn(t), v)) θ(t) dt−
∫ T

0

((g ∗ yn(t), v)) θ(t) dt

=

∫ T

0

(fn(t), v) θ(t) dt

(2.69)
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fazendo n→∞ em (2.69), e observando as convergências (2.65), (2.66) e (2.68), obtemos

d

dt
(yt(t), v) + ((y(t), v))− ((g ∗ y(t), v)) = (f(t), v) (2.70)

em D′(0, T ) para todo v ∈ H1
0 (0, L).

Para mostrar que ytt ∈ L1 (0, T ;H−1(0, L)), tomemos n→ +∞ em (2.69) e integrando

por partes com respeito a variável espacial temos

−
∫ T

0

(yt(t), v) θt(t) dt−
∫ T

0

〈yxx(t), v〉H−1×H1
0
θ dt

+

∫ T

0

〈g ∗ yxx(t), v〉H−1×H1
0
θ dt =

∫ T

0

(f(t), v) θ(t) dt,

(2.71)

pois f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)) ↪→ L1 (0, T ;H−1(0, L)).

Considere agora

G(t) = yxx(t) + g ∗ yxx(t) + f(t) ∈ H−1 (0, L) .

Usando (2.71) segue que

−
∫ T

0

〈yt, v〉 θt dt =

∫ T

0

〈G, v〉 θ dt ∀v ∈ H1
0 (0, L), e θ ∈ D(0, T ). (2.72)

Da Proposição 1.2.28, obtemos〈
−
∫ T

0

ytθt dt, v

〉
H−1×H1

0

=

〈∫ T

0

Gθ dt, v

〉
H−1×H1

0

∀v ∈ H1
0 (0, L) (2.73)

ou seja,

−
∫ T

0

ytθt dt =

∫ T

0

Gθ dt. (2.74)

Assim temos que yt G pertencem a L1 (0, T ;H−1(0, L)) e satisfazem (2.74). Segue do

Lema de Temam que

yt(t) = ξ +

∫ t

0

G(s) ds, ξ ∈ H−1(0, L)

e yt ∈ C0 ([0, T ];H−1(0, L)), e além disto tem-se

d

dt
〈yt, η〉 = 〈G, η〉 em D′(0, T ), ∀η ∈ H1

0 (0, L).
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De (2.74) segue que

〈ytt, θ〉 = 〈G, θ〉

o que implica que ytt ∈ L1 (0, T ;H−1(0, L)) e ytt = G em L1 (0, T ;H−1(0, L)), ou seja

ytt − yxx + g ∗ yxx = f em L1
(
0, T ;H−1(0, L)

)
(2.75)

Mostraremos que y(x, 0) = y0(x) e yt(x, 0) = y1(x).

De (2.63) e (2.64) segue que∫ T

0

(yn(t), v) θ′(t) dt→
∫ T

0

(y(t), v) θ′(t) dt ∀θ′ ∈ L2(0, T ), v ∈ L2(0, L), (2.76)

∫ T

0

(yn
t (t), v) θ(t) dt→

∫ T

0

(yt(t), v) θ(t) dt ∀θ ∈ L2(0, T ), v ∈ L2(0, L). (2.77)

Tomando em particular, para θ ∈ C1 ([0, T ]) tal que θ(T ) = 0 e θ(0) = 1 em (2.76) e

(2.77) temos∫ T

0

d

dt
[(yn(t), v) θ(t)] dt→

∫ T

0

d

dt
[(y(t), v) θ(t)] dt, ∀v ∈ L2(0, L)

isto é,

(yn(T ), v) θ(T )− (yn(0), v) θ(0) → (y(T ), v) θ(T )− (y(0), v) θ(0) ∀v ∈ L2(0, L).

Da escolha de θ segue que

(yn(0), v) → (y(0), v) (2.78)

para todo v ∈ L2(0, L), (em particular para v ∈ H1
0 (0, L)).

Por outro lado, de (2.52) temos, yn(x, 0) = yn(0) → y0(x) em L2(0, L), o que im-

plica yn(x, 0) ⇀ y0(x) em L2(0, L). Disto e de (2.78), segue da unicidade do limite que

y(x, 0) = y0(x).

Mostraremos que yt(x, 0) = y1(x). De fato, por (2.64) sabemos que

yt ∈ L∞ (0, T ;L2(0, L)) ↪→ L1 (0, T ;L2(0, L)), e por (2.75) temos que ytt ∈ L1 (0, T ;H−1(0, L)).

Assim, pelo Lema de Kim temos que yt ∈ C0 ([0, T ];H−1(0, L)).

37



Seja δ > 0 e considere

θδ(t) =

 − t
δ

+ 1 se 0 6 t 6 δ

0 se δ < t 6 T.

Note que θδ ∈ H1(0, T ) pois∫ T

0

|θδ(t)|2 dt 6
∫ δ

0

12 dt = δ <∞

e ∫ T

0

|θ′δ(t)|
2
dt =

∫ δ

0

|θ′δ(t)|
2
dt =

∫ δ

0

1

δ2
dt =

1

δ
<∞.

uma vez que

θ′δ(t) =

 −1
δ

se 0 6 t 6 δ

0 se δ < t 6 T.

Multiplicando a equação (2.60) por θδ e integrando em t de 0 a T obtemos∫ T

0

(ym
tt (t), v) θδ(t) dt+

∫ T

0

(ym
x (t), vx) θδ(t) dt−

∫ T

0

((g ∗ ym(t), v)) θδ(t) dt =

=

∫ T

0

(fm(t), v) θδ(t) dt

para todo v ∈ H1
0 (0, L).

Integrando por partes temos

(ym
t (t), v) θδ(t)|T0 −

∫ T

0

(ym
t (t), v) θ′δ(t) dt+

∫ T

0

(ym
x (t), vx) θδ(t) dt−

−
∫ T

0

((g ∗ ym(t), v)) θδ(t) dt =

∫ T

0

(fm(t), v) θδ(t) dt

ou seja,

− (ym
t (0), v) +

1

δ

∫ δ

0

(ym
t (t), v) dt+

∫ δ

0

(ym
x (t), vx) θδ(t) dt−

−
∫ δ

0

((g ∗ ym(t), v)) θδ(t) dt =

∫ δ

0

(fm(t), v) θδ(t) dt.

(2.79)

para todo v ∈ H1
0 (0, L).

Tomando m = n e de (2.53) temos yn
1 ⇀ y1 em L2(0, L), ou seja

(yn
1 , v) → (y1, v) ∀v ∈ L2(0, L).

38



Como yn
1 = yn

t (0) ∈ H1
0 (0, L) ⊂ L2(0, L) temos em particular que

(yn
t (0), v) → (y1, v) ∀v ∈ H1

0 (0, L).

Sendo assim, em (2.79) temos para todo v ∈ H1
0 (0, L)

− (y1, v) +
1

δ

∫ δ

0

(yt, v) dt+

∫ δ

0

(yx(t), vx) θδ(t) dt−
∫ δ

0

((g ∗ y(t), v)) θδ(t) dt

=

∫ δ

0

(f(t), v) θδ(t) dt

e tomando δ → 0 concluímos que para toda v ∈ H1
0 (0, L) tem-se (y1, v) = (yt(0), v).

Portanto y1 = yt(0).

O próximo resultado é acerca da regularidade da solução fraca.

Teorema 2.2.3 (Regularidade da Solução Fraca). Se y = y(x, t) é solução fraca de (2.1)

então

y ∈ C0
(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];L2(0, L)

)
. (2.80)

Prova: Seja (ym)m∈N a sequência de aproximações por soluções fortes, então de (2.55) e

de (2.56) temos pelo Lema de Kim que

ym ∈ C
(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
. (2.81)

Por outro lado de (2.56) e de (2.57) temos pelo Lema de Kim que ym
t ∈ C ([0, T ];L2(0, L)),

isto é,

ym ∈ C0
(
[0, T ];L2(0, L)

)
. (2.82)

Tomando as sequências de solução fortes (aproximadas), para m > n, temos

ym
tt − ym

xx + g ∗ ym
xx = fm (2.83)

yn
tt − yn

xx + g ∗ yn
xx = fn (2.84)

subtraindo (2.84) de (2.83) temos

(ym − yn)tt − (ym − yn)xx + g ∗ (ym − yn)xx = fm − fn. (2.85)
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Multiplicando (2.85) por v ∈ L2 (0, T ;H1
0 (0, L)) e integrando em ]0, L[ segue que

(ym
tt − yn

tt, v) + ((ym − yn, v)) + ((g ∗ (ym − yn), v)) = (fm − fn, v) .

Tomando em particular v = ym
t − yn

t ∈ L∞ (0, T ;H1
0 (0, L)) ⊂ L2 (0, L;H1

0 (0, L)) obtemos

‖(ym
t − yn

t )(·, t)‖2
L2(0,L) + β0 ‖(ym

x − yn
x)(·, t)‖2

L2(0,L) 6

6 C

(
‖ym

1 − yn
1 ‖

2
L2(0,L) +

∥∥ym
0,x − yn

0,x

∥∥2

L2(0,L)
+

∫ T

0

‖(fm − fn)(·, t)‖L2(0,L) dt

)
.

Seja β̃0 = min{1, β0}, então

‖ym
t − yn

t ‖
2
L2(0,L) + ‖ym

x − yn
x‖

2
L2(0,L) 6

6 C1

(
‖ym

1 − yn
1 ‖

2
L2(0,L) +

∥∥ym
0,x − yn

0,x

∥∥2

L2(0,L)
+

∫ T

0

‖(fm − fn)(·, t)‖L2(0,L) dt

)
onde C1 = C/β̃0.

Usando as convergências (2.52)-(2.54) concluímos que

max
06t6T

‖(ym
t − yn

t )(·, t)‖2
L2(0,L)

m,n→∞−→ 0,

max
06t6T

‖(ym
x − yn

x)(·, t)‖2
L2(0,L)

m,n→∞−→ 0,

ou seja, (ym)m∈N é uma sequência de Cauchy em C0 ([0, T ];H1
0 (0, L)) e (ym

t )m∈N é uma

sequência de Cauchy em C0 ([0, T ];L2(0, L)), o que implica

ym → ϕ em C0
(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
⊂ L∞

(
0, T ;H1

0 (0, L)
)

e

ym
t → ψ em C0

(
[0, T ];L2(0, L)

)
⊂ L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Da unicidade dos limites segue que ϕ = y e ψ = yt.

Portanto y ∈ C0 ([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1 ([0, T ];L2(0, L)). �

Agora vamos estabelecer a inequação de energia associada à solução fraca.

Teorema 2.2.4. Se y = y(x, t) é uma solução fraca de (2.1) então temos a seguinte

inequação de energia

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + β0 ‖y(·, t)‖2

H1
0 (0,L) 6 ‖y1‖2

L2(0,L) + ‖y0‖2
H1

0 (0,L) + 2

∫ t

0

(f(s), yt(s)) ds

para todo t ∈]0, T [.
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Prova: Seja (ym)m∈N a sequência de soluções fortes como no Teorema 2.2.2. Então de

(2.61) tomando m = µ temos:

‖yµ
t (·, t)‖2

L2(0,L) + β(t) ‖yµ
x(·, t)‖2

L2(0,L)

6
∫ L

0

|yµ
1 |2 + |yµ

0,x|2 dx+ 2

∫ t

0

(fµ(s), yµ
t (s)) ds.

(2.86)

Multiplicando (2.86) por uma função degrau ζ > 0 em ]0, T [ e integrando de 0 a T

temos ∫ T

0

‖yµ
t (·, t)‖2

L2(0,L) ζ(t) dt+ β0

∫ T

0

‖yµ
x(·, t)‖2

L2(0,L) ζ(t) dt 6∫ T

0

‖yµ
1‖

2
L2(0,L) ζ(t) dt+

∫ T

0

∥∥yµ
0,x

∥∥2

L2(0,L)
ζ(t) dt+ 2

∫ T

0

ζ(t)

∫ t

0

(fµ(s), yµ
t (s)) dsdt

(2.87)

Usando a semicontinuidade inferior da norma com respeito a convergência fraca, obte-

mos ∫ T

0

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt 6 lim inf

µ→∞

∫ T

0

‖yµ
t (·, t)‖2

L2(0,L) ζ(t) dt (2.88)∫ T

0

‖yx(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt 6 lim inf

µ→∞

∫ T

0

‖yµ
x(·, t)‖2

L2(0,L) ζ(t) dt. (2.89)

Tomando o limite inferior em ambos os lados de (2.87), e observando que

lim inf u+ lim inf v 6 lim inf(u+ v)

segue de (2.88), (2.87) e (2.68)∫ T

0

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt+ β0

∫ T

0

‖yx(·, t)‖2
L2(0,L) ζ(t) dt 6

6
∫ T

0

‖y1‖2
L2(0,L) ζ(t) dt+

∫ T

0

‖y0,x‖2
L2(0,L) ζ(t) dt+ 2

∫ T

0

∫ t

0

(f, yt) ζ(t) dsdt. (2.90)

Observe que os integrandos em (2.90) são L1(0, T ). Se s ∈]0, T [, considere a função

degrau ζh(t) = ζ(t) sobre ]s− h, s+ h[⊂]0, T [ e zero no complementar. Substituindo ζ(t)

por ζh(t) em (2.90), dividindo ambos os lados por 1
2h

e tomando o limite quando h → 0

obtemos, para t ∈]0, T [, em virtude de ζ(t) > 0

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L)+β0 ‖yx(·, t)‖2

L2(0,L) 6 ‖y1‖2
L2(0,L)+‖y0,x‖2

L2(0,L)+2

∫ t

0

(f(s), yt(s)) ds. �

Temos os seguinte corolários
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Corolário 2.2.5. Se y = y(x, t) é uma solução fraca de (2.1), então temos a seguinte

inequação

‖yt(·, t)‖L2(0,L) + ‖y(·, t)‖H1
0 (0,L) 6 C

(
‖y1‖L2(0,L) + ‖y0‖H1

0 (0,L) + ‖f‖L1(0,T ;L2(0,L))

)
em [0, T ].

Prova: Tomando a desigualdade do Teorema 2.2.4 e observando que (a+b)2 6 2(a2+b2) 6

2(a+ b)2, para a, b > 0, temos(
‖yt(·, t)‖L2(0,L) + ‖yx(·, t)‖L2(0,L)

)2

6 2
(
‖y1‖L2(0,L) + ‖y0,x‖L2(0,L)

)2

+ 2

∫ t

0

2 ‖f(·, s)‖L2(0,L) ‖yt(·, s)‖L2(0,L) ds.

Usando o Lema 1.2.7 segue que

‖yt(·, t)‖L2(0,L) + ‖yx(·, t)‖L2(0,L) 6
√

2
(
‖y1‖L2(0,L) + ‖y0,x‖L2(0,L)

)
+ 2

∫ t

0

‖f(·, s)‖L2(0,L) ds

6 C

(
‖y1‖L2(0,L) + ‖y0,x‖L2(0,L) +

∫ T

0

‖f(s)‖L2(0,L) ds

)
.�

Corolário 2.2.6. Se y = y(x, t) é uma solução fraca de (2.1) então

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖y(·, t)‖2

H1
0 (0,L) 6 C

(
‖y1‖2

L2(0,L) + ‖y0‖2
H1

0 (0,L) + ‖f‖2
L1(0,T ;L2(0,L))

)
.

Prova: Elevando ao quadrado ambos membros da desigualdade do Corolário 2.2.5 obte-

mos(
‖yt(·, t)‖L2(0,L) + ‖y(·, t)‖H1

0 (0,L)

)2

6 C2
(
‖y1‖L2(0,L) + ‖y0‖H1

0 (0,L) + ‖f‖L1(0,T ;L2(0,L))

)2

.

Usando a desigualdade a2 + b2 6 (a+ b)2 6 2(a2 + b2) temos que existe uma constante

C > 0 tal que

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖y(·, t)‖2

H1
0 (0,L) 6 C

(
‖y1‖2

L2(0,L) + ‖y0‖2
H1

0 (0,L) + ‖f‖2
L1(0,T ;L2(0,L))

)
.�

Corolário 2.2.7. Se y0 ∈ H1
0 (0, L), y1 ∈ L2(0, L) e f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)), então (2.1)

possui uma única solução fraca.
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Prova: A existência de solução fraca foi estabelecida no Teorema 2.2.2. Considere y e ỹ

duas soluções fracas para o problema (2.1). Sendo assim Y = y − ỹ é solução fraca para

o seguinte problema ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ytt − Yxx + g ∗ Yxx = 0 em ]0, L[×]0, T [

Y (0, t) = Y (L, t) = 0 em ]0, T [

Y (x, 0) = Yt(x, 0) = 0 em ]0, L[

Assim do Teorema 2.2.4 temos

‖Yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖Y (·, t)‖2

H1
0 (0,L) 6 0.

Portanto Y = 0 quase sempre em ]0, L[×]0, T [, ou seja, y = ỹ quase sempre em

]0, L[×]0, T [. �

2.2.1 Regularidade Escondida

Nesta seção estabeleceremos o comportamento da solução fraca na fronteira do domínio,

mais precisamente, iremos estabelecer a regularidade escondida que será dada na Proposição

2.2.10.

Lema 2.2.8. Se y = y(x, t) é uma solução forte de (2.1) então a seguinte identidade é

verdadeira

1

2

∫ T

0

|(yx − g ∗ yx)(0, t)|2 dt =

∫ L

0

q (ytyx)|T0 dx+
1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|yt|2 + |yx|2 dxdt−

− 1

L

∫ T

0

∫ L

0

g ∗ yxyx dxdt−
∫ L

0

q (ytg ∗ yx)|T0 dx+

+

∫ T

0

∫ L

0

qytg
′ ∗ yx dxdt+ g(0)

∫ T

0

∫ L

0

qyxyt dxdt+

+
1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|g ∗ yx|2 dxdt−
∫ T

0

∫ L

0

fq(yx − g ∗ yx) dxdt

onde q : [0, L] → R, q(x) = x−L
L

.
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Prova: Multiplicando (2.1) por q(yx − g ∗ yx) e integrando em ]0, L[×]0, T [ temos∫ T

0

∫ L

0

yttq(yx − g ∗ yx) dxdt︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫ T

0

∫ L

0

(yxx − g ∗ yxx)q(yx − g ∗ yx) dxdt︸ ︷︷ ︸
I2

=

=

∫ T

0

∫ L

0

fq(yx − g ∗ yx) dxdt.

(2.91)

Note que

I1 =

∫ L

0

∫ T

0

yttqyx dtdx−
∫ L

0

∫ T

0

yttqg ∗ yx dtdx. (2.92)

Aplicando integração por partes na variável t no primeiro termo do lado direito de I1

temos∫ L

0

∫ T

0

yttqyx dxdt =

∫ L

0

[
(ytqyx)|T0 −

∫ T

0

ytqyxt dt

]
dx

=

∫ L

0

(ytqyx)|T0 dx− 1

2

∫ L

0

∫ T

0

(
d

dx
|yt|2

)
q dxdt

=

∫ L

0

(ytqyx)|T0 dx− 1

2

∫ T

0

[(
|yt|2q

)∣∣L
0
−
∫ L

0

|yt|2qx dx
]
dt

=

∫ L

0

(ytqyx)|T0 dx− 1

2

∫ T

0

(
|yt|2q

)∣∣L
0
dt︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

2

∫ T

0

∫ L

0

|yt|2 qx dxdt

ou seja, ∫ T

0

∫ L

0

yttqyx dxdt =

∫ L

0

(ytqyx)|T0 dx+
1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|yt|2 dxdt. (2.93)

De modo análogo temos∫ L

0

∫ T

0

yttqg ∗ yx dtdx =

∫ L

0

[
(ytqg ∗ yx)|T0 −

∫ T

0

ytq(g ∗ yx)t dt

]
dx

=

∫ L

0

q (ytg ∗ yx)|T0 dx−
∫ L

0

∫ T

0

ytq(g ∗ yx)t dtdx

=

∫ L

0

q (ytg ∗ yx)|T0 dx−
∫ L

0

∫ T

0

ytq(g
′ ∗ yx + g(0)yx) dtdx

=

∫ L

0

q (ytg ∗ yx)|T0 dx−
∫ L

0

∫ T

0

ytqg
′ ∗ yx dtdx

+g(0)

∫ L

0

∫ T

0

qytyx dtdx

ou seja,∫ L

0

∫ T

0

yttqg ∗ yx dtdx =

∫ L

0

q (ytg ∗ yx)|T0 dx−
∫ L

0

∫ T

0

ytqg
′ ∗ yx dtdx

+g(0)

∫ L

0

∫ T

0

qytyx dtdx.

(2.94)
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Substituindo (2.93) e (2.94) em (2.92) obtemos

I1 =

∫ L

0

(ytqyx)|T0 dx+
1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|yt|2 dxdt−
∫ L

0

q (ytg ∗ yx)|T0 dx+

+

∫ L

0

∫ T

0

ytqg
′ ∗ yx dtdx− g(0)

∫ L

0

∫ T

0

qytyx dtdx.

Por outro lado

I2 =

∫ T

0

∫ L

0

(yxx − g ∗ yxx)q(yx − g ∗ yx) dxdt =
1

2

∫ T

0

∫ L

0

q
d

dx
|yx − g ∗ yx|2 dxdt

e aplicando integração por partes na variável x obtemos

1

2

∫ T

0

∫ L

0

q
d

dx
|yx − g ∗ yx|2 dxdt =

1

2

∫ T

0

[
q (yx − g ∗ yx)

2
∣∣L
0
−
∫ L

0

qx|yx − g ∗ yx|2 dx
]
dt

=
1

2

∫ T

0

(yx(0, t)− g ∗ yx(0, t))
2 dt

− 1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|yx − g ∗ yx|2 dxdt.

Logo

I2 =
1

2

∫ T

0

|(yx − g ∗ yx)(0, t)|2 dt−
1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|yx − g ∗ yx|2 dxdt. (2.95)

Assim, substituindo I1 e I2 em (2.91) e isolando o termo
1

2

∫ T

0

|(yx − g ∗ yx)(0, t)|2 dx,

temos a identidade desejada. �

De�na o funcional

E(t, y) = ‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖y(·, t)‖2

H1
0 (0,L) .

Lema 2.2.9. Se y = y(x, t) é solução fraca (ou forte) de (2.1) então existe uma constante

C > 0 que depende de T tal que as seguintes desigualdades

‖g ∗ yx(·, t)‖2
L2(0,L) 6 C max

06t6T
E(t, y) (2.96)

e

‖(yx − g ∗ yx)(·, t)‖2
L2(0,L) 6 C max

06t6T
E(t, y). (2.97)

são verdadeiras para todo t ∈ [0, T ].
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Prova: Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|g ∗ yx(x, t)|2 =

∣∣∣∣∫ t

0

g(t− τ)yx(x, τ) dτ

∣∣∣∣2 6
∫ t

0

|g(t− τ)|2 dτ
∫ t

0

|yx(x, τ)|2 dτ

6 K

∫ T

0

|yx(x, τ)|2 dτ.

Integrando sobre [0, L] segue que∫ L

0

|g ∗ yx(x, t)|2 dx 6 K

∫ L

0

∫ T

0

|yx(x, τ)|2 dτdx = K

∫ T

0

∫ L

0

|yx(x, τ)|2 dxdτ.

Logo

‖g ∗ yx(·, t)‖2
L2(0,L) 6 K

∫ T

0

‖yx(·, τ)‖2
L2(0,L) dτ 6 C max

06t6T
E(t, y) (2.98)

onde C = KT e K =
∫ T

0
|g(t− τ)|2 dτ . Portanto segue (2.96).

Por outro lado, temos

|(yx − g ∗ yx)(x, t)|2 6 |yx(x, t)|2 + 2 |yx(x, t)| |g ∗ yx(x, t)|+ |g ∗ wx(x, t)|2

6 2 |yx(x, t)|2 + 2 |g ∗ yx(x, t)|2

6 2 |yx(x, t)|2 + 2

∫ t

0

|g(t− s)|2 ds
∫ t

0

|yx(·, s)|2 ds

6 2 |yx(x, t)|2 + 2K

∫ T

0

|yx(·, s)|2 ds.

Integrando em [0, L] temos

‖(yx − g ∗ yx)(·, t)‖2
L2(0,L) dx 6 2 ‖yx(·, t)‖2

L2(0,L) + 2K

∫ T

0

‖yx(·, s)‖2
L2(0,L) ds

isto é

‖(yx − g ∗ yx)(·, t)‖2
L2(0,L) 6 C max

06t6T
E(t, y)

onde a constante C é escolhida de tal forma que

C > 2(1 +KT ) e C max
06t6T

E(t, y) > 1, (2.99)

e assim segue (2.97). �

Proposição 2.2.10. Se y = y(x, t) é solução forte de (2.1) então existe uma constante

C > 0 que depende de T tal que

‖yx(0, ·)− g ∗ yx(0, ·)‖2
L2(0,T ) 6 C max

06t6T
E(t, y).
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Prova: Estimaremos cada termo da identidade do Lema 2.2.8.

Note que max
06x6L

|q(x)| 6 1 e usando o Corolário 2.2.6 obtemos

∫ L

0

(ytqyx)|T0 dx =

∫ L

0

q (ytyx)|T0 dx 6 (yt, yx)|T0 6 2 sup
06t6T

|(yt, yx)|

6 2 ‖yt(·, t)‖L2(0,L) ‖yx(·, t)‖L2(0,L)

6 ‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖yx(·, t)‖2

L2(0,L) 6 max
06t6T

E(t, y),

(2.100)

1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|yt|2 + |yx|2 dxdt 6
1

2L

∫ T

0

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖yx(·, t)‖2

L2(0,L) dt

6
T

2L
max
06t6T

E(t, y)
(2.101)

e

g(0)

∫ T

0

∫ L

0

ytqyx dx 6 g(0)

∫ T

0

|(qyt, yx)| dt

6 g(0)

∫ T

0

‖yt(·, t)‖L2(0,L) ‖yx(·, t)‖L2(0,L) dt

6
g(0)

2

∫ T

0

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖yx(·, t)‖2

L2(0,L) dt

6
g(0)

2
T max

06t6T
E(t, y).

(2.102)

Usando a desigualdade (2.96) do Lema 2.2.9 juntamente com o Corolário 2.2.6 segue

−
∫ T

0

∫ L

0

g ∗ yxyx dxdt 6
∫ T

0

|(g ∗ yx, yx)| dt

6
∫ T

0
‖g ∗ yx(·, t)‖L2(0,L) ‖yx(·, t)‖L2(0,L) dt

6
1

2

∫ T

0

‖g ∗ yx(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖yx(·, t)‖2

L2(0,L) dt

6
1

2
C max

06t6T
E(t, y),

(2.103)

∫ L

0

q (ytg ∗ yx)|T0 dx 6 (yt, g ∗ yx)|T0 6 2 sup
06t6T

|(yt, g ∗ yx)|

6 2 ‖yt(·, t)‖L2(0,L) ‖g ∗ yx(·, t)‖L2(0,L)

6 ‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖g ∗ yx(·, t)‖2

L2(0,L)

6 C max
06t6T

E(t, y),

(2.104)
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e usando a hipótese (2.2) segue que∫ T

0

∫ L

0

qytg
′ ∗ yx dxdt 6

∫ T

0

|(qyt, g
′ ∗ yx)| dt

6
∫ T

0
‖yt(·, t)‖L2(0,L) ‖g′ ∗ yx(·, t)‖L2(0,L) dt

6
1

2

∫ T

0

‖yt(·, t)‖2
L2(0,L) + ‖g′ ∗ yx(·, t)‖2

L2(0,L) dt

6 C max
06t6T

E(t, y).

(2.105)

De (2.97) temos

−
∫ T

0

∫ L

0

fq(yx − g ∗ yx)dxdt 6

∣∣∣∣∫ T

0

∫ L

0

f(yx − g ∗ yx)dxdt

∣∣∣∣
6

∫ T

0

|(f, (yx − g ∗ yx))| dt

6
∫ T

0

‖f(·, t)‖L2(0,L) ‖(yx − g ∗ yx)(·, t)‖L2(0,L) dt

6 ‖f‖L1(0,T ;L2(0,L))

√
C max

06t6T
E(t, y).

Da escolha de C em (2.99) concluí-se que

−
∫ T

0

∫ L

0

fq(yx − g ∗ yx)dxdt 6 C max
06t6T

E(t, y). (2.106)

Portanto de (2.100) - (2.106) temos que é válida a desigualdade (2.2.10). �

Teorema 2.2.11 (Regularidade Escondida). Se y = y(x, t) é uma solução fraca (2.1)

então

(yx − g ∗ yx)(0, ·) ∈ L2(0, T ) (2.107)

e ∫ T

0

∣∣∣∣yx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)yx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt 6 C
(
E(0, y) + ‖f‖2

L1(0,T ;L2(0,L))

)
. (2.108)

Prova: Seja S o conjunto das soluções fortes de (2.1) e seja W o conjunto das soluções

fracas de (2.1) munido com a norma ||| · ||| dada por

|||y|||2 = sup
06t6T

E(t, y)
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Temos que S ⊂ W e S é denso em W. De fato, dados y0 ∈ H1
0 (0, L), y1 ∈ L2(0, L) e

f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)), seja yn
0 ∈ H1

0 (0, L)∩H2(0, L), yn
1 ∈ H1

0 (0, L) e fn ∈ L1 (0, T ;H1
0 (0, L))

de modo que

yn
0 → y0, yn

1 → y1 e fn → f. (2.109)

Para cada n ∈ N, seja yn = yn(x, t) a solução do problema (2.1) correspondente aos

dados iniciais yn
0 , y

n
1 e fn, e seja y = y(x, t) a solução do sistema (2.1) correspondente aos

dados iniciais y0, y1 e f , ou seja temos que yn ∈ S e y ∈ W.

Deste modo yn − y é uma solução fraca do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(yn − y)tt − (yn − y)xx + g ∗ (yn − y)xx = fn − f em ]0, L[×]0, T [

(yn − y)(0, t) = 0 = (yn − y)(L, t) em ]0, T [

(yn − y)(x, 0) = yn
0 (x)− y0(x) em ]0, L[

(yn − y)t(x, 0) = yn
1 (x)− y1(x) em ]0, L[

Aplicando o Corolário 2.2.6 segue que

‖(yn
t − yt)(·, t)‖2

L2(0,L) + ‖(yn − y)(·, t)‖2
H1

0 (0,L)

6 C
(
‖yn

1 − y1‖2
L2(0,L) + ‖yn

0 − y0‖2
H1

0 (0,L) + ‖fn − f‖2
L1(0,T ;L2(0,L))

)
,

ou seja,

|||yn − y|||2 6 C
(
‖yn

1 − y1‖2
L2(0,L) + ‖yn

0 − y0‖2
H1

0 (0,L) + ‖fn − f‖2
L1(0,T ;L2(0,L))

)
e tomando n→∞ segue que |||yn − y||| → 0.

De�na
γ : S −→ L2(0, T )

y 7−→ γy = (yx − g ∗ yx)(0, ·)

e observe que γ é contínua com respeito a norma ||| · ||| pois, da Proposição 2.2.10 temos

‖γy‖2
L2(0,T ) 6 C sup

06t6T
E(t, y) = C |||y|||2 .

Como γ é linear e contínua, pelo Teorema de Hahn-Banach, γ admite uma extensão

contínua, γ̂ : W → L2(0, T ), assim para todo y ∈ W, existe (yn)n∈N ∈ S tal que lim
n→∞

yn =
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y, logo

‖γ̂y‖2
L2(0,T ) =

∥∥∥γ̂ lim
n→∞

yn
∥∥∥2

L2(0,T )

= lim
n→∞

‖γyn‖2
L2(0,T )

= lim
n→∞

‖yn
x(0, ·)− g ∗ yn

x(0, ·)‖2
L2(0,T ) .

Usando a Proposição 2.2.10 e o Corolário 2.2.6 temos que

‖yn(0, ·)− g ∗ yn
x(0, ·)‖2

L2(0,T ) 6 C max
06t6T

E(t, yn) 6 C
[
E(0, yn) + ‖fn‖2

L1(0,T ;L2(0,L))

]
assim de 2.109 temos

‖γ̂y‖2
L2(0,T ) 6 C lim

n→∞

(
E(0, yn) + ‖fn‖2

L1(0,T ;L2(0,L))

)
6 C

(
E(0, y) + ‖f‖2

L1(0,T ;L2(0,L))

)
o que completa a demonstração do teorema. �

2.3 Solução Ultra Fraca para Equação Viscoelástica

Considere o seguinte problema de valor inicial e de contorno não-homogêneo∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ztt − zxx + g ∗ zxx = 0 em ]0, L[×]0, T [

z(0, t) = v(t), z(L, t) = 0 em ]0, T [

z(x, 0) = z0(x), zt(x, 0) = z1(x) em ]0, L[.

(2.110)

Nesta seção estamos interessados em obter solução de (2.110). Iniciaremos com a

de�nição do que se entende por solução de (2.110) e estabeleceremos a existência e unici-

dade bem como sua regularidade.

Multiplicando (2.110)1 por θ = θ(x, t), e integrando por partes formalmente sobre

]0, L[×]0, T [ temos∫ L

0

zt(x, T )θ(x, T )−z1(x)θ(x, 0)−z(x, T )θt(x, T )+z0(x)θt(x, 0)+

∫ T

0

z(x, t)θtt(x, t) dt dx

−
∫ T

0

zx(L, t)θ(L, t)−zx(0, t)θ(0, t)−z(L, t)θx(L, t)+z(0, t)θx(0, t)+

∫ L

0

z(x, t)θxx(x, t) dxdt
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+

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s) [zx(L, s)θ(L, t)− zx(0, s)θ(0, t)− z(L, t)θx(L, t)] dsdt

+

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)

[
z(0, t)θx(0, t) +

∫ L

0

z(x, s)θxx(x, t) dx

]
dsdt = 0

ou seja, ∫ L

0

∫ T

0

z [θtt − θxx] dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)z(x, s)θxx(x, t) dsdtdx =

−
∫ L

0

zt(x, T )θ(x, T ) dx+

∫ L

0

z1(x)θ(x, 0) dx+

∫ L

0

z(x, T )θt(x, T ) dx−
∫ L

0

z0(x)θt(x, 0) dx+

+

∫ T

0

zx(L, t)θ(L, t) dt−
∫ T

0

zx(0, t)θ(0, t) dt−
∫ T

0

z(L, t)θx(L, t) dt+

∫ T

0

z(0, t)θx(0, t) dt−

−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)zx(L, s)θ(L, t) dsdt+

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)zx(0, s)θ(0, t) dsdt+

+

∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)z(L, s)θx(L, t) dsdt−
∫ T

0

∫ t

0

g(t− s)z(0, s)θx(0, t) dsdt.

Como não temos informações sobre z(x, T ), zt(x, T ) e zx(x, t), escolhamos θ(x, T ) = 0,

θt(x, T ) = 0 e θ(0, t) = θ(L, t) = 0 para t ∈]0, T [, e usando as condições iniciais e de

contorno sobre z, e da inversão da ordem de integração,
∫ T

0

∫ t

0
dsdt =

∫ T

0

∫ T

s
dtds, temos∫ L

0

∫ T

0

z [θtt − θxx] dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

∫ T

s

g(t− s)z(x, s)θxx(x, t) dtdsdx =

+

∫ L

0

z1(x)θ(x, 0) dx−
∫ L

0

z0(x)θt(x, 0) dx

+

∫ T

0

v(t)θx(0, t) dt−
∫ T

0

∫ T

s

g(t− s)v(s)θx(0, t) dtds.

Renomeando as variáveis, t por s e vice versa (na convolução) obtemos∫ L

0

∫ T

0

z(x, t)

[
θtt(x, t)− θxx(x, t) +

∫ T

t

g(s− t)θxx(x, s) ds

]
dtdx =

+

∫ L

0

z1(x)θ(x, 0) dx−
∫ L

0

z0(x)θt(x, 0) dx+

∫ T

0

v(t)

(
θx(0, t)−

∫ T

t

g(s− t)θx(0, s) ds

)
dt

sendo assim podemos colocar a seguinte igualdade〈
z(x, t), θtt(x, t)− θxx(x, t) +

∫ T

t

g(s− t)θxx(x, s) ds

〉
=

= 〈z1(x), θ(x, 0)〉 − 〈z0(x), θt(x, 0)〉+

〈
v(t), θx(0, t)−

∫ T

t

g(s− t)θx(0, s) ds

〉 (2.111)
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onde 〈·, ·〉 denota diferentes pares de dualidade.

Considere

θtt(x, t)− θxx(x, t) +

∫ T

t

g(s− t)θxx(x, s) ds := f̂(x, t)

juntamente com as condições iniciais e de contorno sobre θ

θ(0, t) = θ(L, t) = 0

θ(x, T ) = θt(x, T ) = 0.

Do Teorema 2.2.2 e do Corolário 2.2.7, segue que se f̂ ∈ L1(0, T ;L2(0, L)) o seguinte

problema admite uma única solução fraca∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θtt(x, t)− θxx(x, t) +

∫ T

t

g(s− t)θxx(x, s) ds = f̂(x, t) em ]0, L[×]0, T [

θ(0, t) = θ(L, t) = 0 em ]0, T [

θ(x, T ) = 0, θt(x, T ) = 0 em ]0, L[.

(2.112)

De fato, se f̂ ∈ L1(0, T, L2(0, L)), considerando a mudança de variáveis T − t no lugar

de t, obteremos

θtt(x, T − t)− θxx(x, T − t) +

∫ T

T−t

g(s− T + t)θxx(x, T − T + s) ds = f̂(x, T − t).

Fazendo σ = T − s então ds = −dσ, e para s = T − t temos σ = T − T + t = t, para

s = T temos σ = 0, e além disto s− T = −σ, no termo integral temos

θtt(x, T − t)− θxx(x, T − t)−
∫ 0

t

g(t− σ)θxx(x, T − σ) du = f̂(x, T − t).

Tomando η(x, t) = θ(x, T − t) segue que:

ηt(x, t) = −θt(x, T − t),

ηtt(x, t) = θtt(x, T − t),

ηxx(x, t) = θxx(x, T − t),

f(x, t) = f̂(x, T − t),

52



e assim obteremos o seguinte problema equivalente∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ηtt(x, t)− ηxx(x, t) +

∫ t

0

g(t− s)ηxx(x, s) ds = f(x, t) em ]0, L[×]0, T [

η(x, 0) = θ(x, T ) = 0 em ]0, L[

ηt(x, 0) = −θt(x, T ) = 0 em ]0, L[

η(0, t) = η(L, t) = 0 em ]0, T [

(2.113)

uma vez que θ(0, T − t) = θ(L, T − t) = 0.

O problema (2.113) admite uma única solução fraca, logo o mesmo ocorre para o

problema (2.112). De�na o produto g ~ h(t) =
∫ T

t
g(s− t)h(s) ds, onde h ∈ L1(0, T ).

Do Teorema 2.2.3, Corolário 2.2.5 e Teorema 2.2.11 segue que a solução θ do problema

(2.112) satisfaz

θ ∈ C0
(
[0, T ], H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ], L2(0, L)

)
, (2.114)

(θx − g ~ θx)(0, ·) ∈ L2(0, T ), (2.115)

‖θt‖L∞(0,T ;L2(0,L)) + ‖θ‖L∞(0,T ;H1
0 (0,L)) 6 C ‖f‖L1(0,T ;L2(0,L)) , (2.116)

‖θx(0, ·)− g ~ θx(0, ·)‖L2(0,T ) 6 C ‖f‖L1(0,T ;L2(0,L)) . (2.117)

Como consequência de (2.114) temos que θ1 ∈ L2(0, L) e θ0 ∈ H1
0 (0, L). Disto e de

(2.115) devemos tomar

z0 ∈ L2(0, L), z1 ∈ H−1(0, L) e v ∈ L2(0, T ) (2.118)

para que faça sentido o lado esquerdo da equação (2.111).

Motivado pela expressão (2.111) e por (2.118), concluímos que para cada conjunto

{z0, z1, v} ∈ L2(0, L) × H−1(0, L) × L2(0, T ), está bem de�nido o funcional S sobre

L1 (0, T, L2(0, L)) dado por:

〈S, f〉 = − (z0, θt(0)) + 〈z1, θ(0)〉+ 〈v(t), θx(0, t)− g ~ θx(0, t)〉 (2.119)

para toda solução θ de (2.112), onde denotamos por θ(0) e θt(0) as funções θ(·, 0) e θt(·, 0

respectivamente.

Das estimativas (2.114)- (2.117), obtemos de (2.119)

|〈S, f〉| = ‖z0‖L2(0,L) ‖θt(0)‖L2(0,L) + ‖z1‖H−1(0,L) ‖θ(0)‖H1
0 (0,L) +

53



+ ‖v‖L2(0,T ) ‖θx(0, t)− g ~ θx(0, ·)‖L2(0,T )

6 C
(
‖z0‖L2(0,L) + ‖z1‖H−1(0,L) + ‖v‖L2(0,T )

)
‖f‖L1(0,T ;L2(0,L)) .

Portanto, o funcional linear S : L1 (0, T ;L2(0, L)) → R, de�nido por (2.119) é con-

tínuo, ou seja, S pertence a L∞ (0, T ;L2(0, L)), que é o dual topológico de L1 (0, T ;L2(0, L)).

Além disto,

‖S‖L∞(0,T ;L2(0,L)) 6 C
(
‖z0‖L2(0,L) + ‖z1‖H−1(0,L) + ‖v‖L2(0,T )

)
. (2.120)

De�nição 2.3.1 (Solução ultra fraca). Dado {z0, z1, v} ∈ L2(0, L)×H−1(0, L)×L2(0, T ),

de�nimos solução ultra fraca do problema (2.110), uma função z ∈ L∞ (0, T, L2(0, L)) que

satisfaz a condição∫ T

0

∫ L

0

zf dxdt = − (z0, θt(0)) + 〈z1, θ(0)〉+

∫ T

0

v(t) (θx(0, t)− g ~ θx(0, ·)) dt

para toda f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)), onde θ é a solução do problema adjunto (2.112).

Teorema 2.3.2 (Existência e Unicidade). Existe uma única solução ultra fraca z = z(x, t)

para o problema não homogêneo (2.110). E além disto, z satisfaz

‖z‖L∞(0,T ;L2(0,L)) 6 C
(
‖z0‖L2(0,L) + ‖z1‖H−1(0,L) + ‖v‖L2(0,T )

)
,

onde C é uma constante que depende somente de T > 0.

Prova: De (2.119) e (2.120) segue pelo Teorema Representação de Riesz que existe

z ∈ L∞ (0, T ;L2(0, L)) tal que

〈z, f〉 = 〈S, f〉 = − (z0, θt(0)) + 〈z1, θ(0)〉+

∫ T

0

v(t) (θx(0, t)− g ~ θx(0, ·)) dt.

Agora se z e z̃ são soluções ultra fraca de (2.110) então∫ T

0

∫ L

0

(z − z̃) f dxdt = 0

para todo f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)).

Portanto, do Lema de Du Bois Raymond segue que z = z̃ q.s em [0, L]× [0, T ]. �

Agora estabeleceremos a regularidade da solução ultra fraca, para isto provaremos

inicialmente o seguinte lema.
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Lema 2.3.3. Existe uma única solução fraca z = z(x, t) do problema (2.110) com

z0 ∈ H1
0 (0, L), z1 ∈ L2(0, L) e v ∈ H2

0 (0, T ). E além disso

z ∈ C0
(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];L2(0, L)

)
e z também é solução ultra fraca.

Prova: Seja v̂ ∈ H2
0 (0, T ;H2(0, L)) tal que v̂(0, t) = v(t) e v̂(L, t) = 0. Da regularidade

de v̂ temos que v̂tt e v̂xx pertencem a L2 (0, T ;L2(0, L)) e ainda g∗ v̂xx ∈ L2 (0, T ;L2(0, L))

pois∣∣∣∣∫ t

0

g(t− s)v̂xx(x, s) ds

∣∣∣∣2 6

(∫ t

0

|g(t− s)|2 ds
)(∫ t

0

|v̂xx(x, s)|2 ds
)

6 k

∫ T

0

|v̂xx(x, s)|2 ds

onde k =
∫ T

0
|g(t− s)|2 ds. Integrando sobre [0, L]× [0, T ] temos∫ T

0

‖g ∗ v̂xx(t)‖2
L2(0,L) dt 6 k

∫ T

0

∫ T

0

‖v̂xx(t)‖2
L2(0,L) dtdt 6 Tk ‖v̂xx‖2

L2(Q) <∞.

Considere o seguinte problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
utt − uxx + g ∗ uxx = −v̂tt + v̂xx − g ∗ v̂xx em ]0, L[×]0, T [

u(0, t) = 0 = u(L, t) em ]0, T [

u(x, 0) = z0(x), ut(x, 0) = z1(x) em ]0, L[.

(2.121)

Decorre dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 e do Corolário 2.2.7, que o problema (2.121) admite

uma única solução fraca u tal que

u ∈ C0
(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];L2(0, L)

)
e satisfaz

d

dt
(ut, ψ) + ((u, ψ))− ((g ∗ u, ψ)) = (−v̂tt + v̂xx − g ∗ v̂xx, ψ) ∀ψ ∈ H1

0 (0, L)

no sentido de D′(0, T ), ou seja

d

dt
(ut + v̂t, ψ) + ((u+ v̂, ψ))− ((g ∗ (u+ v̂), ψ)) = 0 ∀ψ ∈ H1

0 (0, L)

no sentido de D′(0, T ).
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Observe que

(u+ v̂)(0, t) = u(0, t) + v̂(0, t) = 0 + v̂(0, t) = v(t),

(u+ v̂)(L, t) = u(L, t) + v̂(L, t) = 0 + v̂(L, t) = 0,

(u+ v̂)(x, 0) = u(x, 0) + v̂(x, 0) = z0(x) + 0 = z0(x),

(u+ v̂)t(x, 0) = ut(x, 0) + v̂t(x, 0) = z1(x) + 0 = z1(x).

Portanto z = u+ v̂ é solução fraca do problema (2.110) e consequentemente

z ∈ C0
(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];L2(0, L)

)
.

Mostraremos que z = u+ v̂ também é uma solução ultra fraca para (2.110).

Considere f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)) e seja (fn)n∈N com fn ∈ L1 (0, T ;H1
0 (0, L)) tal que

fn → f em L1
(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Considere os problemas∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θn

tt − θn
xx + g ∗ θn

xx = fn em ]0, L[×]0, T [

θn(0, t) = θn(L, t) = 0 em ]0, T [

θn(x, T ) = 0, θn
t (x, T ) = 0 em ]0, L[

(2.122)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θtt − θxx + g ∗ θxx = f em ]0, L[×]0, T [

θ(0, t) = θ(L, t) = 0 em ]0, T [

θ(x, T ) = 0, θt(x, T ) = 0 em ]0, L[.

(2.123)

Como fn ∈ L1 (0, T ;H1
0 (0, L)) segue que (2.122) admite, para cada n ∈ N, uma única

solução forte θn tal que

θn ∈ C0
(
[0, T ];H2(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
.

Como f ∈ L1 (0, T ;L2(0, L)) segue que (2.123) admite uma única solução fraca θ.
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Note que a diferença θn − θ é solução fraca de∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(θn − θ)tt − (θn − θ)xx + g ∗ (θn − θ) = fn − f

(θn − θ)(0, t) = 0 = (θn − θ)(L, t)

(θn − θ)(x, T ) = 0 = (θn − θ)t(x, T )

(2.124)

Tomando T − t em lugar de t, usando o Corolário 2.2.6 com y = θn − θ temos

‖θn
t (·, T − t)− θt(·, T − t)‖2

L2(0,L) + ‖θn(·, T − t)− θ(·, T − t)‖2
H1

0 (0,L)

6 C ‖fn(·, T − t)− f(·, T − t)‖2
L2(0,L) .

(2.125)

Do Teorema 2.2.11 segue que

‖(θn
x(0, ·)− θx(0, ·))− g ~ (θn

x − θx) (0, ·)‖2
L2(0,T ) 6 C ‖fn(·, t),−f(·, t)‖2

L2(0,L) (2.126)

para todo t ∈ [0, T ]. Tomando t = T em (2.125) e somando com (2.126)

‖(θn
t − θt) (·, 0)‖2

L2(0,L) + ‖(θn − θ) (·, 0)|2H1
0 (0,L) +

+ ‖(θn
x − θx) (0, ·)− g ~ (θn

x − θx) (0, ·)‖2
L2(0,T )

6 C

∫ T

0

‖fn(·, t)− f(·, t)‖L2(0,L) dt.

De fn → f em L1 (0, T ;L2(0, L)) obtemos

θn(·, 0) → θ(·, 0) em H1
0 (0, L), (2.127)

θn
t (·, 0) → θt(·, 0) em L2(0, L), (2.128)

(θn
x − g ~ θn

x) (0, ·) → (θx − g ~ θx) (0, ·) em L2(0, T ). (2.129)

Note que z é solução fraca de (2.110) com dados iniciais z0 ∈ H1
0 (0, L), z1 ∈ L2(0, L)

e v ∈ H2
0 (0, T ), então z possui regularidade da solução fraca, isto é,

z ∈ C0
(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];L2(0, L)

)
.

Logo zxx ∈ C0 ([0, T ];H−1(0, L)) e portanto ztt− zxx + g ∗ zxx ∈ C0([0, T ];H−1(0, L)) e

assim faz sentido a composição 〈ztt − zxx + g ∗ zxx, θ
n〉. Fazendo a integração por partes

e utilizando o mesmo argumento para obter a solução ultra fraca, temos∫ T

0

∫ L

0

zfn dxdt = − (z0, θ
n
t (·, 0)) + 〈z1, θ

n(·, 0)〉 −
∫ T

0

v(t) (θn − g ~ θn) (0, t) dt
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tomando n → ∞ e observando as convergência obtidas em (2.127) - (2.129), concluímos

que z é solução ultra fraca para (2.110). �

Proposição 2.3.4. Se z = z(x, t) é solução ultra fraca de (2.110) com dados iniciais

z0 ∈ L2(0, L), z1 ∈ H−1(0, L) e v ∈ L2(0, T ) então z ∈ C0 ([0, T ];L2(0, L)) .

Prova: Dados z0 ∈ L2(0, L), z1 ∈ H−1(0, L) e v ∈ L2(0, T ), existem sequências (zn
0 )n∈N

em H1
0 (0, L), (zn

1 )n∈N em L2(0, L) e (vn)n∈N em H2
0 (0, T ) tais que

zn
0 → z0 em L2(0, L),

zn
1 → z1 em H−1(0, L),

vn → v em L2(0, T ).

Considere o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zn

tt − zn
xx + g ∗ zn

xx = 0 em ]0, L[×]0, T [

zn(0, t) = vn(t), zn(L, t) = 0 em ]0, T [

zn(x, 0) = zn
0 (x), zn

t (x, 0) = zn
1 (x) em ]0, L[.

(2.130)

Pelo Lema 2.3.3 temos que para cada n ∈ N existe zn solução ultra fraca de (2.130).

Portanto zn − z também é solução ultra fraca de (2.110) com dados iniciais zn
0 − z0 ∈

L2(0, L), zn
1 − z1 ∈ H−1(0, L) e vn − v ∈ L2(0, T ). Do Teorema 2.3.2 temos

‖zn − z‖L∞(0,T ;L2(0,L)) 6 C
(
‖zn

0 − z0‖L2(0,L) + ‖zn
1 − z1‖H−1(0,L) + ‖vn − v‖L2(0,T )

)
e tomando n→∞ concluímos que

zn → z em L∞
(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Além disto, como zn ∈ C0 ([0, T ];L2(0, L)) que é um espaço de Banach, temos que

z ∈ C0
(
[0, T ];L2(0, L)

)
.

�

O próximo passo é mostrar que zt ∈ C0 ([0, T ];H−1(0, L)). Para tanto consideremos o

espaço

W 1,1
0

(
0, T ;L2(0, L)

)
=
{
v ; v, vt ∈ L1

(
0, T ;L2(0, L)

)
e v(0) = v(T ) = 0

}
,
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que é um espaço de Banach com respeito a norma

‖v‖W 1,1
0 (0,T ;L2(0,L)) = ‖vt‖L1(0,T ;L2(0,L)) .

O espaço dual de W 1,1
0 (0, T ;L2(0, L)) será denotado por W−1,∞ (0, T ;L2(0, L)).

Lema 2.3.5. Se z é uma solução ultra fraca de (2.110) com dados iniciais z0 ∈ L2(0, L),

z1 ∈ H−1 e v ∈ L2(0, T ) então zt ∈ W−1,∞ (0, T ;L2(0, L)).

Prova: Se z é uma solução ultra fraca, então z ∈ L∞ (0, T ;L2(0, L)), em particular

z ∈ L2(Q), o que implica que zt ∈ H−1 (0, T ;L2(0, L)).

Seja f ∈ W 1,1
0 (0, T ;L2(0, L)) e considere a sequência de funções (fn)n∈N em

H1
0 (0, T ;L2(0, L)) tal que

fn → f em W 1,1
0

(
0, T ;L2(0, L)

)
.

Fazendo a composição de zt com fn temos

〈zt, f
n〉 = −

∫ T

0

(z(t), fn
t (t)) dt

|〈zt, f
n〉| 6 ‖z‖L∞(0,T ;L2(0,L)) ‖f

n
t ‖L1(0,T ;L2(0,L))

= ‖z‖L∞(0,T ;L2(0,L)) ‖f
n‖W 1,1

0 (0,T ;L2(0,L)) .

Tomando n→∞ temos

|〈zt, f〉| 6 ‖z‖L∞(0,T ;L2(0,L)) ‖f‖W 1,1
0 (0,T ;L2(0,L)) ,

ou seja,

‖zt‖W−1,∞(0,T ;L2(0,L)) 6 ‖z‖L∞(0,T ;L2(0,L)) .

e assim zt ∈ W−1,∞ (0, T ;L2(0, L)). �

Observação 2.3.6. Seja f ∈ W 1,1
0 (0, T ;L2(0, L)). Do Lema 2.3.5 e da de�nição de

solução ultra fraca temos

〈zt, f〉 = −
∫ T

0

∫ L

0

zft dxdt = (z0, θt(0))− 〈z1, θ(0)〉

+

∫ T

0

v (θx − g ∗ θx) (0, t) dt

(2.131)
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onde θ é solução do problema adjunto∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θtt(x, t)− θxx(x, t) +

∫ T

t

g(s− t)θxx(x, s) ds = ft(x, t) em ]0, L[×]0, T [

θ(0, t) = θ(L, t) = 0 em ]0, T [

θ(x, T ) = θt(x, T ) = 0 em ]0, L[.

(2.132)

A seguir, mostraremos que a solução do problema adjunto (2.132) satisfaz os dois

próximos lemas:

Lema 2.3.7. A solução θ = θ(x, t) de (2.132) satisfaz a inequação

‖θt(·, 0)‖L2(0,L) + ‖θ(·, 0)‖H1
0 (0,L) 6 C ‖f‖L1(0,T ;H1

0 (0,L))

para toda f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (0, L)).

Prova: Tomando T − t no lugar de t em (2.132), e considerando η(x, t) = θ(x, T − t) e

f̂(x, t) = f(x, T − t) teremos que problema (2.132) é equivalente ao problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ηtt − ηxx +

∫ t

0

g(t− s)ηxx(x, s) ds = f̂t(x, t) em ]0, L[×]0, T [

η(0, t) = η(L, t) = 0 em ]0, T [

η(x, 0) = ηt(x, 0) = 0 em ]0, L[.

(2.133)

Como f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (0, L)) então ft ∈ L1 (0, T ;H1
0 (0, L)) e o problema (2.133)

admite uma única solução forte η = η(x, t), que também é uma solução fraca.

Assim do Corolário 2.2.5 temos que para todo t ∈ [0, T ] e o fato de L1 (0, T ;H1
0 (0, L)) ↪→

L1 (0, T ;L2(0, L)) temos

‖ηt(·, t)‖L2(0,L) + ‖η(·, t)‖H1
0 (0,L) 6 C‖f̂‖L1(0,T ;H1

0 (0,L)). (2.134)

e

‖f̂‖L1(0,T ;H1
0 (0,L)) = ‖f‖L1(0,T ;H1

0 (0,L)). (2.135)

Note que

‖ηt(·, t)‖L2(0,L) + ‖η(·, t)‖H1
0 (0,L) 6 C‖f‖L1(0,T ;H1

0 (0,L)). (2.136)
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Tomando em particular t = T em (2.136) temos

‖ηt(·, T )‖L2(0,L) + ‖η(·, T )‖H1
0 (0,L) 6 C‖f‖L1(0,T ;H1

0 (0,L)). (2.137)

Portanto, de η(x, t) = θ(x, T − t) concluímos

‖θt(·, 0)‖L2(0,L) + ‖θ(·, 0)‖H1
0 (0,L) 6 C ‖f‖L1(0,T ;H1

0 (0,L)) .

�

Lema 2.3.8. A solução θ = θ(x, t) de (2.132) satisfaz a inequação

‖θx(0, ·)− g ~ θx(0, ·)‖L2(0,T ) 6 C ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (0,L))

para toda f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (0, L)).

Prova: Aplicando o Lema 2.2.8 para a solução forte η = η(x, t) de (2.133) temos

1

2

∫ T

0

|ηx(0, t)− g ∗ ηx(0, t)|2 dt =

∫ L

0

q (ηtηx)|T0 dx+
1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|ηt|2 + |ηx|2 dxdt−

− 1

L

∫ T

0

∫ L

0

g ∗ ηxηx dxdt−
∫ L

0

q (ηtg ∗ ηx)|T0 dx+

+

∫ T

0

∫ L

0

qηtg
′ ∗ ηx dxdt+ g(0)

∫ T

0

∫ L

0

qηxηt dxdt+

+
1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|g ∗ ηx|2 dxdt−
∫ T

0

∫ L

0

f̂tqηx dxdt+

+

∫ T

0

∫ L

0

f̂tqg ∗ ηx dxdt,

(2.138)

onde q(x) =
x− L

L
. Vamos estimar cada um dos termos da identidade anterior.

Em vista de (2.133)3 temos que∫ L

0

q (ηtηx)|T0 dx =

∫ L

0

qηt(x, T )ηx(x, T ) dx = (ηt(·, T ), qηx(·, T )) .

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e de (2.137) temos∫ L

0

q (ηtηx)|T0 dx 6 |(ηt(·, T ), qηx(·, T ))|

6 C ‖ηt(·, T )‖L2(0,L) ‖ηx(·, T )‖L2(0,L)

6 C‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L))
.

(2.139)

61



Como η é também uma solução fraca de (2.133) segue de (2.136)

1

2L

∫ T

0

∫ L

0

|ηt|2 + |ηx|2 dxdt 6 C‖f‖L1(0,T ;H1
0 (0,L)) (2.140)

Usando (2.136) temos

‖g ∗ ηx(·, t)‖2
L2(0,L) =

∫ L

0

∣∣∣∣∫ t

0

g(t− s)ηx(x, s) ds

∣∣∣∣2 dt
6

∫ L

0

(∫ t

0

g(t− s)2 ds

)(∫ t

0

|ηx(·, s)|2 ds
)
dt

6 C

∫ L

0

∫ t

0

|ηx(·, s)|2 ds dt

6 C

∫ T

0

‖ηx(·, s)‖2
L2(0,L) dt

= C‖f‖L1(0,T ;H1
0 (0,L)). (2.141)

De (2.136) e (2.141) temos

− 1

L

∫ T

0

(g ∗ ηx, ηx) dt 6
1

L

∫ T

0

‖g ∗ ηx(·, t)‖L2(0,L) ‖ηx(·, t)‖L2(0,L) dt

6
1

L
CT ‖f‖2

L1(0,T ;H1
0 (0,L)) .

(2.142)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com o Lema 2.3.7 e (2.141)

temos

|(ηt(·, T ), qg ∗ ηx(·, T ))| 6 ‖ηt(·, T )‖L2(0,L) ‖qg ∗ ηx(·, T )‖L2(0,L)

6 c ‖ηt(·, T )‖L2(0,L) ‖g ∗ ηx(·, T )‖L2(0,L)

6 c ‖θt(·, 0)‖L2(0,L) ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (0,L))

6 C ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) .

(2.143)

Por outro lado, de (2.141) com g′ no lugar de g e (2.141) obtemos∫ T

0

(ηt, qg
′ ∗ ηx) dt 6 c

∫ T

0

‖ηt(·, t)‖L2(0,L) ‖g
′ ∗ ηx(·, t)‖L2(0,L)

6 C ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) ,

(2.144)

e

g(0)

∫ T

0

(ηt, qηx) dt 6 cg(0)

∫ T

0

‖ηt(·, t)‖L2(0,L) ‖ηx(·, t)‖L2(0,L) dt

6 C ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) .

62



Aplicando a integração por partes na variável t e observando que f̂ ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (0, L))

temos

−
∫ T

0

∫ L

0

f̂tqηx dxdt =

∫ T

0

∫ L

0

f̂ qηxt dxdt 6 C

∫ T

0

‖f̂(·, t)‖L2(0,L)‖ηxt(·, t)‖L2(0,L) dt.

Do Corolário 2.1.4 e de (2.135) segue que

−
∫ T

0

∫ L

0

f̂tqηx dxdt 6 C

∫ T

0

‖f̂(·, t)‖H1
0 (0,L)‖f̂‖L1(0,T ;H1

0 (0,L)) dt

6 C‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)). (2.145)

Finalmente vamos estimar o último termo de (2.138). Para isto, integrando por partes

em [0, T ] temos∫ T

0

∫ L

0

f̂tqg ∗ ηx dxdt = −
∫ L

0

∫ T

0

f̂ q(g ∗ ηx)t dtdx

= −
∫ L

0

∫ T

0

f̂ q(g′ ∗ ηx + g(0)ηx) dtdx

= −
∫ L

0

∫ T

0

f̂ qg′ ∗ ηx dxdt− g(0)

∫ L

0

∫ T

0

f̂ qηx dtdx.

(2.146)

De (2.141), com g′ no lugar de g, obtemos

−
∫ T

0

(
f̂ , qg′ ∗ ηx

)
dt 6

∫ T

0

‖f̂(·, t)‖L2(0,L)‖qg′ ∗ ηx(·, t)‖L2(0,L) dt

6
∫ T

0

‖f̂(·, t)‖L2(0,L)‖f‖L1(0,T ;H1
0 (0,L)) dt

6 C‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L))

(2.147)

e de (2.145)

−g(0)

∫ T

0

(
f̂ , qηx

)
dt 6 g(0)

∫ T

0

‖f̂(·, t)‖L2(0,L) ‖ηx(·, t)‖L2(0,L) dt

6 C ‖f‖L1(0,T ;H1
0 (0,L))

∫ T

0

‖f(·, t)‖L2(0,L) dt

6 C ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) .

(2.148)

Substituindo (2.147) e (2.148) em (2.146) segue que∫ T

0

∫ L

0

f̂tqg ∗ ηx dxdt 6 C ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) . (2.149)

Substituindo (2.139) - (2.149) em (2.138) segue que∫ T

0

|ηx(0, t)− g ∗ ηx(0, t)|2 dt 6 C ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) .
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Agora tomando T − t em lugar de t na desigualdade anterior temos

1

2

∫ T

0

∣∣∣∣ηx(0, T − t)−
∫ T−t

0

g(T − t− s)ηx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt 6 c ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) .

Efetuando a mudança de variáveis τ = T − s no termo convolução segue que

1

2

∫ T

0

∣∣∣∣ηx(0, T − t)−
∫ T

t

g(τ − t)ηx(0, T − τ) dτ

∣∣∣∣2 dt 6 c ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L))

e como η(x, t) = θ(x, T − t) então∫ T

0

∣∣∣∣θx(0, t)−
∫ T

t

g(τ − t)θx(0, t) dτ

∣∣∣∣2 dt 6 ‖f‖2
L1(0,T ;H1

0 (0,L)) .

O que conclui a prova do lema. �

Proposição 2.3.9. Se z = z(x, t) é solução ultra fraca de (2.110) com dados iniciais

z0 ∈ L2(0, L), z1 ∈ H−1(0, L) e v ∈ L2(0, T ) então

zt ∈ C0
(
0, T ;H−1(0, L)

)
.

Prova: Seja f ∈ W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (0, L)). De (2.131) e dos Lemas 2.3.7 e 2.3.8 obtemos

|〈zt, f〉| 6 C
(
‖z0‖L2(0,L) + ‖z1‖H−1(0,L) + ‖v‖L2(0,T )

)
‖f‖L1(0,T ;H1

0 (0,L)) . (2.150)

Note que W 1,1
0 (0, T ;H1

0 (0, L)) é denso em L1 (0, T ;H1
0 (0, L)) (veja [12]), sendo assim

a desigualdade (2.150) é válida para f ∈ L1 (0, T ;H1
0 (0, L)). Portanto

zt ∈ L∞
(
0, T ;H−1(0, L)

)
e além disso

‖zt‖L∞(0,T ;H−1(0,L)) 6 C
(
‖z0‖L2(0,L) + ‖z1‖H−1(0,L) + ‖v‖L2(0,T )

)
. (2.151)

Agora consideremos uma sequência (zn)n∈N de soluções fracas para o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zn

tt − zn
xx + g ∗ zn

xx = 0

zn(0, t) = vn(t), zn(L, t) = 0

zn(x, 0) = zn
0 (x), zn

t (x, 0) = zn
1 (x)

(2.152)
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que aproxima z, isto é, (zn
0 )n∈N em H1

0 (0, L), (zn
1 )n∈N em L2(0, L) e (vn)n∈N em H2

0 (0, T )

de modo que

zn
0 → z0 em L2(0, L),

zn
1 → z1 em H−1(0, L),

vn → v em L2(0, T ).

Do Lema 2.3.3 temos que zn−z também é uma solução ultra fraca para (2.152), e por

(2.151) obtemos

‖zn
t − zt‖L∞(0,T ;H−1(0,L)) 6 C

(
‖zn

0 − z0‖L2(0,L) + ‖zn
1 − z1‖H−1(0,L) + ‖vn − v‖L2(0,T )

)
.

Assim tomando n→∞ segue que

zn
t → zt em L∞

(
0, T ;H−1(0, L)

)
.

Como zn é solução fraca, do Lema 2.3.3 temos

zn
t ∈ C0

(
[0, T ];L2(0, L)

)
↪→ C0

(
[0, T ];H−1(0, L)

)
o que implica zt ∈ C0 ([0, T ];H−1(0, L)). �

Das Proposições 2.3.4 e 2.3.9 temos o seguinte resultado

Teorema 2.3.10 (Regularidade da Solução Ultra Fraca). A solução ultra fraca z de

(2.110) tem regularidade

z ∈ C0
(
[0, T ];L2(0, L)

)
∩ C1

(
[0, T ];H−1(0, L)

)
e satisfaz a estimativa

‖z‖L∞(0,T ;L2(0,L)) + ‖zt‖L∞(0,T ;H−1(0,L)) 6 C
(
‖z0‖L2(0,L) + ‖z1‖H−1(0,L) + ‖v‖L2(0,T )

)
.
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Capítulo 3

Controle e Fórmula de Reconstrução

Neste capítulo obteremos a controlabilidade exata de fronteira para o problema (2.1), e

a partir dos resultados de controlabilidade obteremos a fórmula de reconstrução da força

externa.

Um sistema é dito exatamente controlável na fronteira quando para um dado T > 0,

existe um função α, chamada controle, de modo que atuando na fronteira do sistema, faz

com que a solução u = u(x, t) satisfaça a condição de u(x, T ) = ut(x, T ) = 0, o que é

equivalente dizer que o sistema �ca em repouso no instante �nal T .

Iniciaremos este capítulo demonstrando um resultado que será usado para estabelecer a

controlabilidade exata de fronteira da equação viscoelástica, e depois utilizando o Método

da Unicidade de Hilbert (HUM) para obter a controlabilidade.

3.1 Desigualdade Inversa

O Teorema 2.2.11 da Seção 2.2 a�rma que se y = y(x, t) é uma solução fraca de (2.1)

então é verdadeira a seguinte desigualdade∫ T

0

∣∣∣∣yx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)yx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt 6 C
(
‖y1‖2

L2(0,L) + ‖y0‖2
H1

0 (0,L) + ‖f‖2
L1(0,T ;L2(0,L))

)
.

que é chamada de Desigualdade Direta.
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O que faremos nesta seção é mostrar a validade da Desigualdade Inversa para um caso

particular conforme é enunciado no próximo teorema.

Teorema 3.1.1. Para todo T > 2L e para toda solução fraca y = y(x, t) de (2.1) com

f identicamente nula, e se g satisfaz as hipóteses (2.2) - (2.4) com g(0) < ε, onde ε é

su�cientemente pequeno, então temos a seguinte desigualdade

‖y1‖2
L2(0,L) + ‖y0‖2

H1
0 (0,L) 6 C

∫ T

0

∣∣∣∣yx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)yx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt.
Prova: Do Teorema 2.2.3 temos que o problema (2.1) admite uma única solução fraca

y = y(x, t), tal que

y ∈ C
(
0, T ;H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
0, T ;L2(0, L)

)
para {y0, y1} ∈ H1

0 (0, L)×L2(0, L). Logo, da Observação 1.2.34, existe uma única solução

ϕ da equação de Volterra

ϕ(x, t) = y(x, t)−
∫ t

0

g(t− s)y(x, s) ds (3.1)

onde ϕ é dada por

y(x, t) = ϕ(x, t)−
∫ t

0

h(t− s)ϕ(x, s) ds, (3.2)

e g, h estão relacionadas conforme (1.2).

De (3.2) temos

yt(x, t) = ϕt(x, t)−
∫ t

0

h′(t− s)ϕ(x, s) ds+ h(0)ϕ(x, t)

e

ytt(x, t) = ϕtt(x, t)−
∫ t

0

h′′(t− s)ϕ(x, s) ds+ h′(0)ϕ(x, t) + h(0)ϕt(x, t).

De (3.1) temos

ϕxx(x, t) = yxx(x, t)−
∫ t

0

g(t− s)yxx(x, s) ds

ϕ(x, 0) = y(x, 0) = y0(x)

e de (1.2) segue que

ϕt(x, 0) = y1(x) + g(0)y0(x).
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Tomemos então o seguinte problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕtt(x, t)− ϕxx(x, t) = f(x, t) em ]0, L[×]0, T [

ϕ(0, t) = y(0, t) = 0, ϕ(L, t) = y(L, t) = 0 em ]0, T [

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x) em ]0, L[.

(3.3)

onde ϕ0(x) = y0(x), ϕ1(x) = y1(x) + g′(0)y0(x) e

f(x, t) =

∫ t

0

h′′(t− s)ϕ(x, s) ds− h′(0)ϕ(x, t)− h(0)ϕt(x, t). (3.4)

A solução ϕ do problema (3.3) pode ser reescrita como ϕ = ϕ̃ + ζ, onde ϕ̃ e ζ são

soluções únicas dos problemas∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ̃tt(x, t)− ϕ̃xx(x, t) = 0 em ]0, L[×]0, T [

ϕ̃(0, t) = ϕ̃(L, t) = 0 em ]0, T [

ϕ̃(x, 0) = y0(x), ϕ̃t(x, 0) = y1(x) + g(0)y0(x) em ]0, L[

(3.5)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζtt(x, t)− ζxx(x, t) = f(x, t) em ]0, L[×]0, T [

ζ(0, t) = ζ(L, t) = 0 em ]0, T [

ζ(x, 0) = ζt(x, 0) = 0 em ]0, L[.

(3.6)

e ϕ = ϕ̃+ζ. Conforme as Desigualdades Direta e Inversa para equação de ondas, provadas

na pág. 128 em [17], para T > 2L existem constante positivas C̃0, C̃1 e C̃2 tais que

C̃0

(
‖ϕ̃(·, 0)‖H1

0 (0,L) + ‖ϕ̃t(·, 0)‖L2(0,L)

)
6 ‖ϕ̃x(0, ·)‖L2(0,T )

6 C̃1

(
‖ϕ̃(·, 0)‖H1

0 (0,L) + ‖ϕ̃t(·, 0)‖L2(0,L)

) (3.7)

e

‖ζx(0, ·)‖L2(0,T ) 6 C̃2 ‖f‖L1(0,T ;L2(0,L)) . (3.8)

Por outro lado, de (3.4) temos

‖f(·, t)‖L2(0,L) 6 |h(0)| ‖ϕt(·, t)‖L2(0,L) + |h′(0)| ‖ϕ(·, t)‖L2(0,L)

+

∫ t

0

|h′′(t− s)| ‖ϕ(·, s)‖L2(0,L) ds.
(3.9)

De (1.2) temos

h(0) = −g(0) (3.10)
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e

h′(0) = g(0)2 − g′(0) < ε2 + C1ε. (3.11)

pois da hipótese sobre g, temos que g(0) < ε.

Mudando a ordem da convolução e derivando (1.2) duas vezes temos

h′′(t) = −g′′(t)−
∫ t

0

g(σ)h′′(t− σ) dσ + h′(0)g(t) + h(0)g′(t).

De (3.10), (3.11) e da hipótese (2.4) de que g′′ 6 C3g temos

|h′′(t)| 6

∣∣∣∣−g′′(t)− g(t)
(
g(0)2 − g(0)

)
− g′(t)g(0)−

∫ t

0

g(σ)h′′(t− σ) dσ

∣∣∣∣
6 g(t)

(
C3 + C1ε+ ε2 + C1ε

)︸ ︷︷ ︸
C(ε)

+

∫ t

0

g(σ) |h′′(t− σ)| dσ.

Integrando em [0, T ] temos∫ T

0

|h′′(t)| dt 6 C(ε)

∫ T

0

g(t) dt+

∫ T

0

∫ t

0

g(σ) |h′′(t− σ)| dσ dt

6 C(ε)

∫ ∞

0

g(t) dt+

∫ T

0

∫ T

0

g(σ) |h′′(t)| dσ dt

6 C(ε)

∫ ∞

0

g(t) dt+

∫ ∞

0

g(σ) dσ

∫ T

0

|h′′(t)| dt,

ou seja, (
1−

∫ ∞

0

g(σ) dσ

)
︸ ︷︷ ︸

β0

∫ T

0

|h′′(t)| dt 6 C(ε)

∫ ∞

0

g(t) dt.

Logo da hipótese (2.2) e do fato de g(0) < ε temos∫ T

0

|h′′(t)| dt 6
C(ε)

β0

∫ ∞

0

g(t) dt 6 εC(ε). (3.12)

De (3.9) - (3.12) concluímos que∫ T

0

‖f(·, t)‖L2(0,L) dt 6 |h(0)|
∫ T

0

‖ϕt(·, t)‖L2(0,L) dt+ |h′(0)|
∫ T

0

‖ϕ(·, t)‖L2(0,L) dt

+

∫ T

0

∫ t

0

|h′′(t− s)| ‖ϕ(·, t)‖L2(0,L) dsdt

6 ε

∫ T

0

‖ϕt(·, t)‖L2(0,L) dt+ ε(C1 + ε)

∫ T

0

‖ϕ(·, t)‖L2(0,L) dt

+εC(ε)

∫ T

0

‖ϕ(·, t)‖L2(0,L) dt
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ou seja, ∫ T

0

‖f(·, t)‖L2(0,L) dt 6 εC(ε)

∫ T

0

(
‖ϕt(·, t)‖L2(0,L) + ‖ϕ(·, t)‖L2(0,L)

)
dt.

Usando a inequação de energia do Corolário 2.2.5 temos∫ T

0

‖f(·, t)‖L2(0,L) dt 6 εC(ε)T
(
‖ϕ1‖L2(0,L) + ‖ϕ0‖H1

0 (0,L)

)
ou equivalentemente∫ T

0

‖f(·, t)‖L2(0,L) dt 6 εC(ε)T
(
‖y1 + g(0)y0‖L2(0,L) + ‖y0‖H1

0 (0,L)

)
. (3.13)

Assim de (3.8) e (3.13) segue que

‖ζx(0, ·)‖L2(0,T ) 6 εC
(
‖y1 + g(0)y0‖L2(0,L) + ‖y0‖H1

0 (0,L)

)
. (3.14)

Temos que ϕ(x, t) = ϕ̃(x, t) + ζ(x, t), assim

‖ϕx(0, ·)‖L2(0,T ) > ‖ϕ̃x(0, ·)‖L2(0,T ) − ‖ζx(0, ·)‖L2(0,T ) .

Usando (3.7) e (3.14) na última desigualdade temos

‖ϕx(0, ·)‖L2(0,T ) > C̃0

(
‖y0‖H1

0 (0,L) + ‖y1 + g(0)y0‖L2(0,L)

)
−εC

(
‖y1 + g(0)y0‖L2(0,L) + ‖y0‖H1

0 (0,L)

)
isto é

‖ϕx(0, ·)‖L2(0,T ) > (C̃0 − εC)
(
(1− cpε) ‖y0‖H1

0 (0,L) + ‖y1‖L2(0,L)

)
.

Tomando ε > 0 su�cientemente pequeno de modo que 1 − cpε > 0 e C̃0 − εC > 0

temos

‖ϕx(0, ·)‖L2(0,T ) > C
(
‖y0‖H1

0 (0,L) + ‖y1‖L2(0,L)

)
.

Portanto de (3.1) segue que

‖yx(0, ·)− g ∗ yx(0, ·)‖L2(0,T ) > C
(
‖y0‖H1

0 (0,L) + ‖y1‖L2(0,L)

)
,

e elevando ao quadrado em ambos o lados e usando o fato de que (a+ b)2 > a2 + b2 para

a, b > 0 concluímos a demonstração do teorema. �
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3.2 Controlabilidade Exata de Fronteira

O problema de controlabilidade exata na fronteira consiste em dado T > 0 determinar

um espaço de Hilbert H, de modo que para todo par de condições iniciais {u0, u1} ∈ H,

existe um controle α pertencente a um espaço dito espaço de controle, tal que a condição

de equilíbrio, u(x, T ) = ut(x, T ) = 0 em ]0, L[, seja satisfeita para u = u(x, t) solução do

problema.

Nesta seção estabeleceremos a controlabilidade exata de fronteira para o seguinte pro-

blema homogêneo:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
utt(x, t)− uxx(x, t) +

∫ t

0

g(t− s)uxx(x, s) ds = 0 em ]0, L[×]0, T [

u(0, t) = α(t), u(L, t) = 0 em ]0, T [

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em ]0, L[.

(3.15)

o qual é resumido pelo teorema a seguir.

Teorema 3.2.1. Dado um par de condições iniciais {u0, u1} ∈ L2(0, L) × H−1(0, L),

existe α ∈ L2(0, T ) tal que a solução u = u(x, t) de (3.15) satisfaz

u(x, T ) = ut(x, T ) = 0 em ]0, L[

para T > 2L.

Prova: Utilizamos o Método da Unicidade de Hilbert para estabelecer o resultado. Con-

sidere o seguinte problema, que é também chamado problema regular∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φtt(x, t)− φxx(x, t) +

∫ t

0

g(t− s)φxx(x, s) ds = 0 em ]0, L[×]0, T [

φ(0, t) = 0, φ(L, t) = 0 em ]0, T [

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x) em ]0, L[

(3.16)

onde {φ0, φ1} ∈ D(0, L)×D(0, L).

Do Teorema 2.1.2 temos que o problema (3.16) admite uma única solução forte

φ = φ(x, t), e do Teorema 2.1.7 segue que

φ ∈ C0
(
[0, T ];H2(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
[0, T ];H1

0 (0, L)
)
.
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Além disso, pelo Teorema 2.2.11 temos que

(φx − g ∗ φx) (0, ·) ∈ L2(0, T ).

Com base na solução φ = φ(x, t) do problema regular (3.16), formularemos o seguinte

problema adjunto∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψtt(x, t)− ψxx(x, t) + g ~ ψxx(x, t) = 0 em ]0, L[×]0, T [

ψ(0, t) = (φx − g ∗ φx) (0, t), ψ(L, t) = 0 em ]0, T [

ψ(x, T ) = ψt(x, T ) = 0 em ]0, L[.

(3.17)

Tomando T − t em lugar de t no problema (3.17) e fazendo ω(x, t) = ψ(x, T − t)

obtemos o seguinte problema equivalente a (3.17)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ωtt(x, t)− ωxx(x, t) +

∫ t

0

g(t− σ)ωxx(x, σ) dσ = 0 em ]0, L[×]0, T [

ω(0, t) = φ̃x(0, t)−
∫ T

t

g(σ − t)φ̃x(0, σ) dσ, ω(L, t) = 0 em ]0, T [

ω(x, 0) = 0 = ωt(x, 0) em ]0, L[

(3.18)

onde φ̃x(0, t) = φx(0, T − t). Do Teorema 2.3.2, temos que o problema (3.18) admite uma

única solução ultra fraca, e do Teorema 2.3.10 que

ψ ∈ C0
(
[0, T ];L2(0, L)

)
∩ C1

(
[0, T ];H−1(0, L)

)
.

A partir da solução ψ = ψ(x, t) de (3.17), de�nimos a aplicação

Λ : D(0, L)×D(0, L) → H−1(0, L)× L2(0, L)

{φ0, φ1} 7→ Λ{φ0, φ1} = {−ψt(0), ψ(0)}
(3.19)

onde ψt(s) = ψt(·, s) e ψ(s) = ψ(·, s) com s ∈ [0, T ].

Multiplicando ambos os lados da equação (3.17)1 por φ = φ(x, t) solução de (3.16) e

integrando em ]0, L[×]0, T [, obtemos∫ T

0

∫ L

0

ψttφ dxdt−
∫ T

0

∫ L

0

ψxxφ dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

g ~ ψxx(x, t)φ(x, t) dxdt = 0. (3.20)

Temos que
d

dt
(ψt, φ) = (ψtt, φ) + (ψt, φt) .
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Integrando sobre ]0, T [ temos

〈ψt(T ), φ(T )〉 − 〈ψt(0), φ(0)〉 =

∫ T

0

∫ L

0

ψttφ dxdt+

∫ T

0

(ψt, φt)dt,

e pela condição (3.17)3 temos∫ T

0

∫ L

0

ψttφ dx dt = −〈ψt(0), φ0〉 −
∫ T

0

(ψt, φt) dt. (3.21)

Integrando por partes a integral do lado direito de (3.21) segue que∫ T

0

(ψt, φt) dt = −(ψ(0), φ1)−
∫ T

0

∫ L

0

ψφttdx dt. (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21) obtemos∫ T

0

∫ L

0

ψttφ dxdt = −〈ψt(0), φ0〉+ (ψ(0), φ1) +

∫ T

0

∫ L

0

ψφtt dxdt. (3.23)

Agora integrando por partes e usando (3.16)2 temos∫ T

0

∫ L

0

ψxxφ dxdt = −
∫ T

0

∫ L

0

ψxφx dx dt

= −
∫ T

0

[
ψφx|L0 −

∫ L

0

ψφxx dx

]
dt.

De ψ(L, t) = 0 segue que∫ T

0

∫ L

0

ψxxφ dxdt =

∫ T

0

ψ(0, t)φx(0, t) dt+

∫ T

0

∫ L

0

ψφxx dxdt. (3.24)

Integrando por partes duas vezes na variável x, tem-se∫ T

0

∫ L

0

∫ T

t

g(s− t)ψxx(x, s)φ(x, t) dsdxdt =

∫ T

0

∫ T

t

g(s− t)ψ(0, s)φx(0, t) dsdt

+

∫ T

0

∫ L

0

∫ T

t

g(s− t)ψ(x, s)φxx(x, t) dsdxdt.

(3.25)

Mudando a ordem de integração na variável temporal em (3.25) e substituindo (3.23),

(3.24) e (3.25) em (3.20) segue que

−〈ψt(0), φ0〉+ (ψ(0), φ1) +

∫ T

0

∫ L

0

(
φtt − φxx +

∫ t

0

g(t− s)φxx(x, s) ds

)
ψ dxdt =∫ T

0

(
φx(0, t)−

∫ t

0

g(t− s)φx(0, s) ds

)
ψ(0, t) dt
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e usando (3.16)1 e (3.17)2 temos

− 〈ψt(0), φ0〉+ (ψ(0), φ1) =

∫ T

0

∣∣∣∣φx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)φx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt. (3.26)

Considerando o lado esquerdo da igualdade (3.26) como o produto interno entre

{−ψt(0), ψ(0)} e {φ0, φ1} segue que

〈Λ{φ0, φ1}, {φ0, φ1}〉 = −〈ψt(0), φ0〉+ (ψ(0), φ1)

=

∫ T

0

∣∣∣∣φx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)φx(0, t)

∣∣∣∣2 dt. (3.27)

De�namos em D(0, L)×D(0, L) a seguinte forma quadrática

‖{φ0, φ1}‖F =

(∫ T

0

∣∣∣∣φx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)φx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt
)1/2

(3.28)

que é uma semi-norma em D(0, L)×D(0, L).

Em virtude do Teorema 3.1.1, temos que se ‖{φ0, φ1}‖F = 0 então φ0 = φ1 = 0,

portanto ‖ · ‖F é uma norma em D(0, L)×D(0, L).

Motivado pela norma ‖ ·‖F de�nimos em D(0, L)×D(0, L) o seguinte produto interno

〈{φ0, φ1}, {ζ0, ζ1}〉F =∫ T

0

(
φx(0, t)−

∫ t

0

g(t− s)φx(0, s) ds

)(
ζx(0, t)−

∫ t

0

g(t− s)ζx(0, s) ds

)
dt

(3.29)

onde ζ = ζ(x, t) é solução do problema (3.16) com dados iniciais {ζ0, ζ1} pertencentes a

D(0, L)×D(0, L).

Comparando (3.27) e (3.29) temos

〈Λ{φ0, φ1}, {ζ0, ζ1}〉 = 〈{φ0, φ1}, {ζ0, ζ1}〉F ,

e usando a desigualdade Cauchy-Schwarz segue que

|〈Λ{φ0, φ1}, {ζ0, ζ1}〉| 6 ‖{φ0, φ1}‖F ‖{ζ0, ζ1}‖F .

Donde concluímos que a forma bilinear, b, de�nida a partir Λ{
{φ0, φ1}, {ζ0, ζ1}

}
b−→ 〈Λ{φ0, φ1}, {ζ0, ζ1}〉 (3.30)
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é contínua em D(0, L)×D(0, L).

Seja F o completamento de D(0, L) × D(0, L) com respeito a norma ‖ · ‖F dada em

(3.28). Assim do Teorema 2.2.11 temos que H1
0 (0, L)×L2(0, L) ↪→ F , e do Teorema 3.1.1

segue que F ↪→ H1
0 (0, L)× L2(0, L). Portanto

F = H1
0 (0, L)× L2(0, L).

A forma bilinear b possui uma extensão por continuidade ao fecho F , que continuare-

mos denotando com a mesma letra.

Note que b é uma forma bilinear contínua em F , e além disto b também é coerciva.

De fato

b ({φ0, φ1}, {φ0, φ1}) = 〈Λ{φ0, φ1}, {φ0, φ1}〉 =

∫ T

0

|(φx − g ∗ φx)(0, t)|2 dt,

pelo Teorema 3.1.1 temos que existe uma constante C > 0 tal que

b ({φ0, φ1}, {φ0, φ1}) > C‖{φ0, φ1}‖H1
0 (0,L)×L2(0,L).

Logo, pelo Lema de Lax-Milgram, para cada {η0, η1} ∈ F ′, existe uma única {φ0, φ1} ∈

F tal que

〈Λ{φ0, φ1}, {ζ0, ζ1}〉 = 〈{η0, η1}, {ζ0, ζ1}〉F ′×F

para toda {ζ0, ζ1} ∈ F , ou equivalentemente, para todo {η0, η1} em F ′ existe um único

par {φ0, φ1} ∈ F , tal que

Λ{φ0, φ1} = {η0, η1}.

Portanto Λ : F → F ′ é um isomor�smo.

Tomando H = L2(0, L)×H−1(0, L) e {u0, u1} ∈ H, existe um único par {φ0, φ1} ∈ F

tal que

Λ{φ0, φ1} = {−u1, u0}

e decorre de (3.19) que

ψ(0) = u0 e ψt(0) = u1.
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Substituindo em (3.18) as condições iniciais pelas condições �nais, ω(x, T ) = u0(x) e

ωt(x, T ) = u1(x), temos o seguinte problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ωtt(x, t)− ωxx(x, t) +

∫ t

0

g(t− σ)ωxx(x, σ) dσ = 0 em ]0, L[×]0, T [

ω(0, t) = φ̃x(0, t)−
∫ T

t

g(σ − t)φ̃x(x, σ) dσ, ω(L, t) = 0 em ]0, T [

ω(x, T ) = u0(x), ωt(x, T ) = u1(x) em ]0, L[.

(3.31)

Assim tomando o controle α(t) = φ̃x(0, t) −
∫ T

t

g(σ − t)φ̃x(0, σ) dσ para (3.15), com

dados iniciais {u0, u1} ∈ H, temos que ω = ω(x, t) e u = u(x, t) são soluções ultra fracas

do mesmo problema. Além disto, temos que u(x, t) = ω(x, T − t) = ψ(x, t) para todo

(x, t) ∈ [0, L]× [0, T ], logo por (3.17)3 temos

u(x, T ) = ω(x, 0) = ψ(x, T ) = 0

e

ut(x, T ) = −ωt(x, 0) = ψt(x, T ) = 0.

O que mostra a controlabilidade exata na fronteira de (3.15). �

Corolário 3.2.2. Se w0 ∈ L2(0, L), existe α̃ ∈ L2(0, T ) tal que w = w(x, t) é a única

solução do problema de controle∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wtt − wxx + g ~ wxx = 0 em ]0, L[×]0, T [

w(0, t) = α̃(t), w(L, t) = 0 em ]0, T [

w(x, T ) = wt(x, T ) = 0 em ]0, L[

w(x, 0) = w0(x), e wt(x, 0) = 0 em ]0, L[.

(3.32)

Prova: Considere o isomor�smo Λ : F → F ′ obtido no Teorema 3.2.1. Assim, dado

{w0, 0} ∈ H, existe um único {φ0, φ1} ∈ F tal que

Λ{φ0, φ1} = {0, w0} = {−ψt(0), ψ(0)} (3.33)

onde ψ = ψ(x, t) é a única solução ultra fraca do problema (3.17).

Portanto para α̃(t) = (φx − g ∗ φx)(0, t) temos que w = ψ e de (3.33) segue (3.32)4.
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3.3 Fórmula de Reconstrução

Nesta seção obteremos a fórmula de reconstrução da força externa associada ao problema

(2.1). Inicialmente, observamos que para um par de condições iniciais

{u0, 0} ∈ L2(0, L) × H−1(0, L) existe um único controle α ∈ L2(0, T ) tal que a solução

u = u(x, t) de (3.15) satisfaz o Teorema 3.2.1. Sendo assim temos a seguinte de�nição.

De�nição 3.3.1. Seja Π o operador linear dado por

Π : L2(0, L) −→ L2(0, T )

u0 7−→ α

onde u0 = u0(x) e α = α(t) são dados pelo Teorema 3.2.1.

O operador Π é limitado em virtude da desiguladade (2.108) do Teorema 2.2.11.

Por outro lado consideremos a equação de Volterra de segundo tipo∣∣∣∣∣∣∣
λ(0)θ′(t) +

∫ T

t

(λ′(s− t)θ′(s) + λ(s− t)θ(s)) ds = η(t)

θ(0) = 0.

(3.34)

Para cada η ∈ L2(0, T ) o problema (3.34) admite uma única solução θ ∈ H1(0, T ) de

modo que

‖θ‖H1(0,T ) 6 C ‖η‖L2(0,T )

conforme [10]. Com isto temos a seguinte de�nição.

De�nição 3.3.2. Seja Φ o operador limitado dado por

Φ : L2(0, T ) −→ H1(0, T )

η 7−→ θ

onde θ é solução de (3.34).

De�niremos também o operador K : L2(0, T ) → H1(0, T ) dado por

Kw(t) =

∫ t

0

λ(t− s)w(s) ds. (3.35)

e assim temos o seguinte lema.
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Lema 3.3.3. Existem uma constante C > 0 tal que

C−1 ‖Kw‖H1(0,T ) 6 ‖w‖L2(0,T ) 6 C ‖Kw‖H1(0,T ) .

para toda w ∈ L2(0, T ).

Prova: Veja Teorema 1 em [10].

Observe que se K∗ : Img(K) ⊂ H1(0, T ) → L2(0, T ) é o operador adjunto de K, então

(K∗θ) (t) = λ(0)θ′(t) +

∫ T

t

(λ′(ξ − t)θ′(ξ) + λ(ξ − t)θ(ξ)) dξ

Portanto pela De�nição 3.3.2, temos verdadeira a seguinte igualdade

(K∗Φ) η = η onde η ∈ L2(0, T ). (3.36)

Considere o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ũtt − ũxx + g ∗ ũxx = 0 em ]0, L[×]0, T [

ũ(0, t) = 0, ũ(L, t) = 0 em ]0, T [

ũ(x, 0) = 0, ũt(x, 0) = f(x) em ]0, L[

(3.37)

onde f ∈ L2(0, L). Do Teorema 2.1.2 temos a existência e unicidade da solução forte

ũ = ũ(x, t) de (3.37). Assim, temos o seguinte resultado.

Lema 3.3.4. Se f ∈ L2(0, L) e λ ∈ C1[0, T ] de modo que λ(0) 6= 0 então a função

u(x, t) = Kũ(x, t) é solução fraca do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
utt − uxx + g ∗ uxx = λ(t)f(x) em ]0, L[×]0, T [

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0 em ]0, T [

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 em ]0, L[.

(3.38)

Prova: Temos que u(x, t) = Kũ(x, t), deste modo

ut(x, t) = Kũt(x, t) (3.39)

utt(x, t) = Kũxx(x, t) + λ(t)f(x) (3.40)

uxx(x, t) = Kũxx(x, t) (3.41)

g ∗ uxx(x, t) = K(g ∗ ũxx)(x, t). (3.42)
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De (3.39)-(3.42) e de (3.37)1 temos que (3.38)1 é satisfeita pois

utt − uxx + g ∗ uxx = K (ũtt − ũxx + g ∗ ũxx)︸ ︷︷ ︸
=0

+λ(t)f(x) = λ(t)f(x).

Além disto temos

u(x, 0) = Kũ(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = Kũt(x, 0) = 0,

e de (3.37)2 obtemos

u(0, t) = Kũ(0, t) = 0,

u(L, t) = Kũ(L, t) = 0.

Portanto o lema está demonstrado. �

No próximo resultado demonstraremos que a força externa f é limitada por uma norma

conveniente de ux(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)ux(0, s) ds e vice-versa.

Teorema 3.3.5. Se λ ∈ C1[0, T ] é tal que λ(0) 6= 0, e f ∈ L2(0, L), então existem

constantes positivas C1 e C2 tais que

C1

∥∥∥∥ux(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)ux(0, s) ds

∥∥∥∥2

H1(0,T )

6

‖f‖2
L2(0,L) 6 C2

∥∥∥∥ux(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)ux(0, s) ds

∥∥∥∥2

H1(0,T )

.

Prova: Do Teorema 2.2.11 e do Teorema 3.1.1 temos que existem constantes C̃1 > 0 e

C̃2 > 0 tal que para a solução ũ = ũ(x, t) de (3.37) vale as seguintes desigualdades

C̃1

∫ T

0

∣∣∣∣ũx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)ũx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt 6∫ L

0

|f(x)|2 dx 6 C̃2

∫ T

0

∣∣∣∣ũx(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)ũx(0, s) ds

∣∣∣∣2 dt. (3.43)

Além disso

ux(x, t) =
d

dx

∫ t

0

λ(s)ũ(x, t− s) ds =

∫ t

0

λ(s)ũx(x, t− s) ds = K(ũx)(x, t)
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e

(g ∗ ux) (x, t) = (g ∗ (Kũx)) (x, t) = (g ∗ (λ ∗ ũx)) (x, t) = K(g ∗ ũx)(x, t),

isto é,

K (ũx − g ∗ ũx) (x, t) = (ux − g ∗ ux)(x, t). (3.44)

Do Lema 3.3.3, temos que existe constantes positivas C̃3 e C̃4 tais que

C̃3 ‖(ux − g ∗ ux)(0, ·)‖H1(0,T ) 6 ‖(ũx − g ∗ ũx)(0, ·)‖L2(0,T ) 6 C̃4 ‖(ux − g ∗ ux)(0, ·)‖H1(0,T ) .

(3.45)

Combinando (3.45) e (3.43), concluímos a demonstração do teorema. �

Estabeleceremos agora a fórmula de reconstrução para os coe�cientes de Fourier de f

a partir de ux(0, t)−
∫ t

0

g(t− s)ux(0, s) ds.

Lema 3.3.6. Seja ũ = ũ(x, t) solução de (3.37) e w = w(x, t) solução de (3.32), então∫ T

0

α(t) (ũx − g ∗ ũx) (0, t) dt =

∫ L

0

w0(x)f(x) dx.

Prova: Multiplicando (3.32) por ũ e integrando por partes em ]0, L[×]0, T [ temos∫ T

0

∫ L

0

wttũ dxdt︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫ T

0

∫ L

0

wxxũ dxdt︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ T

0

∫ L

0

g ~ wxxũ dxdt︸ ︷︷ ︸
I3

= 0. (3.46)

Integrando por partes I1 temos

I1 =

∫ L

0

∫ T

0

wttũ dtdx =

∫ L

0

[
(wtũ)|T0 −

∫ T

0

wtũt dt

]
dx

= −
∫ L

0

[
(wũt)|T0 −

∫ T

0

wũtt dt

]
dx

=

∫ L

0

w0(x)f(x) dx+

∫ L

0

∫ T

0

wũtt dtdx,

isto é,

I1 =

∫ L

0

w0(x)f(x) dx+

∫ L

0

∫ T

0

wũtt dtdx. (3.47)
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Em I2 temos

I2 =

∫ T

0

[
(wxũ)|L0 −

∫ L

0

wxũx dx

]
dt

= −
∫ T

0

(wũx)|L0 −
∫ L

0

wũxx dxdt

=

∫ T

0

α(t)ũx(0, t) dt+

∫ T

0

∫ L

0

wũxx dxdt. (3.48)

Em I3 temos

I3 = −
∫ T

0

∫ L

0

g ~ wxũx dxdt = −
∫ T

0

(ũxg ~ w)|L0 −
∫ L

0

ũxxg ~ w dxdt

=

∫ T

0

ũx(0, t)g ~ α(t) dt+

∫ T

0

∫ L

0

g ~ wũxx dxdt.

Agora mudando a ordem de integração temos

I3 =

∫ T

0

α(t)

∫ t

0

g(t−s)ũx(0, s) dsdt+

∫ T

0

∫ L

0

w(x, t)

∫ t

0

g(t−s)ũxx(x, s) dsdxdt. (3.49)

Substituindo (3.47) - (3.49) em (3.46) temos∫ L

0

w0(x)f(x) dx+

∫ T

0

∫ L

0

wũtt dxdt−
∫ T

0

α(t)ũx(0, t) dt−
∫ T

0

∫ L

0

wũxx dxdt+

+

∫ T

0

α(t)

∫ t

0

g(t− s)ũx(0, s) dsdt+

∫ T

0

∫ L

0

w(x, t)

∫ t

0

g(t− s)ũxx(x, s) dsdxdt = 0,

ou seja, ∫ T

0

∫ L

0

w

(
ũtt − ũxx +

∫ t

0

g(t− s)ũxx(x, s) ds

)
dxdt+∫ L

0

w0(x)f(x) dx−
∫ T

0

α(t)

(
ũx(0, t)−

∫ t

0

g(t− s)ũx(0, s) ds

)
dt = 0

e usando (3.37)1 na equação anterior concluímos a demonstração do lema. �

Agora de�na, para todo x ∈ (0, L), a sequência

ξn(x) := sen
(nπx
L

)
. (3.50)

Usando a De�nição 3.3.1, tome αn da forma

αn := Π(ξn) ∈ L2(0, T ). (3.51)
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Teorema 3.3.7. Seja Θn = (Φ (Π (ξn))). Então

fn = ((ux − g ∗ ux) (0, t),Θn)[H1(0,T )]2

é o n-ésimo coe�ciente de Fourier de f , onde u é solução de (2.1).

Prova: Como u = Kũ onde ũ é solução de (3.37), então de (3.44) e (3.36) temos

((ux − g ∗ ux)(0, ·),Θn)[H1(0,T )]2 = (K(ũx − g ∗ ũx)(0, ·),Φ (Π(ξn)))[H1(0,T )]2

= ((ũx − g ∗ ũx)(0, ·),K∗Φ (Π(ξn)))[L2(0,T )]2

= ((ũx − g ∗ ũx)(0, ·),Π(ξn))L2(0,T )2

= ((ũx − g ∗ ũx)(0, ·), αn(·)))[L2(0,T )]2 ,

isto é,

((ux − g ∗ ux)(0, ·),Θn)[H1(0,T )]2 =

∫ T

0

(ũx − g ∗ ũx) (0, t)αn(t) dt. (3.52)

Tomando wn = wn(x, t) soluções do problema de controle (3.32) com dado inicial ξn

no lugar de w0, e aplicando o Lema 3.3.6 em (3.52) temos

((ux − g ∗ ux)(0, ·),Θn)H1(0,T )2 =

∫ L

0

ξn(x)f(x) dx.

O que conclui a demonstração. �
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Considerações Finais

Neste trabalho estudamos a existência, unicidade e regularidade de soluções fortes, fracas

e ultra fracas para uma equação viscoelástica.

Para garantir a existência de solução forte e fraca, consideramos o problema não homogê-

neo com condições de Dirichlet e aplicamos o Método de Galerkin. A solução fraca, foi

obtida por meio de aproximações de soluções fortes. No estudo de solução ultra fraca,

utilizamos o método de transposição para um problema homogêneo com condição de con-

torno não homogênea, e dados iniciais menos regulares que nos dois casos precedentes.

Empregando o Método da Unicidade de Hilbert, demonstramos a controlabilidade exata

na fronteira para equação viscoelástica. Este resultados de controlabilidade, em conjunto

com resultados de M. Yamamoto [10], permitiram obter os coe�cientes de Fourier da força

externa que era o principal objetivo deste trabalho.
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