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1 Introducao

Dentre os varios tipos de analise estrutural, descritos no item 14.5 da NBR 6118:
2014, trés deles ndao exigem comprovagao de deformacdes no Estado Limite
Ultimo (ELU): (a) analise linear; (b) analise linear com redistribuicdo das
solicitagbes; (c) andlise plastica com materiais rigido-plasticos. Nas duas
primeiras basta usar as rigidezes das secbes integras (Estadio 1) e efetuar, na
segunda, a redistribuicao, respeitando-se em ambas e na terceira os limites da
profundidade relativa da linha neutra (LN). Um quarto tipo — a analise elasto-
plastica — introduz a verificacdo das deformagdes nos materiais, através da
capacidade de rotacao plastica. Nela, as zonas plastificadas da estrutura sao
representadas por rotulas plasticas, concentradas nas secdes criticas
correspondentes, interligadas por barras elasticas e de rigidez a flexdo do
Estadio I, onde houver fissuracao, e do Estadio I, nos trechos sem fissuras. Com
isto, sdo consideradas a plastificacdo dos materiais, a fissuracao e a colaboracao
do concreto entre fissuras no enrijecimento da armadura do banzo tracionado.

Assim, o ultimo tipo de analise pressupde, nas pecas fletidas, um quadro de
fissuracao estabilizado e coloca dois problemas ocultos nos trés primeiros tipos
de andlise, a saber: (a) a determinacao da rigidez de pecas estruturais fissuradas
e nao fissuradas e, (b) a comprovacao da capacidade de rotacao plastica, o que
no fundo corresponde a delimitar as deformagdes extremas nos materiais a seus
valores ultimos. Com isto, pode-se determinar corretamente a capacidade
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portante da estrutura, limitando a demanda de rotacao plastica a capacidade de
rotacdo plastica, com o que sao respeitados os limites de deformacao no aco e
no concreto.

No que segue dao-se indicacdes sobre estas duas questdes e, por ultimo,
mostra-se a aplicacdo da teoria a um exemplo. Para efeito de projeto, a
redistribuicao dos esforcos solicitantes da andlise elastica usualmente tem sido
praticada em torno de 15% a 30%. Redistribuicdo maior pode tornar
preponderantes as condigées dos Estados Limites de Servigo (ELS). Como na
combinacéo rara das a¢bes atua uma carga (1—1/7/f)=(1—0,71) =30% menor,

0s momentos das secdes criticas do ELU (com a redistribuicdo de 30%) e do
ELS (elastico e sem a redistribuicdo) podem resultar muito proximos se as
rigidezes a flexdao para momentos positivos e negativos forem proximas ou iguais
entre si. Isto obrigaria a um aumento da armadura para evitar seu escoamento,
abertura exagerada da fissura e flecha excessiva. Este raciocinio pode conter
erro, se na analise elastica da pega em servico for considerada a rigidez do
Estadio I. Com mais rigor, deve-se proceder a analise que considere as rigidezes
do Estadio Il (nos trechos fissurados) e do Estadio | (nos trechos sem fissuras),
as quais dependem das armaduras decorrentes da redistribuicao escolhida de
momentos. Com isto, a peca de secao transversal constante tem, na verdade,
rigidez variavel. O exemplo dado adiante esclarece esta questdo. Adianta-se que
nele o momento fletor do ELU no apoio de continuidade e apds a redistribuicao
(iguala oM, , =78,4 kNm) € quase igual ao momento elastico na mesma segao

(M, =775kNm) na combinagdo rara das agbes, e ainda assim nao ha
plastificacao alguma da armadura em servico.

2 Classificacao dos acos conforme a dutilidade

A deformabilidade das pecas fletidas tem sua maior influéncia localizada na
deformabilidade do banzo tracionado. Isto porque a profundidade da linha
neutra, confinada no intervalo [0;0,45d], decresce relativamente pouco até o

ELU a partir de escoamento da armadura. Com isto, a curvatura média da peca,

dada por (l)m z;ﬂ, depende em grande parte do alongamento médio da
r —X

armadura, &, . Por consequéncia, quanto mais dutil for o ago tanto mais dutil
podera ser a peca.

A capacidade de uma barra de aco em dissipar energia por deformacdes
plasticas, em caso de descarga ou ruptura, representa a sua dutilidade. A
energia dissipavel por unidade de volume da barra de ago € dada pela area sob
a curva tensdo-deformacdo, o (g,), até a ruptura da barra ensaiada,
descontada a parcela elastica (recuperavel). A Tabela 2.1 mostra as condicoes
exigidas para os agos de dutilidade muito alta (S ou C), alta (A ou H) e normal (B
ou N), cf. o EC-2: 2010, o MC-90 e Sigrist e Marti (1994). A Tabela 2.2 mostra
as condicbes analogas para os acos nacionais, e refere-se a deformacgéao
residual medida em uma distancia igual a 10 diametros da barra apés a ruptura.
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Tabela 2.1

Classe EC2: 2010, Anexo C MC-90 Sigrist e Marti (1994)
(e 1 fy)k Esuk (fr 1 fy)e Esuk (fe ! fy)k Esuk
¢ /00 ¢ /00 ¢ /00
SouC >1,15 >75 >1,15 > 60 1,20 100
<135
AouH > 1,08 >50 >1,08 >50 1,08 50
BouN > 1,05 >25 >1,05 >25 1,05 25

(f: 1 fy) « valor caracteristico, quantil de 5%, da relag&o entre as resisténcias a ruptura

por tracao e do inicio do escoamento.
£, - valor caracteristico, idem, do alongamento Ultimo de ruptura por tragéo,

correspondente a fy .

Tabela 2.2
NBR 7480: 2007 NBR 6118: 2014
Categoria | (f,/fy)r | €5100 | Caracteristicas de Euk
Y dutilidade, item 0
/00 8.3.7 00
CA-25 >1,20 >180 Alta* >1815
CA-50 2110 >80 Alta >82,75
CA-60 21,05 =50 Normal 253,15
&;,10¢4 - alongamento residual medido em 10 diametros.
_ f[ fyk . . ~
Eqk =)k ——+E&104 @longamento Ultimo de ruptura por tragao,
y S

calculado com E =200 GPa .
(*) O ago CA-25 é de muito alta dutilidade, pelo critério da Tabela 2.1

3 Capacidade de rotacao plastica

A estimativa da capacidade de rotagdo plastica considera para o concreto as
mesmas deformagdes limites do ELU, ¢, , dadas no item 8.2.10.1 da NBR 6118:
2014, e para os acos deformacgdes iguais a 90% dos valores da Tabela 2.2, ou
seja, ¢,,=09¢ ,,donde ¢ ,=72°/, para CA-50e ¢, ,6 =45/, para CA-60. No
banzo tracionado, considera-se a colaboracdo do concreto entre fissuras. Do
lado das resisténcias, trabalha-se com os valores caracteristicos dos materiais,
fu € fu: fu - A rotagéo plastica é associada a valores da profundidade relativa

da LN no ELU-Flex&o simples. Assim, a deformabilidade do concreto definida no
calculo do deslocamento em questao (a rotacao plastica) considera um nivel de
resisténcia maior do que o do ELU.

. » €do aco, ¢, ,, podem ser respeitadas
através da rotagao plastica obtida na viga equivalente da Fig. 3.1,

As deformacdes limites do concreto, ¢
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Mu > M > My Mu >M > My

simplificagdo

Fig. 3.1: Viga equivalente

destacada da viga continua correspondente. A viga equivalente representa o
segmento que contém a secao critica onde ocorrem as deformacdes plasticas.
Seu comprimento pode ser tomado igual a distancia entre pontos de momentos
nulos junto ao apoio de continuidade para as cargas de calculo, ¢g,, € admitido

0 mesmo para as cargas ultima g, e do inicio do escoamento, ¢,. Os
carregamentos ¢, € g, correspondem, respectivamente, a uma deformagao

ultima ou limite em um dos dois materiais e a deformagcdo do inicio do
escoamento da armadura tracionada na secao critica. Ao acréscimo (g, —qy)

da carga corresponde a maxima rotacao plastica possivel nessa secao, a qual
vem a ser a capacidade de rotagao plastica.

Tendo em vista que as multiplas influéncias na rotagdo plastica da viga
equivalente dificultam a obtencdo de uma funcdo ao mesmo tempo geral e
segura, procura-se estimar a capacidade de rotacao plastica de maneira mais
simples, para o caso comum de sec¢ao retangular em flexao simples e armadura
simples. Isto é conseguido definindo-se o comprimento da viga equivalente igual
a L=6d, e o comprimento da zona plastificada igual a 2a,=1,2h, a,=0,6h para

cada lado do apoio da viga equivalente, com d = altura util, e h= a altura da
secdo transversal. Com esta aproximacdo, reduz-se a analise da viga
equivalente (ou da estrutura) meramente a analise da secao transversal. Ver
Buchaim (2001 e 2013). Como a distribuicdo de curvaturas ao longo da viga
equivalente é admitida linear, a zona plastificada é um tridngulo de extensao
(base) 2a,=12h, e altura igual a diferengca de curvaturas maxima
(correspondente a uma deformacéao ultima no ago ou no concreto) e do inicio do

escoamento da armadura. A area desse tridngulo é a capacidade de rotacao
plastica, donde:

10°60,, :ﬁ(gL’xm’—gs—”‘;) ruptura do aco (ramo ascendente) (3.2)
T
d d
e
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ay gcu gsm,y

10°0, = - X, ) esmagamento do concreto (ramo (3.3)
R e
d d
descendente)
onde
£=10%¢;
£,,.« € adeformacéo media da armadura associada a deformagéo ultima ¢, ;

e, . € a deformacdo média da armadura associada a deformacgéo do inicio do

sm,y

o .
escoamento , &g =2,57/,,;
£, € o encurtamento médio do concreto idéntico a deformacao limite;

x, € x, sao as profundidades da LN do calculo da rotacao, correspondentes as
deformacdes ultima e o do inicio do escoamento.

A lei tensdo-deformacado média do banzo tracionado, associada a deformacao
do aco na fissura, é a dada no MC-90, item 3.2.3. Ver também Buchaim (2001 e
2013).

Enfatiza-se que a rotacdo plastica resulta de leis tensao-deformacdo dos
materiais com resisténcias f,, para o concreto, fyk € fu para o ago no ramo

plastificado (neste, considerado o enrijecimento da armadura tracionada pela
colaboragéao do concreto entre fissuras), embora as curvas da rotacao plastica
sejam usualmente dadas em funcédo da profundidade relativa da LN no ELU —
Flexao Simples, obtida com as resisténcias de calculo (minoradas) dos materiais,
0 que pode gerar confusdo. Para evita-la, basta perceber que a cada ponto da

X ;o . o
curva 91,,(3) corresponde uma Unica area A, e, portanto, uma Unica taxa

A A, fya
mecanica da armadura @, =-—%—2

——-=——com a qual se obtém a profundidade
bd 0.85f .y

relativa da LN no ELU, (3).

As Figuras 3.2 e 3.3 mostram as curvas da capacidade de rotacao plastica para
acos CA-50 e CA-60, respectivamente, e concretos C20 a C50 e C90.
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Figura 3.2: Capacidade de rotacao plastica para concretos C50 e C90, aco CA-
50, bloco retangular de tensdes para &, (f.;f,./ fi =50e90;500/550MPa) €

para ELU (0.85f,/14;f, /115), Geometria: (a,=0,6h;d =0,9h). Deformagbes
limites: concreto: 3,5°/,, e 2,6°/,, ; ago: 09x80=72°/,,

00

25
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Figura 3.3: Capacidade de rotacao plastica para concretos C50 e C90, aco CA-
60, bloco retangular de tensbes para &,(f.;f/fx =50€90;600/630MPa) e

para ELU (0.85f, /1.4; 1, /115), Geometria: (a, =0,6n;d =0,9n). Deformagoes
limites: concreto: 3,5°/,,e 2,6°/,,;ago: 09x50=45"/,,

0o’
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Os graficos da capacidade de rotacdo plastica, nos ramos ascendente e
descendente, foram linearizados na NBR 6118: 2014, entre os trés pontos da
fungéo @,(x/d) correspondentes a taxa geomeétrica minima da armadura, ao

ponto de maximo e aquele correspondente a x/d =0,45 . Sob este ponto de vista,

pode-se argumentar que as curvas anteriores (do MC-90) tinham por base
valores médios da resisténcia do concreto, f, , ao invés do atual f,. A

deformacao limite do concreto considerada por diferentes pesquisadores é maior
do que as estabelecidas no dimensionamento, p.ex., 5°/,, ao invés de 3,5°/,, .

Também nao se considera a fluéncia do concreto comprimido. Por outro lado,
favorecendo o aumento da capacidade de rotagdo plastica, nas curvas atuais
foram incorporadas as caracteristicas dos acos CA-50 e CA-60 em acordo com
a NBR 7480: 2007 no segmento plastificado, cf. a Tabela 2.2. Além disso,
interfere no problema o efeito de tamanho, objeto de pesquisa atualmente. Ver
a bibliografia especifica para a consideracao de outras influéncias.

4 Rigidez a Flexao nos Estadios I e Il

A rigidez a flexao de uma peca estrutural pode ser considerada a partir de suas
rigidezes do Estadio I, nos segmentos sem fissuras, e do Estadio Il, nos
segmentos fissurados, conforme as expressoes descritas a seguir. No Estadio |
tem-se:

(EDp=E I se M <M., :W2fct,ﬂ (4.1)
onde
E,, € o mbdulo de elasticidade do concreto na origem da curva o.(¢.), cf. o

item 8.2.8 da NBR 6118; I; € o momento de inércia da se¢do bruta de concreto,
ou da sec¢do ideal (armadura considerada); W, é o médulo de resisténcia da fibra
tracionada; e f. 5 € a resisténcia a tragdo na flexdo, cf. o item 8.2.5 (

1 oA ~ . L
fet, fi :ﬁf“’ tomando-se para a resisténcia a tracdo direta o valor médio).

M. € o momento de fissuragdo, e seu conhecimento possibilita separar os
segmentos da peca nos Estadios | e Il.

Tendo em vista que, para as se¢des usuais (retangular e mesmo circular), o
segmento do diagrama momento-curvatura correspondente ao Estadio Il puro
(tensbes de tracao desprezadas) € também proximo de uma reta que passa pela
origem, pode-se aproximar a rigidez a flexdo (EI);; pelo produto do médulo de
elasticidade secante do concreto, dado no mesmo item da NBR 6118 por E_,

pelo momento de inércia da secao fissurada, supondo materiais elasticos.
A consideracgao do enrijecimento da armadura tracionada no Estadio |l (i.e., apés

a fissuracao e antes do escoamento da armadura), decorrente da aderéncia com
deslizamento entre as barras da armadura e o concreto circundante, entre duas
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fissuras sucessivas, é feita através de um terceiro fator, deduzido em Buchaim
(2001), a saber:

gsyk _ 1
Esym | 018 73, (4.2)
Ps.ef fyk
onde

Tpm = 0,675 f i/3 para cargas de curta duragéo e 7, = 0,425f2/3

c ck

para cargas
de longa duragéo ou repetidas, com f., em MPa ;

Ps,ef :bA% (vigas) e py or =;—S (laje) € a taxa geométrica efetiva do banzo
ef ef

tracionado, com A, =2,5(h—d)£h—§ para vigas de segdo retangular e

her =2,5(c+05¢5) < h —% em lajes, com a, = &rea da armadura por unidade de

comprimento, ¢ =cobrimento e ¢, =diametro da barra longitudinal tracionada.

O fator ¢, /¢, >1situa-se geralmente na faixa 1,05 e 115, sendo 1,1 um valor
que se pode adotar com pouco erro em calculos mais aproximados.

O momento de inércia da secao fissurada (conforme calculado no Anexo 1) é

. ~ E . -
dado pelas seguintes expressdes, onde «,=—2 é o0 coeficiente de

[\

A A, " .
equivaléncia, p, = ﬁ € a taxa geométrica da armadura e & =§ a profundidade

relativa da LN.

Secéo retangular com armadura simples:

3
Iy = %as P (1-E)3B—E) (4.3)

fzasps(w 1+0!2,0 _1) (4-4)

~ A
Secdo retangular com armadura dupla (Ag, P51 = bzll

e 0 cobrimento relativo

As2

, d . .
8/ ==L no banzo comprimido, A, e P = no banzo tracionado):
1 d s2 s2
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d> , ,
Iy :bTa's[psl (&= =30+ psr1-8)(3-E)] (4.5)

5 =—(Pg1 + Ps2) + \/[as (ps1 + ps2)]2 +2a; (:09161, +Ps2)

Secao T com armadura simples: sendo b4 a largura da flange comprimida, b,

a largura da alma, iy a altura da flange (ou espessura da laje), d a altura atil,

Py = bASd a taxa geométrica referida a alma, tem-se
w
byd’ by _ A . hp . b
I =22 —{da,p,(1-HB-E)+ (- DL 02e -8 -3+ (- (4.7)
/i 12{ sPs(1=6)(3=95) (bw )a,[(eg d)(f d)(d)]}

onde a profundidade relativa da LN decorre da seguinte equacao do 2° grau:

b h b h
E2 +2ap, + (b—ﬂ—l>7ﬂ]§ 20, p5 + <b—ﬂ—1><—ﬂ>2] =0 (4.8)

w w d

h
3T X .~ ~ , 7 .
valida somente se & = _7ﬂ. Se esta condigado nao ocorrer, o calculo é feito

como secao retangular de largura b,, =b .

Assim, a rigidez a flexdo no Estadio Il € igual ao produto dos trés fatores
mencionados:

€ syk

(EDj =Ec sy (4.9)

sym

As expressdes dadas cobrem casos frequientes da pratica (fluéncia do concreto
excluida). Se for necessaria maior precisido, deve-se usar para o concreto uma
lei constitutiva curva (p. ex., a lei de Grasser) que contenha o médulo de
elasticidade tangente na origem, E_.;, dado no item 8.2.8 da NBR 6118. Se o

momento de fissuracao for pequeno em relacdo ao momento maximo atuante na
secao critica, basta usar a rigidez do Estadio |l.

5 Exemplo

Dada uma viga continua de dois vaos iguais, de comprimento /=8 m, sujeita a
carga uniforme de valor caracteristico g +qgy=5+5=10kN/m, e valor
frequente, gy +wiqx =5+2=7kN/m, pede-se: (a) determinar a armadura

longitudinal e (b) comprovar a capacidade de rotacdo plastica para uma
redistribuicdo do momento fletor do apoio central (B) arbitrada em 30% . Dados
adicionais:
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Secao transversal: b/h/d =200/500/455 mm

Concreto: f. =20 MPa, Ty, =0,425f%'% =313 MPa,
E, =0,85x5600+/20 = 21287,4 MPa (granito),
A1=0,8;n7 =1 (coeficientes do bloco retangular de tensdes para
fu £50 MPa)

Aco CA-50: fyk =500 MPa, E =210GPa

Solucgao:

(1) Determinacao dos momentos fletores para o coeficiente de redistribuicao
0=0,7

No ELU, com a carga de calculo Y (gk +aqr) =1,4x10=14kN/m aplicada nos
dois vaos da viga, resultam apos a redistribuicao:
Momento fletor no apoio de continuidade:
2
WB,d :57f (gk +qk)§:0,7>(14><8:78,4 kNm
Momento fletor maximo no vao:
2

Mgo.a =758k +Qk)%(1_§)2 =14x8x0,825% =76,23 kNm

(2) Dimensionamento das seg¢des criticas

A . A
Sendo a taxa mecéanica da armadura igual a @, =—Si =1-,/1-2u, ,onde
bd 0,85 f,,
: , M , ~
o0 momento relativo é dado por u, =—dz, obtém-se para a secédo do
0,85 f,4bd

apoio central:

78,4x10°

zud = 20
0,85><H>< 200x 455

2

=0,156 , w, =1-4/1-2%0,156 =0,170 e

A, =433 mm’ . Analogamente para o vao, determina-se A, ., =421,2mm’. Adota-

S, Vao

se aarea A, =4¢12,5=500 mm? no apoio interno e também no vao. Note-se que

a extensao da armadura superior deve ser obtida considerando-se um dos vaos
com carga total, o outro sem sobrecarga, e um momento no apoio B igual a
Mp 4 =784 kNm.
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(3) Célculo darigidez a flexao

No que segue, desconsideram-se a favor da seguranca o momento de fissuragao
e a armadura comprimida. Como as areas adotadas nos vaos e no apoio interno
sao iguais, tem-se uma s6 rigidez a calcular. Com a taxa geométrica efetiva do
banzo tracionado igual a

A 500

Poy="T7"= =0,0222
7 bh,  200x2,5x(500—455)

decorre da equagéo (4.2):

Eor 1 B 1 _ L0s4
£, ;. 0187, | 0I8 313 "
Ios,ef fyk 0,0222 SOO
E
De (44), com ay=—ts =200 gg65 5 A 0 _g550 o
E. 212874 *“bd  200x455

cs

a,p, =0,0542 , resulta a profundidade da LN do Estadio Il, para efeito da rigidez
(n&o confundir com a LN do ELU):

&= 0{,0(/1+——1) 0,0542( /1+ —1)— ,28

De (4.3) vem:
3 3
I, = %a p,(1-5(3-¢&)= wo,osma—o,%)o—o,z& =666,6x10° mm*

Portanto, de (4.9) decorre a rigidez a flexdo do Estadio Il:

E,,
(EI), = E I, > =21287,4x666,6x10° x1,054 = 1494,9% 10" Nmm’

sym
(4) Determinagéo da rotacao plastica no apoio central

A equacdo de compatibilidade que permite obter a rotacdo plastica no apoio
central se escreve (momento positivo traciona a borda inferior):

1
O10+011M pg = 9,(,1)
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~ . . ( + )13
Nesta equacdo os coeficientes sdo dados por djp=2 Vfi8k ¥k ,
24(El) g

Y58k +al*
. .

011=2 . O momento em B € negativo, i.e., Mp ;5 =—

3(ED

Com estes dados, pode-se escrever:

21 78k +q)l?

_g
(1-8)=06};

3(ED)yy 8

3
oY = 2x8x10 ~112x10°x(1-0,7)=12x10" rad ou ') =12 mrad
" 3x1494,9%10 "

Note-se, de passagem, que a dada equacdo de compatibilidade contém a
solugdo elastica (6 =1) para rigidez a flexdo constante em toda viga, quando
entdo resultaria nula a rotacao plastica no apoio central. Entretanto, na presente
analise elastoplastica, na qual se retém da analise elastica linear apenas a
distribuicdo de esforgos solicitantes, a rigidez da peca depende do coeficiente de
redistribuicdo 6. Em outras palavras, a rigidez da viga ndo é constante na
solugéo elastica sem redistribuicdo. No exemplo, para 6 =1, resultam momentos
da distribuicéo elastica iguais a Mp; =-112kNm e M,;, ; =63 kNm, 0s quais

2

levam as areas de armadura Az =690 mm? e Ag vao =360 mm~, e as rigidezes

(ED)y oo =1742,8x10'° Nmm® (nos  2m  préximos ao apoio central) e
(ED); .0 =1189,4%10" Nmm® (nos 6m restantes do vdo). Com estes valores

obtém-se a rotacdo plastica no apoio central igual a el(jll)zs,lmmd, em

contraposicao ao valor nulo da solugéo elastica. Este calculo esclarece o que foi
dito na introducao deste trabalho. Esclarece também porque a LN no ELU, na

analise elastica sem redistribuicéo, fica limitada a & = g <0,45,cf.oitem 14.6.4.3

da NBR 6118, e ndo mais em 0,628 para o CA-50 e f, <50 MPa, pois
01(711) =51mrad é praticamente igual a 8, =5mrad , cf. a curva correspondente a

f.. =50 MPa da Fig. 3.2, mesmo sem a corre¢do da esbeltez, mostrada a seguir.

(5) Comprovacéao da capacidade de rotacao plastica

Na Figura 3.2 com a profundidade relativa da LN no ELU igual a
&=125w, =1,25%0,170=0,213 obtém-se:

10°0} =135 rad ou 6\, =135 mrad
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Esta rotacdo corresponde a uma esbeltez da viga equivalente [, /d =6, e deve

ser corrigida multiplicando-a por é No exemplo, tem-se a distancia entre
pontos de momentos nulos proximos do apoio central igual a

l lé=8x0’7 =2,8m, donde:
2 2

ve =

6?2 =135 28 13,7 mrad > 6') =12 mrad
P 6x0,455 !

com o que fica comprovada a capacidade de rotacao plastica da viga.

O presente calculo garante apenas o ELU — Flexdo Simples, e deve ser
completado para atender outros estados limites. As condicdes de servico devem
ser examinadas com o cuidado de considerar os trechos com a rigidez nos
Estadios | e I, devendo-se evitar nas secoes criticas 0 escoamento da armadura
na combinacdo rara das acbées, controlando-se ainda a abertura da fissura
nessas segdes, assim como a flecha, particularmente na combinag&o freqiente
das acdes. No exemplo em questdo, para uma analise elastica com o mesmo
valor da rigidez do Estadio Il usado no ELU, (EI);; (no exemplo, constante em

toda viga), util na verificacdo das flechas imediatas em servigco, obtém-se as
seguintes tensbes na armadura tracionada da sec¢ao do apoio central:

(a) Na combinagéo rara das cargas tem-se g, +¢, =5+5=10kN /m.Obtém-se o

momento fletor no apoio central M, :10><82/8—(10><1,25><8)><0,20/8=77,5 kNm ,

considerando o arredondamento do diagrama de momento fletor devido a uma
largura do apoio interno adotada igual a 1 =0,20m , cf. expressao do item 14.6.3

da NBR 6118: 2014. A curvatura e a distancia da LN ao CG da armadura nesta
secao sao respectivamente iguais a:

1/r=M, I(EI), =77,5%10° /14,949x10" = 5,184 x 10 mm "'
d—x=455-127,4=327,6mm

Logo, a deformacéao e tensdo no aco sao iguais a:

£ =(d—x)/r=327,6/5184x10°=17x10", 6, = E.(d —x)/ r =210x1,7 =357MPa

(b) Na combinacao frequente das acées o0 momento é proporcional a respectiva
carga, ou seja:

M, x(g, +v,q,)/(g, +q,) =357x7/10=249.9MPa

e a tensdo na armadura passa a ser:

o, =357x(7/10) = 249.9MPa
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A flecha imediata maxima na viga, calculada com a rigidez do Estadio Il, para a
combinacdo frequente das cargas, g,+vy,q,=5+2=7kN/m em um Vao e

g =5kN/m no outro, é igual a 12,5 mm=1/640.

Estes resultados devem ser confrontados com as exigéncias de norma, 0 que
podera levar a um aumento da armadura longitudinal. Assim, como se disse na
introducao, é possivel, conforme seja o grau de redistribuicdo escolhido, que as
condicdes de servico sejam preponderantes sobre as do ELU — Flexdo, com o
que a estrutura seria ainda mais segura contra o colapso.

6 Conclusao
Conclui-se o presente trabalho destacando-se 0s seguintes pontos:

(a) A verificacdo de deformacdes limites nos materiais, no ELU — Flexao, pode
ser feita de modo relativamente simples, limitando-se a demanda de rotacao
plastica a capacidade de rotagao plastica da peca.

(b) Para determinar a primeira sao fornecidas expressdes da rigidez a flexao,
com enrijecimento da armadura tracionada, as quais podem ser adotadas
tanto na andlise elasto-plastica do ELU quanto na verificacdo de
deslocamentos imediatos em servigo. Fica-se do lado da seguranca e ha
pouco erro se forem desconsiderados os segmentos no Estadio |, pelo menos
em vigas.

(c) A distribuicdo de esforcos solicitantes nas pecas hiperestaticas decorrente
da andlise elastica linear sem redistribuicdo exige uma capacidade de
rotacdo plastica ndo nula, razao pela qual € menor o limite da profundidade
relativa da LN no ELU atualmente permitido por norma. Deve-se notar, ainda,
gue todas as andlises estruturais estao interrelacionadas e supéem, implicita
ou explicitamente, suficiente dutilidade da estrutura, através das lajes e vigas,
para que a pretendida distribuicdo de esforgos solicitantes seja alcancada,
antes de haver ruptura material na se¢gao mais critica.

(d) A presente verificacdo deve ser completada pela comprovacao dos demais
estados limites, ultimos e de servigo.
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Anexo: Determinacao da Rigidez no Estadio Il
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d—x

L da

Fig. A1: Secao T, com armadura dupla, Estadio Il.

Seja a secao T da Fig. A1, com armadura dupla, sujeita a um momento fletor
maior do que o de fissuracdo. A deducdo, dada a seguir, permite obter as
equacoes (4.3) a (4.8), e tem as seguintes hipéteses como base:

(a) a flexao é simples;
(b) a linha neutra atinge a alma, x=hy;

(c) o concreto a tracdo € desprezado na secdo (mas é considerado no
enrijecimento da armadura tracionada);

(d) os materiais seguem a lei de Hooke;

(e) na area de concreto comprimida nao se desconta a area da armadura;

(f) as grandezas sao todas positivas.

As deformagbes que interessam ao problema relacionam-se com a curvatura da
Secao como segue:

1 &4 _ &1 _ €3 _ En _E—Es
=—== = = = (A1)
ro x x—dy x—hg d-x hy

Como duas grandezas definem o estado de deformacdo, bastam as duas
equacoes de equilibrio para determina-lo. A igualdade das forcas de compressao
e de tracao se escreve:

b,,x h
ASZESESZ = Alesgsl +%Ecs€cl + (bﬂ _bw)hﬂEcsgcﬁ + (bﬂ _bw)TﬂEcs (gcl _€c3]

~ . C A E -
Introduz-se, nesta equagéo, o coeficiente de equivaléncia «; =E—s, e substitui-
cS

se, através de (A1), cada uma das deformagdes em funcao da curvatura e da
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profundidade da LN. Ap6s cancelar a curvatura, obtém-se a equacao do segundo
grau que da a profundidade da LN:

2
2 2 , h
x2 -l A + 0 A + (b by = lay Agd + a Agd] + (b —bw)Tﬂ] ~0
w w

(A2a)

Esta equacado dividida por d? permite introduzir as taxas de armaduras,

A A . . , dj
sL e p, =—=Z 0 cobrimento relativo & :71 da armadura do banzo

b,.d b,d

Ps1 =

comprimido, bem como a profundidade relativa da LN, & =§. Resulta, entédo:

b h b h
&2 + 20 (py +psz>+<b—ﬂ—1>7ﬂ]§ ~[20, (P 8] + Ps2) + <b—ﬂ—1><7ﬂ>2] =0

(A2b)

O momento das forcas de compressao, em relagdo ao banzo tracionado, leva a
seguinte equagéo:

b,,x

h
M=22"F e.(d=2)+(bg —by)hgE . €03(d ——L0) +
2 3 ) f 2

(b ~by) h ,
+MhﬂEcs (Ec1— €3 )d _Tﬂ)"'Alesgsl (d _dl)

Usando (A1) novamente, obtém-se a equacdo que determina a segunda
incégnita do problema (1/r se M for conhecido, ou vice-versa):

1

M:ECSIII7 (AS)
b. x> X hg hg hy

Iy =2 @ -5 by —byhgl(x—hg)(d -2+ L@ -y +

n==, ( 3)-i'( 1 =byw)hgl(x—=hg ) 5 ) 5 ( 3 )]

+a Ay (x—di)d—d]) A%

Esta ultima equagdo € o momento de inércia da secéao fissurada, no Estadio IlI.
Introduzindo os adimensionais resulta:

b,d> , ,
IH :T—z{4as[ps2(l_§)(3_§)+ps1(§_51)(§_351)]+
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b h h h h
NG fl NIPRIAY)
L _pnLee-—yee-3- Ly (L
+(bw )d[(f d)(f 3d)+(d)]}

(Adb)

Secédo retangular com armadura simples: faz-se by =b,, € p, =0 em (A2b) e
(A4b) para obter (4.3) e (4.4).

Secéo retangular com armadura dupla: faz-se bpy =b,, em (A2b) e (Adb) para
obter (4.5) e (4.6).

Secdo T com armadura simples: faz-se p,; =0 em (A2b) e (A4b) para obter (4.7)

h
e (4.8). Se a condigao & :32 7ﬂ nao ocorrer, refaz-se o calculo com b, =by,

alterando-se inclusive a taxa geométrica da armadura.

A deducao dada usou as equacgdes de equilibrio na determinacéo da relacao
momento-curvatura no Estadio Il. Entretanto, chega-se ao mesmo resultado
através das conhecidas propriedades das figuras planas, pois é valida a lei de
Hooke para ambos os materiais. Assim, a profundidade da LN é determinada
igualando-se 0s momentos estaticos das areas comprimidas e tracionada em
relacéo a LN, ou seja:

byx” h ,
sz +(bﬂ _bw)hﬂ(x_Tﬂ)"'asAsl(x_dl):asASZ(d_x) (A2c)

Esta equacao ¢é idéntica a (A2a), como é facil comprovar. O momento de inércia
da secao fissurada em relacao a LN é igual a:

3 3
b X h ’
Iy =" +(bﬂ—bw)hﬂ(x—Tﬂ)2+(bﬂ—bw)%+asAs1(x—d1)2+0{sAs2(d—x)2

(Adc)

2
Para chegar a Equacao (A4b), tira-se by

de (A2c), substitui-se o resultado no

wa2 2x

primeiro termo de (A4c), igual a ( )?, e, em seguida, introduzem-se os

adimensionais.
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