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1 Introdução 
 
Dentre os vários tipos de análise estrutural, descritos no item 14.5 da NBR 6118: 
2014, três deles não exigem comprovação de deformações no Estado Limite 
Último (ELU): (a) análise linear; (b) análise linear com redistribuição das 
solicitações; (c) análise plástica com materiais rígido-plásticos. Nas duas 
primeiras basta usar as rigidezes das seções íntegras (Estádio I) e efetuar, na 
segunda, a redistribuição, respeitando-se em ambas e na terceira os limites da 
profundidade relativa da linha neutra (LN). Um quarto tipo – a análise elasto-
plástica – introduz a verificação das deformações nos materiais, através da 
capacidade de rotação plástica. Nela, as zonas plastificadas da estrutura são 
representadas por rótulas plásticas, concentradas nas seções críticas 
correspondentes, interligadas por barras elásticas e de rigidez à flexão do 
Estádio II, onde houver fissuração, e do Estádio I, nos trechos sem fissuras. Com 
isto, são consideradas a plastificação dos materiais, a fissuração e a colaboração 
do concreto entre fissuras no enrijecimento da armadura do banzo tracionado.  
 
Assim, o último tipo de análise pressupõe, nas peças fletidas, um quadro de 
fissuração estabilizado e coloca dois problemas ocultos nos três primeiros tipos 
de análise, a saber: (a) a determinação da rigidez de peças estruturais fissuradas 
e não fissuradas e, (b) a comprovação da capacidade de rotação plástica, o que 
no fundo corresponde a delimitar as deformações extremas nos materiais a seus 
valores últimos. Com isto, pode-se determinar corretamente a capacidade 
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portante da estrutura, limitando a demanda de rotação plástica à capacidade de 
rotação plástica, com o que são respeitados os limites de deformação no aço e 
no concreto.  
 
No que segue dão-se indicações sobre estas duas questões e, por último, 
mostra-se a aplicação da teoria a um exemplo. Para efeito de projeto, a 
redistribuição dos esforços solicitantes da análise elástica usualmente tem sido 
praticada em torno de %15  a %30 . Redistribuição maior pode tornar 
preponderantes as condições dos Estados Limites de Serviço (ELS). Como na 

combinação rara das ações atua uma carga %30)71,01()11( ≅−=− fγ  menor, 

os momentos das seções críticas do ELU (com a redistribuição de %30 ) e do 
ELS (elástico e sem a redistribuição) podem resultar muito próximos se as 
rigidezes à flexão para momentos positivos e negativos forem próximas ou iguais 
entre si. Isto obrigaria a um aumento da armadura para evitar seu escoamento, 
abertura exagerada da fissura e flecha excessiva. Este raciocínio pode conter 
erro, se na análise elástica da peça em serviço for considerada a rigidez do 
Estádio I. Com mais rigor, deve-se proceder à análise que considere as rigidezes 
do Estádio II (nos trechos fissurados) e do Estádio I (nos trechos sem fissuras), 
as quais dependem das armaduras decorrentes da redistribuição escolhida de 
momentos. Com isto, a peça de seção transversal constante tem, na verdade, 
rigidez variável. O exemplo dado adiante esclarece esta questão. Adianta-se que 
nele o momento fletor do ELU no apoio de continuidade e após a redistribuição 
(igual a kNmM dB 4,78, =δ ) é quase igual ao momento elástico na mesma seção 

)5,77( kNmM k =  na combinação rara das ações, e ainda assim não há 
plastificação alguma da armadura em serviço.  
 
 
2 Classificação dos aços conforme a dutilidade 
 
A deformabilidade das peças fletidas tem sua maior influência localizada na 
deformabilidade do banzo tracionado. Isto porque a profundidade da linha 
neutra, confinada no intervalo ]45,0;0[ d , decresce relativamente pouco até o 
ELU a partir de escoamento da armadura. Com isto, a curvatura média da peça, 

dada por 
xdr

sm
m

−
≅

ε
)

1
( , depende em grande parte do alongamento médio da 

armadura, smε . Por consequência, quanto mais dútil for o aço tanto mais dútil 
poderá ser a peça. 
 
A capacidade de uma barra de aço em dissipar energia por deformações 
plásticas, em caso de descarga ou ruptura, representa a sua dutilidade. A 
energia dissipável por unidade de volume da barra de aço é dada pela área sob 
a curva tensão-deformação, )( ss εσ , até a ruptura da barra ensaiada, 
descontada a parcela elástica (recuperável). A Tabela 2.1 mostra as condições 
exigidas para os aços de dutilidade muito alta (S ou C), alta (A ou H) e normal (B 
ou N), cf. o EC-2: 2010, o MC-90 e Sigrist e Marti (1994). A Tabela 2.2 mostra 
as condições análogas para os aços nacionais, e refere-se à deformação 
residual medida em uma distância igual a 10 diâmetros da barra após a ruptura. 
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Tabela 2.1 
Classe EC2: 2010, Anexo C MC-90 Sigrist e Marti (1994)  

kyt ff )/(  sukε  

oo
o /  

kyt ff )/(  sukε  

oo
o /  

kyt ff )/(  sukε  

oo
o /  

S ou C 15,1≥  

35,1<  
75≥  15,1≥  60≥  20,1  100  

A ou H 08,1>  50>  08,1≥  50≥  08,1  50  
B ou N 05,1>  25>  05,1≥  25≥  05,1  25  

kyt ff )/( : valor característico, quantil de %5 , da relação entre as resistências à ruptura 

por tração e do início do escoamento. 
             sukε : valor característico, idem, do alongamento último de ruptura por tração,   

correspondente a tkf . 

 
         

Tabela 2.2 
NBR 7480: 2007 NBR 6118: 2014  

Categoria kyt ff )/(  φε 10,s  

oo
o /  

Características de 
dutilidade, item 

8.3.7 

sukε  

oo
o /  

CA-25 20,1≥  180≥  Alta* 5,181≥  
CA-50 10,1≥  80≥  Alta 75,82≥  
CA-60 05,1≥  50≥  Normal 15,53≥  

                                        φε 10,s : alongamento residual medido em 10 diâmetros. 

                                       φεε 10,)( s
s

yk
k

y

t
suk

E

f

f

f
+= : alongamento último de ruptura por tração,                                

calculado com GPaEs 200= . 

 (*) O aço CA-25 é de muito alta dutilidade, pelo critério da Tabela 2.1 
  
  
3 Capacidade de rotação plástica 
 
A estimativa da capacidade de rotação plástica considera para o concreto as 
mesmas deformações limites do ELU, cuε , dadas no item 8.2.10.1 da NBR 6118: 
2014, e para os aços deformações iguais a %90  dos valores da Tabela 2.2, ou 
seja, suksud εε 9,0= , donde oo

o

sud /72=ε  para CA-50 e oo

o

sud /45=ε  para CA-60. No 
banzo tracionado, considera-se a colaboração do concreto entre fissuras. Do 
lado das resistências, trabalha-se com os valores característicos dos materiais, 

ckf  e tkyk ff ; . A rotação plástica é associada a valores da profundidade relativa 

da LN no ELU-Flexão simples. Assim, a deformabilidade do concreto definida no 
cálculo do deslocamento em questão (a rotação plástica) considera um nível de 
resistência maior do que o do ELU.   
 
As deformações limites do concreto, cuε , e do aço, sudε , podem ser respeitadas 
através da rotação plástica obtida na viga equivalente da Fig. 3.1,  
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Fig. 3.1: Viga equivalente 

 
 

destacada da viga contínua correspondente. A viga equivalente representa o 
segmento que contém a seção crítica onde ocorrem as deformações plásticas. 
Seu comprimento pode ser tomado igual à distância entre pontos de momentos 
nulos junto ao apoio de continuidade para as cargas de cálculo, dq , e admitido 

o mesmo para as cargas última uq  e do início do escoamento, yq . Os 

carregamentos uq  e yq  correspondem, respectivamente, a uma deformação 

última ou limite em um dos dois materiais e à deformação do início do 
escoamento da armadura tracionada na seção crítica. Ao acréscimo )( yu qq −  

da carga corresponde a máxima rotação plástica possível nessa seção, a qual 
vem a ser a capacidade de rotação plástica.  
 
Tendo em vista que as múltiplas influências na rotação plástica da viga 
equivalente dificultam a obtenção de uma função ao mesmo tempo geral e 
segura, procura-se estimar a capacidade de rotação plástica de maneira mais 
simples, para o caso comum de seção retangular em flexão simples e armadura 
simples. Isto é conseguido definindo-se o comprimento da viga equivalente igual 
a dL 6= , e o comprimento da zona plastificada igual a hay 2,12 = , hay 6,0=  para 

cada lado do apoio da viga equivalente, com d = altura útil, e h = a altura da 
seção transversal. Com esta aproximação, reduz-se a análise da viga 
equivalente (ou da estrutura) meramente à análise da seção transversal. Ver 
Buchaim (2001 e 2013). Como a distribuição de curvaturas ao longo da viga 
equivalente é admitida linear, a zona plastificada é um triângulo de extensão 
(base) hay 2,12 = , e altura igual à diferença de curvaturas máxima 

(correspondente a uma deformação última no aço ou no concreto) e do início do 
escoamento da armadura. A área desse triângulo é a capacidade de rotação 
plástica, donde: 
 

)

11

(10
,,3

d

x

d

xd

a

y

ysm

u

udsmy

pl

−

−

−

=
εε

θ   ruptura do aço (ramo ascendente)  
 

(3.2) 

 
e 
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)

1

(10
,3

d

x

d

xd

a

y

ysm

u

cuy

pl

−

−=
εε

θ   esmagamento do concreto (ramo 

descendente) 

 
(3.3) 

 
onde  
 

εε 310= ; 
 

udsm,ε  é a deformação média da armadura associada à deformação última sudε ; 

 

ysm,ε  é a deformação média da armadura associada à deformação do início do 

escoamento , oo
o

syk /5,2=ε ; 

 

cuε  é o encurtamento médio do concreto idêntico à deformação limite; 
 

ux  e yx  são as profundidades da LN do cálculo da rotação, correspondentes às 

deformações última e o do início do escoamento.  
 
A lei tensão-deformação média do banzo tracionado, associada à deformação 
do aço na fissura, é a dada no MC-90, item 3.2.3. Ver também Buchaim (2001 e 
2013).  
 
Enfatiza-se que a rotação plástica resulta de leis tensão-deformação dos 
materiais com resistências ckf  para o concreto, ykf  e tkf  para o aço no ramo 

plastificado (neste, considerado o enrijecimento da armadura tracionada pela 
colaboração do concreto entre fissuras), embora as curvas da rotação plástica 
sejam usualmente dadas em função da profundidade relativa da LN no ELU – 
Flexão Simples, obtida com as resistências de cálculo (minoradas) dos materiais, 
o que pode gerar confusão. Para evitá-la, basta perceber que a cada ponto da 

curva )(
d

x
plθ  corresponde uma única área sA  e, portanto, uma única taxa 

mecânica da armadura 
cd

yds
d

f

f

bd

A

85,0
=ω , com a qual se obtém a profundidade 

relativa da LN no ELU, )(
d

x
. 

 
As Figuras 3.2 e 3.3 mostram as curvas da capacidade de rotação plástica para 
aços CA-50 e CA-60, respectivamente, e concretos C20 a C50 e C90.  
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Figura 3.2: Capacidade de rotação plástica para concretos C50 e C90, aço CA-
50, bloco retangular de tensões para )550/500;9050/;( MPaefff tkykckpl =θ   e 

para ELU )15,1/;4,1/85,0( ykck ff , Geometria: )9,0;6,0( hdhay == . Deformações 

limites: concreto: oo

o /5,3 e oo

o /6,2 ; aço: oo

o /72809,0 =×   
 
 
 

 
Figura 3.3: Capacidade de rotação plástica para concretos C50 e C90, aço CA-
60, bloco retangular de tensões para )630/600;9050/;( MPaefff tkykckpl =θ   e 

para ELU )15,1/;4,1/85,0( ykck ff , Geometria: )9,0;6,0( hdhay == . Deformações 

limites: concreto: oo

o /5,3 e oo

o /6,2 ; aço: oo

o /45509,0 =×   
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Os gráficos da capacidade de rotação plástica, nos ramos ascendente e 
descendente, foram linearizados na NBR 6118: 2014, entre os três pontos da 
função )/( dxplθ  correspondentes à taxa geométrica mínima da armadura, ao 

ponto de máximo e aquele correspondente a 45,0/ =dx . Sob este ponto de vista, 
pode-se argumentar que as curvas anteriores (do MC-90) tinham por base 
valores médios da resistência do concreto, cmf , ao invés do atual ckf . A 
deformação limite do concreto considerada por diferentes pesquisadores é maior 
do que as estabelecidas no dimensionamento, p.ex., oo

o /5  ao invés de oo

o /5,3 . 
Também não se considera a fluência do concreto comprimido. Por outro lado, 
favorecendo o aumento da capacidade de rotação plástica, nas curvas atuais 
foram incorporadas as características dos aços CA-50 e CA-60 em acordo com 
a NBR 7480: 2007 no segmento plastificado, cf. a Tabela 2.2. Além disso, 
interfere no problema o efeito de tamanho, objeto de pesquisa atualmente. Ver 
a bibliografia específica para a consideração de outras influências. 
 
 
4 Rigidez à Flexão nos Estádios I e II 
 
A rigidez à flexão de uma peça estrutural pode ser considerada a partir de suas 
rigidezes do Estádio I, nos segmentos sem fissuras, e do Estádio II, nos 
segmentos fissurados, conforme as expressões descritas a seguir. No Estádio I 
tem-se: 
 

IciI IEEI =)(  se flctcr fWMM ,2=≤  (4.1) 

 
onde 
  

ciE , é o módulo de elasticidade do concreto na origem da curva )( cc εσ , cf. o 

item 8.2.8 da NBR 6118; II  é o momento de inércia da seção bruta de concreto, 
ou da seção ideal (armadura considerada); 2W  é o módulo de resistência da fibra 
tracionada; e flctf ,  é a resistência à tração na flexão, cf. o item 8.2.5 (

ctflct ff
7,0

1
, = , tomando-se para a resistência à tração direta o valor médio). 

crM  é o momento de fissuração, e seu conhecimento possibilita separar os 
segmentos da peça nos Estádios I e II.  
 
Tendo em vista que, para as seções usuais (retangular e mesmo circular), o 
segmento do diagrama momento-curvatura correspondente ao Estádio II puro 
(tensões de tração desprezadas) é também próximo de uma reta que passa pela 
origem, pode-se aproximar a rigidez à flexão IIEI )(  pelo produto do módulo de 
elasticidade secante do concreto, dado no mesmo item da NBR 6118 por csE , 
pelo momento de inércia da seção fissurada, supondo materiais elásticos.  
 
A consideração do enrijecimento da armadura tracionada no Estádio II (i.e., após 
a fissuração e antes do escoamento da armadura), decorrente da aderência com 
deslizamento entre as barras da armadura e o concreto circundante, entre duas 
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fissuras sucessivas, é feita através de um terceiro fator, deduzido em Buchaim 
(2001), a saber: 
 

1
18,0

1

1

,

≥

−

=

yk

bm

efs

sym

syk

f

τ

ρ

ε

ε
 

 
 

(4.2) 

 
onde     
 

3/2675,0
ckbm f=τ  para cargas de curta duração e 3/2425,0

ckbm f=τ   para cargas 

de longa duração ou repetidas, com ckf  em MPa ; 
 

ef

s
efs

bh

A
=,ρ  (vigas) e 

ef

s
efs

h

a
=,ρ  (laje) é a taxa geométrica efetiva do banzo 

tracionado, com 
3

)(5,2
x

hdhhef −≤−=  para vigas de seção retangular e 

3
)5,0(5,2

x
hch sef −≤+= φ  em lajes, com =sa  área da armadura por unidade de 

comprimento, =c cobrimento e =sφ diâmetro da barra longitudinal tracionada.  
 
O fator 1≥symsyk εε situa-se geralmente na faixa 05,1  e 15,1 , sendo 1,1  um valor 

que se pode adotar com pouco erro em cálculos mais aproximados. 
 
O momento de inércia da seção fissurada (conforme calculado no Anexo 1) é 

dado pelas seguintes expressões, onde 
cs

s
s

E

E
=α  é o coeficiente de 

equivalência, 
bd

As
s =ρ  é a taxa geométrica da armadura e 

d

x
=ξ  a profundidade 

relativa da LN. 
 
Seção retangular com armadura simples: 
 

)3)(1(
3

3

ξξρα −−= ssII
bd

I  
 

(4.3) 

  

)1
2

1( −+=
ss

ss
ρα

ραξ  
 

(4.4) 

 Seção retangular com armadura dupla ( 1sA ,
bd

As
s

1
1 =ρ  e o cobrimento relativo 

d

d1
1 =′δ  no banzo comprimido, 2sA  e 

bd

As
s

2
2 =ρ  no banzo tracionado): 
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)]3)(1()3)(([
3

2111

3

ξξρδξδξρα −−+′−′−= sssII
bd

I  
 

(4.5) 

)(2)]([)( 211
2

2121 sssssssss ρδραρραρραξ +′++++−=  
(4.6) 

 
Seção T com armadura simples: sendo flb  a largura da flange comprimida, wb  

a largura da alma, flh  a altura da flange (ou espessura da laje), d  a altura útil, 

db

A

w

s
s =ρ  a taxa geométrica referida à alma, tem-se 

 

]})()32)(2[()1()3)(1(4{
12

2
3

d

h

d

h

d

h

d

h

b

bdb
I

flflflfl

w

fl
ss

w
II +−−−+−−= ξξξξρα  

 
(4.7) 

 
onde a profundidade relativa da LN decorre da seguinte equação do 2º grau: 
 

0]))(1(2[])1([2 22 =−+−−++
d

h

b

b

d

h

b

b fl

w

fl
ss

fl

w

fl
ss ραξραξ  

 
(4.8) 

 

válida somente se 
d

h

d

x fl
≥=ξ . Se esta condição não ocorrer, o cálculo é feito 

como seção retangular de largura flw bb = . 

 
Assim, a rigidez à flexão no Estádio II é igual ao produto dos três fatores 
mencionados: 
 

sym

syk
IIcsII IEEI

ε

ε
=)(  

 
(4.9) 

 
As expressões dadas cobrem casos freqüentes da prática (fluência do concreto 
excluída). Se for necessária maior precisão, deve-se usar para o concreto uma 
lei constitutiva curva (p. ex., a lei de Grasser) que contenha o módulo de 
elasticidade tangente na origem, ciE , dado no item 8.2.8 da NBR 6118. Se o 
momento de fissuração for pequeno em relação ao momento máximo atuante na 
seção crítica, basta usar a rigidez do Estádio II.  
 
 
5 Exemplo 
 
Dada uma viga contínua de dois vãos iguais, de comprimento ml 8= , sujeita à 
carga uniforme de valor característico mkNqg kk /1055 =+=+ , e valor 

frequente, mkNqg kk /7251 =+=+ψ , pede-se: (a) determinar a armadura 
longitudinal e (b) comprovar a capacidade de rotação plástica para uma 
redistribuição do momento fletor do apoio central (B) arbitrada em %30 . Dados 
adicionais: 
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Seção transversal: mmdhb 455/500/200// =  

Concreto: MPafck 20= , MPaf
ckbm 13,3425,0 3/2 ==τ ,           

MPaEcs 4,2128720560085,0 =×=  (granito), 
1;8,0 == ηλ  (coeficientes do bloco retangular de tensões para 

MPafck 50≤ ) 

Aço CA-50: MPaf yk 500= , GPaEs 210=  

 
Solução:  
 
(1) Determinação dos momentos fletores para o coeficiente de redistribuição 

7,0=δ  
 
No ELU, com a carga de cálculo mkNqg kkf /14104,1( ) =×=+γ  aplicada nos 

dois vãos da viga, resultam após a redistribuição: 
 
Momento fletor no apoio de continuidade:  
 

kNm
l

qgM kkfdB 4,788147,0
8

)(
2

, =××=+= δγδ  

 
Momento fletor máximo no vão:  
 

kNm
l

qgM kkfdvão 23,76825,0814)
4

1(
8

)( 22
2

, =××=−+=
δ

γ  

 
(2) Dimensionamento das seções críticas 
 

Sendo a taxa mecânica da armadura igual a d
cd

yds
d

f

f

bd

A
µω 211

85,0
−−== , onde 

o momento relativo é dado por 
285,0 bdf

M

cd

d
d =µ , obtém-se para a seção do 

apoio central: 
 

156,0

455200
4,1

20
85,0

104,78

2

6

=

×××

×
=dµ  , 170,0156,0211 =×−−=dω  e  

 
2433 mmAsB = . Analogamente para o vão, determina-se 2

, 2,421 mmA vãos = . Adota-

se a área 25005,124 mmAs == φ  no apoio interno e também no vão. Note-se que 
a extensão da armadura superior deve ser obtida considerando-se um dos vãos 
com carga total, o outro sem sobrecarga, e um momento no apoio B igual a 

kNmM dB 4,78, =δ .  
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(3) Cálculo da rigidez à flexão 
 
No que segue, desconsideram-se a favor da segurança o momento de fissuração 
e a armadura comprimida. Como as áreas adotadas nos vãos e no apoio interno 
são iguais, tem-se uma só rigidez a calcular. Com a taxa geométrica efetiva do 
banzo tracionado igual a 
  

0222,0
)455500(5,2200

500
, =

−××
==

ef

s
efs

bh

A
ρ  

 
decorre da equação (4.2): 
 

054,1

500

13,3

0222,0

18,0
1

1

18,0
1

1

,

=

×−

=

−

=

yk

bm

efs

sym

syk

f

τ

ρ
ε

ε
 

 

De (4.4), com 865,9
4,21287

210000
===

cs

s
s

E

E
α , %55,0

455200

500
=

×
==

bd

As
sρ , e 

0542,0=ssρα , resulta a profundidade da LN do Estádio II, para efeito da rigidez 
(não confundir com a LN do ELU): 
 

28,0)1
0542,0

2
1(0542,0)1

2
1( =−+=−+=

ss

ss
ρα

ραξ  
 
 

  
De (4.3) vem: 
 

46
33

106,666)28,03)(28,01(0542,0
3

455200
)3)(1(

3
mm

bd
I ssII ×=−−

×
=−−= ξξρα  

 
Portanto, de (4.9) decorre a rigidez à flexão do Estádio II: 
 

2106 109,1494054,1106,6664,21287)( NmmIEEI
sym

syk

IIcsII ×=×××==
ε

ε
 

 
(4) Determinação da rotação plástica no apoio central 
 
A equação de compatibilidade que permite obter a rotação plástica no apoio 
central se escreve (momento positivo traciona a borda inferior): 
 

)1(
1110 plBdM θδδ =+  
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Nesta equação os coeficientes são dados por 
II

kkf

EI

lqg

)(24

)(
2

3

10

+
=

γ
δ , 

IIEI

l

)(3
211 =δ . O momento em B é negativo, i. e., 

8

)( 2

,

lqg
M

kkf
dB

+
−=

γ
δ .  

 
Com estes dados, pode-se escrever: 
 

)1(
2

)1(
8

)(

)(3

2
pl

kkf

II

lqg

EI

l
θδ

γ
=−

+
  

 

radpl

36

10

3
)1( 1012)7,01(10112

109,14943

1082 −×=−××
××

××
=θ  ou mradpl 12)1( =θ  

 
Note-se, de passagem, que a dada equação de compatibilidade contém a 
solução elástica ( 1=δ ) para rigidez à flexão constante em toda viga, quando 
então resultaria nula a rotação plástica no apoio central. Entretanto, na presente 
análise elastoplástica, na qual se retém da análise elástica linear apenas a 
distribuição de esforços solicitantes, a rigidez da peça depende do coeficiente de 
redistribuição δ . Em outras palavras, a rigidez da viga não é constante na 
solução elástica sem redistribuição. No exemplo, para 1=δ , resultam momentos 
da distribuição elástica iguais a kNmM Bd 112−=  e kNmM dvão 63, = , os quais 

levam às áreas de armadura 2690 mmAsB =  e 2
, 360 mmA vãos = , e às rigidezes 

210

, 108,1742)( NmmEI apoioII ×=  (nos m2  próximos ao apoio central) e 
210

, 104,1189)( NmmEI vãoII ×=  (nos m6  restantes do vão). Com estes valores 

obtém-se a rotação plástica no apoio central igual a mrad
pl

1,5
)1( =θ , em 

contraposição ao valor nulo da solução elástica. Este cálculo esclarece o que foi 
dito na introdução deste trabalho. Esclarece também porque a LN no ELU, na 

análise elástica sem redistribuição, fica limitada a 45,0≤=
d

x
ξ , cf. o item 14.6.4.3 

da NBR 6118, e não mais em 628,0  para o CA-50 e MPafck 50≤ , pois 

mrad
pl

1,5
)1( =θ  é praticamente igual a mradpl 5)2( =θ , cf. a curva correspondente a 

MPafck 50=  da Fig. 3.2, mesmo sem a correção da esbeltez, mostrada a seguir. 
 
(5) Comprovação da capacidade de rotação plástica 
 
Na Figura 3.2 com a profundidade relativa da LN no ELU igual a 

213,0170,025,125,1 =×== dωξ  obtém-se: 
 

radpl 5,1310 )2(3 =θ  ou mradpl 5,13)2( =θ  
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Esta rotação corresponde a uma esbeltez da viga equivalente 6/ =dlve , e deve 

ser corrigida multiplicando-a por 
d

lve

6
. No exemplo, tem-se a distância entre 

pontos de momentos nulos próximos do apoio central igual a 

mllve 8,2
2

7,0
8

2
=×==

δ
, donde: 

 

mradpl 7,13
455,06

8,2
5,13)2( =

×
=θ > mradpl 12)1( =θ  

 
com o que fica comprovada a capacidade de rotação plástica da viga. 
 
O presente cálculo garante apenas o ELU – Flexão Simples, e deve ser 
completado para atender outros estados limites. As condições de serviço devem 
ser examinadas com o cuidado de considerar os trechos com a rigidez nos 
Estádios I e II, devendo-se evitar nas seções críticas o escoamento da armadura 
na combinação rara das ações, controlando-se ainda a abertura da fissura 
nessas seções, assim como a flecha, particularmente na combinação freqüente 
das ações. No exemplo em questão, para uma análise elástica com o mesmo 

valor da rigidez do Estádio II usado no ELU, IIEI )(  (no exemplo, constante em 

toda viga), útil na verificação das flechas imediatas em serviço, obtêm-se as 
seguintes tensões na armadura tracionada da seção do apoio central: 
 
(a) Na combinação rara das cargas tem-se mkNqg kk /1055 =+=+ . Obtém-se o 

momento fletor no apoio central kNmM k 5,778/20,0)825,110(8810 2 =×××−×= , 
considerando o arredondamento do diagrama de momento fletor devido a uma 
largura do apoio interno adotada igual a mt 20,0= , cf. expressão do item 14.6.3 
da NBR 6118: 2014. A curvatura e a distância da LN ao CG da armadura nesta 
seção são respectivamente iguais a:  
 

16126 10184,510949,14/105,77)/(1 −−×=××== mmEIMr IIk     
 

mmxd 6,3274,127455 =−=−  
 
Logo, a deformação e tensão no aço são iguais a: 
 
 36 107,110184,5/6,327/)( −− ×=×=−= rxdsε , MParxdEss 3577,1210/)( =×=−=σ  
 
 (b) Na combinação frequente das ações o momento é proporcional à respectiva 
carga, ou seja: 
 

MPaqgqgM kkkkk 9,249107357)()( 1 =×=++× ψ  
 
e a tensão na armadura passa a ser: 
 

MPas 9,249)10/7(357 =×=σ  
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A flecha imediata máxima na viga, calculada com a rigidez do Estádio II, para a 
combinação frequente das cargas,  mkNqg kk /7251 =+=+ψ  em um vão e 

mkNgk /5=  no outro, é igual a 6405,12 lmm = .  
 
Estes resultados devem ser confrontados com as exigências de norma, o que 
poderá levar a um aumento da armadura longitudinal. Assim, como se disse na 
introdução, é possível, conforme seja o grau de redistribuição escolhido, que as 
condições de serviço sejam preponderantes sobre as do ELU – Flexão, com o 
que a estrutura seria ainda mais segura contra o colapso.  
 
 
6 Conclusão 
 
Conclui-se o presente trabalho destacando-se os seguintes pontos:  
 
(a) A verificação de deformações limites nos materiais, no ELU – Flexão, pode 

ser feita de modo relativamente simples, limitando-se a demanda de rotação 
plástica à capacidade de rotação plástica da peça.  

(b) Para determinar a primeira são fornecidas expressões da rigidez à flexão, 
com enrijecimento da armadura tracionada, as quais podem ser adotadas 
tanto na análise elasto-plástica do ELU quanto na verificação de 
deslocamentos imediatos em serviço. Fica-se do lado da segurança e há 
pouco erro se forem desconsiderados os segmentos no Estádio I, pelo menos 
em vigas.  

(c) A distribuição de esforços solicitantes nas peças hiperestáticas decorrente 
da análise elástica linear sem redistribuição exige uma capacidade de 
rotação plástica não nula, razão pela qual é menor o limite da profundidade 
relativa da LN no ELU atualmente permitido por norma. Deve-se notar, ainda, 
que todas as análises estruturais estão interrelacionadas e supõem, implícita 
ou explicitamente, suficiente dutilidade da estrutura, através das lajes e vigas, 
para que a pretendida distribuição de esforços solicitantes seja alcançada, 
antes de haver ruptura material na seção mais crítica.  

(d) A presente verificação deve ser completada pela comprovação dos demais 
estados limites, últimos e de serviço. 
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Anexo: Determinação da Rigidez no Estádio II 
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Fig. A1: Seção T, com armadura dupla, Estádio II. 
 
 
Seja a seção T da Fig. A1, com armadura dupla, sujeita a um momento fletor 
maior do que o de fissuração. A dedução, dada a seguir, permite obter as 
equações (4.3) a (4.8), e tem as seguintes hipóteses como base: 
 
(a) a flexão é simples; 
(b) a linha neutra atinge a alma, flhx ≥ ; 

(c) o concreto à tração é desprezado na seção (mas é considerado no 
enrijecimento da armadura tracionada); 

(d) os materiais seguem a lei de Hooke; 
(e) na área de concreto comprimida não se desconta a área da armadura; 
(f) as grandezas são todas positivas. 
 
As deformações que interessam ao problema relacionam-se com a curvatura da 
seção como segue: 
 

fl

ccs

fl

csc

hxdhxdxxr

3123

1

111 εεεεεε −
=

−
=

−
=

′−
==  (A1) 

 
Como duas grandezas definem o estado de deformação, bastam as duas 
equações de equilíbrio para determiná-lo. A igualdade das forças de compressão 
e de tração se escreve: 
 

)(
2

)()(
2

31311122 cccs
fl

wflccsflwflccs
w

ssssss E
h

bbEhbbE
xb

EAEA εεεεεε −−+−++=

 

Introduz-se, nesta equação, o coeficiente de equivalência 
cs

s
s

E

E
=α , e substitui-

se, através de (A1), cada uma das deformações em função da curvatura e da 
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profundidade da LN. Após cancelar a curvatura, obtém-se a equação do segundo 
grau que dá a profundidade da LN: 
 

0]
2

)([
2

])([
2

2

11212
2 =−+′+−−+++

fl
wflssss

w
flwflssss

w

h
bbdAdA

b
xhbbAA

b
x αααα  

                                                                                                                                           (A2a) 
 

 

Esta equação dividida por 2
d  permite introduzir as taxas de armaduras, 

db

A

w

s
s

1
1 =ρ  e 

db

A

w

s
s

2
2 =ρ , o cobrimento relativo 

d

d1
1

′
=′δ  da armadura do banzo 

comprimido,  bem como a profundidade relativa da LN, 
d

x
=ξ . Resulta, então: 

 

0]))(1()(2[])1()([2 2
21121

2 =−++′−−+++
d

h

b

b

d

h

b

b fl

w

fl
sss

fl

w

fl
sss ρδραξρραξ  

                                                                                                                                           (A2b) 
 

O momento das forças de compressão, em relação ao banzo tracionado, leva à 
seguinte equação: 
 
 

+−−+−= )
2

()()
3

(
2

31
fl

ccsflwflccs
w

h
dEhbb

x
dE

xb
M εε                                                                                                                              

 
 

                                             )()
3

)((
2

)(
11131 ddEA

h
dEh

bb
sss

fl
cccsfl

wfl
′−+−−

−
+ εεε        

 
Usando (A1) novamente, obtém-se a equação que determina a segunda 
incógnita do problema ( r/1  se M  for conhecido, ou vice-versa): 
 

r
IEM IIcs

1
=  (A3) 

 

+−+−−−+−= )]
3

(
2

)
2

)([()()
3

(
2

2
flflfl

flflwfl
w

II

h
d

hh
dhxhbb

x
d

xb
I  

                                                       
                                                                                             ))(( 111 dddxAss ′−′−+α  (A4a) 

 
Esta última equação é o momento de inércia da seção fissurada, no Estádio II. 
Introduzindo os adimensionais resulta: 
 

+′−′−+−−= )]3)(()3)(1([4{
12

1112

3

δξδξρξξρα sss
w

II
db

I  
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                                                  ]})()32)(2[()1( 2

d

h

d

h

d

h

d

h

b

b flflflfl

w

fl
+−−−+ ξξ                                            

                                                                              (A4b) 
 
Seção retangular com armadura simples: faz-se wfl bb =  e 01 =sρ  em (A2b) e 

(A4b) para obter (4.3) e (4.4). 
  
Seção retangular com armadura dupla: faz-se wfl bb =  em (A2b) e (A4b) para 

obter (4.5) e (4.6). 
 
Seção T com armadura simples: faz-se 01 =sρ  em (A2b) e (A4b) para obter (4.7) 

e (4.8). Se a condição 
d

h

d

x fl
≥=ξ não ocorrer, refaz-se o cálculo com  flw bb = , 

alterando-se inclusive a taxa geométrica da armadura. 
 
A dedução dada usou as equações de equilíbrio na determinação da relação 
momento-curvatura no Estádio II. Entretanto, chega-se ao mesmo resultado 
através das conhecidas propriedades das figuras planas, pois é válida a lei de 
Hooke para ambos os materiais. Assim, a profundidade da LN é determinada 
igualando-se os momentos estáticos das áreas comprimidas e tracionada em 
relação à LN, ou seja: 
 

)()()
2

()(
2

211

2

xdAdxA
h

xhbb
xb

ssss
fl

flwfl
w −=′−+−−+ αα                                                                                                                              

 

(A2c) 

 
Esta equação é idêntica à (A2a), como é fácil comprovar. O momento de inércia 
da seção fissurada em relação à LN é igual a: 
 

2
2

2
11

3

2
3

)()(
12

)()
2

()(
3

xdAdxA
h

bb
h

xhbb
xb

I ssss
fl

wfl
fl

flwfl
w

II −+′−+−+−−+= αα

 
                                                                                                                                             (A4c) 

 

Para chegar à Equação (A4b), tira-se 
2

2
xbw  de (A2c), substitui-se o resultado no 

primeiro termo de (A4c), igual a 
3

2
)

2
(

2
xxbw , e, em seguida, introduzem-se os 

adimensionais.  


