Rigidez de Pegas em Flexado Simples

Resumo

Na determinacio de deslocamentos de estruturas, em setvico e na situacio de calculo, devem ser
consideradas as leis constitutivas dos materiais, a fissuracdo do concreto, o enrijecimento da
armadura tracionada, bem como os segmentos plastificados. Tendo em vista que o
dimensionamento impde um momento “teto” nas se¢Oes criticas, decorrente das acGes majoradas e,
simultaneamente, das resisténcias de calculo (minoradas), é evidente que, nas pecas em flexdo
simples, esse momento de calculo ¢é inferior aquele do inicio de escoamento da armadura tracionada
(sem a minoragdo das resisténcias). Com isto, na auséncia de forga axial de compressio o diagrama
momento-curvatura, de onde decorre a rigidez a flexdo, aproxima-se, na maior parte da estrutura,
do obtido no Estadio II (linear). Assim sendo, comprova-se neste trabalho, através de varias
comparagdes numéricas, que é correto e mais facil usar a rigidez a flexdo decorrente da adogio da
lei de Hooke para o concreto e para o aco. Nos casos mais simples determina-se, ainda, a rigidez
equivalente dessas pegas, constante e que leva 2 mesma flecha na se¢do central, em funcdo do
quociente entre os momentos de fissuragao e maximo, tendo a taxa geométrica da armadura como

parametro.
Abstract

The determination of displacements of a structure at Service and Ultimate Limit States demands the
use of constitutive materials laws with due consideration of cracking, reinforcement tension
stiffening and also plastic segments. As the safe dimensioning imposes, at critical sections, a top
moment coming from magnified loads, simultaneously with reduced strengths, it then becomes
evident that, in elements in simple bending, the bending moment at first yielding, determined
without any reduction in strengths, is greater than the dimensioning one. This means that, in
absence of axial compression force, the bending moment — curvature relation, which is the base to
determine flexural stiffness, is closer, in most part of the structure, to the one obtained with linear
materials laws (State II). This paper confirms, by several numerical comparisons, that it is correct
and easier to use Hooke’s law not only for the steel but also for the concrete. In simpler cases,
expressions for an equivalent flexural stiffness are given, which is constant throughout the
structural element and causes the same displacement at the center of the span, taking the ratio
between cracking and maximum bending moments as free variable and the reinforcement as

parameter.
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1 Introdugao

O presente trabalho determina a rigidez a flexdo de pegas fissuradas e ndo fissuradas,
aplicavel na determinacdo de deslocamentos, tanto em servigo (flechas imediatas), quanto
no Estado Limite Ultimo (rotagio plastica). O caminho seguido é o mais simples possivel,
pois admite-se e comprova-se a aplicabilidade da lei de Hooke também para o concreto.
Para casos mais simples, sio fornecidas expressoes da rigidez equivalente, a qual é uma
combinagao da rigidez do Estadio I e do Estadio II. Com a solu¢do dada em [10] para a
rigidez de pegas comprimidas (pilares), completa-se a determinagao dessa grandeza nos

casos mais comuns de flexdao plana.
2 Rigidez a Flexdo nos Estadios I e I1

A rigidez a flexdo de uma pega estrutural pode ser determinada a partir da rigidez do
Estadio I, nos segmentos sem fissuras, e do Estadio 1I, nos segmentos fissurados. Ver o

Anexo 1. No Estadio I, tem-se:
(EI)I:ECiII SCMSMC}, (1)

Tendo em vista que, para as se¢des usuais (retangular e mesmo circular), o segmento do
diagrama momento-curvatura correspondente ao Estadio II puro (tensdes de tragdo
desprezadas) ¢ também proximo de uma reta que passa pela origem, pode-se aproximar a

rigidez a flexdo (EI)j pelo produto do mdédulo de elasticidade secante do concreto —
dado no item 8.2.8 da NBR 6118 por E.; =0,85E_; —, pelo momento de inércia da segdo

fissurada, supondo materiais elasticos. A consideragao do enrijecimento da armadura
tracionada, decorrente da aderéncia com deslizamento entre as barras da armadura e o
concreto circundante, entre duas fissuras sucessivas, é feita através de um terceiro fator,

deduzido em [4]. A rigidez a flexdo no Estadio 1I tem, entdo, a seguinte forma:

gsyk

(EDy =Eclpy se M>M ., @)

sym

onde o fator de enrijecimento da armadura ¢ dado por:

gsyk _ 1 >1
gsym 1— 0,18 fbim - (3)
ps,ef fyk
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Este fator situa-se geralmente na faixa 1,05 e 1,15, sendo 1,1 um valor que se pode adotar
com pouco erro em calculos mais aproximados. O modelo de enrijecimento da armadura
do banzo tracionado, adotado na determinacdao da expressao (3), esta dado no CEB-FIP
MC-90, itens 3.2 e 7.4.3.1.1. Este fator tem como base, como se vé, o inicio do escoamento
da armadura tracionada. Isto porque a rigidez simplificada que se pretende obter no
presente trabalho atende tanto as verificagoes dos Estados Limites de Servigco (flecha
imediata), quanto as do Estado Limite Ultimo (analise elasto-plastica para a determinacio
da rotagdo plastica). Neste modelo, o recuo da deformacao da armadura do banzo

tracionado na fissura, €, para o valor médio, £g,,, ou seja, (€5 — &y, ), é constante entre

a conclusao da fissuracio e o inicio do escoamento da armadura, ao contrario do modelo

adotado no EC-2, item A2.2, e referido no livto de Ghali e Favre, 1986, no qual esta

diferenca decresce com €. Ver, também, [8] e [9]. Em calculos mais rigorosos, pode-se

alterar este fator para o valor maior &/€ nos segmentos elasticos da peca

sm > >

correspondendo €, =0 / E 2o momento fletor considerado, o que equivale determinar,
N

para cada secio da peca no Estiadio II, uma rigidez secante. Neste caso, basta em (3)

substituir fy; pela tensio O < f; na armadura do banzo tracionado.

As expressdes dadas no Anexo 1 cobrem casos freqiientes da pratica e referem-se a
deslocamentos imediatos. As acoes da fluéncia e da retracdo do concreto, assim como a da
temperatura, nao estao consideradas neste trabalho. Ver, p. ex., o livto de Ghali e Favre

1986.

bl

Se for necessaria maior precisio em (EI)j, deve-se usar para o concreto uma lei
constitutiva curva, p. ex., a lei de Grasser (ver o MC-90, item 2.1.4.4.1) que contenha o

médulo de elasticidade tangente na origem da curva o.(€.), E.;, dado no item 8.2.8 da

ci»

NBR 6118.

Sigrist indica, em [9], a seguinte expressao da rigidez a flexdo, deduzida por ele, para o caso
de se¢ao retangular com armadura simples, resultante do quociente entre 0 momento do

inicio do escoamento da armadura tracionada e a correspondente curvatura (para manter a

coeréncia com a dedugio da Equagio (6), troca-se a notagdo original f. e f) por fg, e

fyk » respectivamente):
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Q) f cm gsyk

El,, = Ebd’o(1-w)(1- (4a)
vk gsym
onde a taxa mecanica da armadura ¢ igual a
SRpS ©
bd fom

f vk €2 resisténcia caracteristica a0 escoamento do aco;

Sfem € o valor médio da resisténcia do concreto (cf. o MC-90, f.,, = for +8,em MPa).

Esta expressao admite tenses uniformes no concreto da zona comprimida, com o que a

altura relativa do bloco retangular de tensdes (& =x/d) é igual a taxa mecanica da

armadura e, por esta razao, tem em principio a grande vantagem de dispensar a procura da

LN. Ver a Fig. 2.

Se a altura do bloco de tensdes for tomada igual a y=0,8x, obtém-se a seguinte

EXpressao:

bd 3 fcm gsyk

Ely = E; =~ 0Q2-0)(4-50) (4b)

vk € sym

Se esta equagdo for multiplicada por 0,8, portanto, trocando-se 8 por 10 no
denominador, consegue-se boa aproximagao com (6), para o caso de se¢ao retangular com

armadura simples.

A rigidez do Estadio 1I, deduzida em [4] e calculada através do mesmo quociente, porém
adotando-se uma parabola do 2° grau para o concreto, ¢ dada a seguir pelas Equagoes (6) a

(9), incluindo-se, desta vez, a armadura comprimida. As taxas mecanicas sio dadas por (5),

ou seja, @ =(Ag fy)/(bdfep,) e @) =(Ag fy)/(bdfcp). Definem-se, ainda, os
seguintes adimensionais: [ = €./ Egyk s Po = Wr€c0 ! Egyi > sendo €. a deformagio
correspondente a tensao de pico, f,, da pardbola do segundo grau (neste trabalho,

admitida igual a €,0=2°/,,). Com estes dados, as equacdes que determinam a rigidez

correspondente a lei parabélica sao:
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(EDjy = Ebd?G(&)Tem 9% ©
vk gsym
G&=2220-22 ¢ \i_¢, %)+ on(§-500-5) o
B 3ﬁ21 ¢

com a profundidade relativa da LN determinada através da seguinte equagao cubica:

<1+7>§3+<ﬁ1+ﬂ2—1>5 ~[B1 A+ ) +2B5 1+ Bi0] + B2 =0 ®)
2

Em (7), a distancia relativa da for¢a de compressao do concreto a armadura tracionada é:

8—(8+3 2)5
1—§+£=1—§+— P ©)
d 4 3—(3+J)§
b

Nesta dedugao considerou-se que a armadura comprimida niao escoa, quando ha inicio do

escoamento da armadura tracionada, o que s6 ocorreria se x 2 0,5d . Como se considera a
seguir, no ELU impde-se como limite da LN exatamente o valor 0,5d. Assim, fica
evidente que para o inicio do escoamento da armadura tracionada, resulta x < 0,5d , pois
na determina¢ao da rigidez nado ha reducao das resisténcias, como ha no ELU para o
dimensionamento.

Nas Equagdes (6) a (9), a variagdao da taxa mecanica deve se estender de um valor minimo,
correspondente a taxa geométrica minima, até um valor maximo, aqui estimado somente
para concreto de resisténcia fox / fe, =20/28 MPa . Considerando inicialmente a

armadura simples, no Estado Limite Ultimo, a maxima profundidade atualmente permitida

na NBR 6118 ¢ , como se disse, x=0,5d . Logo, a maxima altura do “bloco retangular de
tensoes do concreto” é y =0,8x =0,4d . Sendo iguais as for¢as resistentes de calculo,

Ag fya =by(0.85f¢q), divide-se esta igualdade por bd(0,85f;) , para obter a taxa

mecanica de calculo, @; = (Ag f vd )/(0,85f.,bd) . Assim, havendo escoamento da

armadura, esta taxa mecanica ¢ igual a altura relativa do bloco retangular de tensées no
concreto, ou seja, Wy = y/d , cujo valor maximo ¢, entao, 0,4 . No caso de armadura
dupla, ainda no ELU, mantém-se a profundidade relativa da LN igual a x =0,5d , até a

introducdo de uma terceira equagdo, que se junta as duas equagoes de equilibrio. Logo, o
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momento resistente aumenta exclusivamente devido a parcela correspondente a se¢do
metalica que contém a armadura comprimida e o acréscimo da armadura tracionada. Nessa

se¢ao, admite-se a armadura comprimida em escoamento, o que para o CA-50 ocorre se
01 £0,5(1- Eyd /0,0035) =0,20
onde

€4 = fya | Ey = (500/115)/210x10% = 0,00207

Ver a Fig. 1. Esta desigualdade resulta impondo-se €,1 =0,0035 e £ 2 €.

Introduzindo o parimetro k = Ay /Ay = @1y /0rg = @)@, , varidvel de 0 (armadura

simples) a 1 (armadura simétrica), a armadura comprimida é, entdo, k@,  , precisamente

igual a armadura tracionada da se¢ao metalica. Por consequéncia, a se¢io completa tem

armadura tracionada igual a
Wy =04+ ka,,
donde

0,4
1-k

Wy =

Para chegar a taxa mecanica @,, dada pela equagao (5), a partir desta taxa mecanica de
calculo, poe-se fou ! for =28/20=14, y, =115, y.=1,4. Assim, as taxas mecanicas

W) ¢ Wy, relacionam-se entre si na proporc¢ao 1: 2, pois:

¥ X0,85 1,15x0,85 w
W) =Wyg =Wy 5= 2d
Ve x14 1,4 2
donde
0,2
wH = — 10
257, (10)

Conforme o item 17.3.5.2.4 da NBR 6118, a soma das areas das armaduras tracionada e

comprimida nao deve ultrapassar 4% da area da secao transversal, ou seja:

Asl + ASZ <0,04bh
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Usando a aproximagao h=11d e introduzindo a definicio das taxas mecanicas, obtém-se,

com fy =500 MPa e f., =28 MPa, o limite da armadura do banzo tracionado como

segue:

w2s0,04><1,1fy" L _og! (11)
1+k 1+k

cm

A condi¢ao (10) iguala-se a este limite para k = 0,6. Assim, se o pardmetro k variar de 0 a
0,6, o limite de @, imposto por (10) aumenta de 0,2 a 0,5. Continuando a aumentar k,
de 0,6 a 1, prevalece a condigao (11), que é a terceira equagio mencionada. Nesta
condicao, a taxa geométrica total mantém-se constante e igual a 4% , com o que @, decai
de 0,5 a 0,4 . Estes limites foram observados, aproximadamente, nas Figuras 2 e 3. Note-
se que, para k > 0,6, a profundidade da LN no ELU nio pode mais ser arbitrada, pois tem

valor unico e decrescente para cada k crescente.

Conforme a Fig. 2, a comparagdo das quatro solu¢bes mostra que a solucdo elastica,
resultante de (2), é praticamente coincidente com a obtida com a lei parabdlica, cf. (6),

exceto para taxas muito altas da armadura (@ > 0,30), sem maior interesse no projeto. Por
outro lado, a Equacio (4b) leva, em toda a faixa @ = 0,025 a 0,20, a valores da rigidez, em

média, cerca de 21,6% maiores do que os obtidos com a Equagio (6).

Pode-se esperar proximidade ainda maior entre as solucdes elastica e parabodlica em segoes
com armadura dupla, em se¢oes T e também em lajes. De fato, isto é o que ocorre na Fig.
3, onde se mostra a rigidez relativa para armadura dupla, calculada elasticamente, através de
(2). Estes resultados foram comparados com a solugao decorrente de (6), e também com os

valores tabelados em [4]. As diferencas sao muito pequenas.

Conhecida a rigidez do Estadio I e¢ a do Estadio II, é possivel separar os segmentos
fissurados e nao fissurados da pega, através do momento de fissura¢do, obtendo-se as
correspondentes curvaturas. Nas pecas de se¢do e armadura constantes, a curvatura varia

ao longo do vao da mesma forma que o momento fletor, notando-se porém que, na segao

onde o momento das cargas iguala-se ao de fissuracio, M (x) =M .,, a curvatura salta de

Cr»
M. I(El); pata M .. /(El)j;, o que é uma aproximacao desta transicdo, tendo em vista
que sao desprezadas as tensoes de tracdo na se¢ao transversal, inclusive as da fissura

coesiva. Hstas sao consideradas apenas no momento de fissura¢io, M ., cf. as Equagoes
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(A1) e (A2a), e no enrijecimento da armadura tracionada, cf. (3). Se o momento de
fissuracio for pequeno (W =M .. /M, <0,4, aproximadamente), em relagio a0 momento

maximo atuante na sec¢ao critica, basta usar a rigidez do Estadio II, como mostram as

Figuras 4 e 5.
3 Rigidez Equivalente

Pode-se, como alternativa para casos mais simples, calcular uma rigidez equivalente da viga,
a qual é uma combinacio da rigidez do Estadio I e do Estadio II. Para vigas simplesmente

apoiadas, de se¢ao e armadura constantes, definem-se:

w=M_, /M, <1:relacio entre os momentos de fissura¢io ¢ maximo na

(12)
peca;
B =(E.1;)/(EI): relagio entre a rigidez do Estadio I, Eq. (1), e a do
(13)
Estadio 11, Eq. (2);
1
Eqp = x;r < E: distancia relativa do apoio a se¢do onde M (x)=M ., ; (14)
&, =[1—1=w]/2: para carga uniformemente distribuida; (152)
=/ 2: para carga concentrada no meio do vao. 15b
cr P g (15b)

Uma vez calculados os momentos de inércia dos Estadios I e II, resulta a rigidez
equivalente, constante na peca, e que leva a2 mesma flecha no centro do vio, através das

seguintes expressoes (ver as Figuras 4 e 5):

1
(ED) oy = Ecil (16)
f320~D(4=360 )50
para carga uniformemente distribuida. E
(ED),, =El 1 17
eq ci Iﬁ—S(IB—l) C3r ( )

para carga concentrada no meio do vio.

Estas duas equagoes verificam as seguintes condi¢oes de contorno:

(a)se M., =M, entio y=1,¢&,., =05, (ED)oq = Eil ], peca inteiramente no Estidio
I.

3
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Esyk
(b)se M., =0, entio y=¢&,,. =0, (EDeg = Ecsl g — peca inteiramente no Estadio
sym

II.

Se ndo ha fissuracdo, entdo Mo, >M,, W >1 ¢ (El)y = E 1.

A Fig. 5 mostra que a rigidez equivalente da peca, para carga concentrada no meio do vao
da viga bi-apoiada, ¢ mais sensivel ao momento de fissura¢ao do que no caso de carga
distribuida, Fig. 4. Note-se que esta rigidez ¢ uma aproximagiao que se pode adotar nos
apoios de continuidade, mesmo para cargas distribuidas, se o momento fletor parabélico

dessa regiao for proximo do linear.

Examina-se, a seguir, a expressao da rigidez equivalente de Branson, [3], determinada

empiricamente para condi¢oes de servi¢o, a qual pode ser expressa da seguinte forma:

E [
(EDog =Ecy™ I +(=y™E Iy = El[y" +(1_Wm)—cs111] (18)
citl

onde o expoente m ¢ igualado a 3, para os casos de carga distribuida e concentrada. Em
caso de carga concentrada muito intensa ¢ melhor escolher m =4 (Branson, idem). As
Figuras 6 ¢ 7 mostram a comparagdo das Equagdes (16) e (17) com a (18), para os dois
casos de carga considerados. Delas se vé que, para M., 20,4M ,, a Equagao de Branson
fornece uma rigidez a flexao maior do que as obtidas com (16) e (17), mais acentuadamente
nos casos de carga distribuida e baixas taxas geométricas da armadura. Note-se que

¥ 20,4 significa, para carga distribuida, fissuracio em 77,5% do vao ou menos, pois

&, 20,113, cf. 2 Equacio (15a).

A Tabela 1 mostra os resultados experimentais de flechas imediatas, obtidos nos ensaios de
Carbonari (ver [5] e outros trabalhos do autor), com a finalidade de estudar a fluéncia do
concreto em vigas seladas e nao seladas. Os ensaios referem-se a fluéncia linear, de modo

que a carga concentrada foi escolhida para obter a maxima tensio de compressio no
concreto igual = 0,4 f.. Como a resisténcia do concreto varia de 15 MPa a =100 MPa,
para a mesma geometria da viga, tem-se, como consequéncia (e felizmente), o parametro

=M, /M, variando de 0,4 a 0,8. Com exce¢io de um tnico ensaio (o de no. 4, para
fe =97 MPa), todos os demais correspondem a tensOes iniciais na armadura

aproximadamente entre 120 MPa ¢ 320 MPa, o que seria mais representativo das

condi¢oes de servico no projeto. Como se vé na Tabela 1, a expressao de Branson, para o
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expoente m =3, neste caso da resultado melhor do que o obtido com a Equacio (17), aqui
apresentada, embora o correspondente desvio de 14% no valor médio da fragao a;/a
esteja dentro do esperado (< 20%). A razdo da pequena discrepancia esta ligada ao fator
definido para representar o enrijecimento da armadura tracionada, escolhido no presente

caso igual a €y / Egym > 20 invés do valor maior & /Egm » como se mencionou. Se fosse

escolhida esta ultima expressdo, resultaria o valor médio da fracio aj/ag igual a 0,96.
Entretanto, continuam sendo necessdrias comparagoes na faixa de tensoes altas, que
representem a situagao de projeto, i. e.,, no ELU, em que as cargas sio majoradas pelo

coeficiente de seguranca parcial ¥y =14 ou 15, (e além destes valores), especialmente

para cargas distribuidas, com o pardmetro ¥ entre 0,4 ¢ =0,95.

No calculo de deslocamentos deve-se, usualmente, adotar o valor médio da resisténcia 2a
tracao. A Tabela 2 mostra um exemplo da influéncia da resisténcia a tracio na rigidez
equivalente da viga bi-apoiada com carga distribuida, tomando-se como base a rigidez
obtida com o valor médio f,,,, (considera-se aqui a resisténcia a tracao dada pela Equagao
(A2b)). Embora o momento de fissuragao possa variar na propor¢io 1:2, a rigidez varia
em propor¢ao bem menor. De fato, adotando-se f,4,, ¢, p. ex., W =M .. /M, =0,6, erra-
se pouco se ocotrer, na estrutura, o valor caracteristico inferior (—4,2% para a menor
taxa). Por outro lado, se ocorrer o valor caracteristico supetior, o erro ¢ maior (13,1%,

idem), porém do lado da seguranca, pois a estrutura sera mais rigida do que a considerada

no projeto.
4 Conclusio

Conclui-se o presente trabalho destacando-se os seguintes pontos:

(a) A adocao da lei de Hooke, também para o concreto, leva a uma rigidez a flexdao
praticamente coincidente com a solu¢ao decorrente da parabola do 2° grau para o

concreto, exceto para taxas muito altas e sem interesse no projeto.

(b) As expressoes da rigidez a flexdo, aqui apresentadas, incluem o enrijecimento da
armadura tracionada, e podem ser adotadas tanto na analise elasto-plastica do Estado
Limite Ultimo, quanto na verificacdo de deslocamentos imediatos em servico. Ver [10]

para o calculo da rigidez equivalente de pilares.

UEL/CTU DTRU Concreto Estrutural II Rigidez de Pecas em Flexdo Simples Roberto Buchaim IBRACON STRUCTURAL
JOURNAL



(c) O fator de enrijecimento da armadura tracionada foi escolhido com base no inicio do
escoamento da armadura tracionada, como simplificagao e a favor da seguranga, para
que se tenha uma unica expressao da rigidez, tanto em servigo, quanto no Estado

Limite Ultimo. Em calculos mais rigorosos, este fator pode ser alterado para um valor

maior, pondo-se em (3) e (A3) 0, < f; nolugarde fy.

(d) Sdo dadas as expressoes da rigidez equivalente de vigas bi-apoiadas com carga
uniformemente distribuida, Fig. 4, e carga concentrada no centro do vao, Fig. 5, que

consideram os segmentos fissurados e nao fissurados.

(e) Recomenda-se adotar, no projeto, o valor médio da resisténcia a tragao do concreto
para o calculo de deslocamentos, pois o erro na rigidez equivalente é relativamente

pequeno, ou a favor da seguranga.

(f) Enfatiza-se a necessidade de mais comparagoes com resultados experimentais para a
confirmagao da rigidez, inclusive de pecas protendidas, correspondente ao Estado
Limite Ultimo, com as cargas maiores do que as de servigo, especialmente para cargas

distribuidas e o fator ¥ acima de 0,4. Com isto, na anilise elasto-plastica, a rotacdo

plastica das secOes criticas pode ser comparada de forma mais correta e segura a

capacidade de rotacdo plastica.
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6 Anexo 1: Expressoes da rigidez a flexdo nos Estadios I e 11

Resumem-se, a seguir, as expressoes da rigidez a flexdo nos Estadios I e II. No Estadio I,

para momentos M ndo superiores ao de fissuragdo M .., tem-se:
(EDj =E; il se M <M =W, fy g (A1)
onde

E.; =5600, fqr , em MPa, é o médulo de elasticidade do concreto tangente na origem
da curva 0.(€.), cf. o item 8.2.8 da NBR 6118; f. ¢ a resisténcia caracteristica do
concreto; [; é o momento de inércia da segdao bruta de concreto, ou da se¢ao ideal

(armadura considerada); W, ¢ o médulo de resisténcia da fibra tracionada; e fi, g € a

resisténcia a tragdo na flexdo, tomando-se para a resisténcia a tragdo direta, f,;, o valor

médio. Ver os comentarios sobre a Tabela 2. O valor da resisténcia do concreto a tracao na
flexdo, decorrente da consideracio das tensdes de tracao na secido transversal, inclusive as

da fissura coesiva, ¢ expresso pela seguinte equacao, dada no MC-90, item 2.1.3.3:

14150707
fei, i = Fer 100 ,com h em mm (A2a)

h 07
1,5(—)"
(100)

tomando-se para f,;, no calculo de deslocamentos, o valor médio dado por:

Ferm =030£3"3, em MPa (A2b)

C

Como se vé, esta resisténcia depende da altura h da secdo transversal. As pecas com altura

superior a 1500 mm ja podem ser consideradas frageis na tracio, pois ambas as

resisténcias, fe 1 € fer, diferem em menos de 10% . A Equagio (A2a) foi comparada em

[4] com duas solugoes: a original de Sigrist, [9], e outra dela decorrente, para a determinacgao

da resisténcia a tracao na flexao, através do modelo da fissura coesiva.

O fator de enrijecimento da armadura tracionada, deduzido em [4], ¢ dado pela seguinte

equagao:
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Esyk 1 >1
_ 0,18 7p,, - (A3)
ps,ef fyk

Esym 1

onde

Tpm = 0,675 fcim para cargas de curta duragao e 7p,, = 0,425 fci/:; para cargas de longa

duracio ou repetidas, com f.;, em MPa;

A
Ps.ef =—2 (vigas) e Ps,ef Z;—S (laje) sdo as taxas geométricas efetivas do banzo

bhef ef

tracionado, com Ay =25(h—d) < h—% para vigas de secdo retangular e

X . , .
her =2,5(c +0,5¢,) < h—g em lajes, com ag = area da armadura por unidade de
comprimento, ¢ =cobrimento e @; = didmetro da barra longitudinal tracionada.

A obten¢ao do momento de inércia da segao no Estadio II ¢ feita para a se¢ao T da Fig. 1,
com armadura dupla, sujeita a um momento fletor maior do que o de fissuragio. As
seguintes hipéteses sao usadas: (a) a flexdo é simples; (b) a linha neutra atinge a alma

bl

x2hg; () o concreto 2 tragdo ¢ desprezado na secio; (d) os matetiais seguem a lei de
Hooke; (e) na area comprimida da se¢io ndo se desconta a area da armadura; (f) as
grandezas sao todas positivas. Com estas hipdteses, e os seguintes adimensionais:
oy =E/E. (coeficiente de equivaléncia), pg = Ay /(b,,d) e pgo =As /(b,d) (taxas
geométricas das armaduras comprimida e tracionada, respectivamente), e £ = x/d , obtém-

se as expressoes da profundidade da linha neutra (LN) e do momento de inércia da se¢do
fissurada. A profundidade da linha neutra é determinada igualando-se os momentos
estaticos das areas comprimidas e tracionada em relagao a LN, ou seja:

byx” _ tp —d) = _ A4
5 +(bg —by)hg(x 2)+a'sAs1(x d)=a Ay (d —x) (Ada)

ou

UEL/CTU DTRU Concreto Estrutural II Rigidez de Pecas em Flexdo Simples Roberto Buchaim IBRACON STRUCTURAL
JOURNAL



b h
& +2Aa (py+pa)+ DK

w

(A4b)
, bﬂ hﬂ 2
_[2as(p51§1 +p52)+('__1)(+) ]:O
b, d
O momento de inércia da segao fissurada em relagao a LN ¢ igual a:
wa3 hﬂ 2 h;l
I, = 3 +(by —bw)hﬂ(x—j) +(by —bw)E+
(A5a)
A (x—d)) +a,A,(d—x)* =0
ou
b,d> , ,
T ==7 {4a,[ps(1-5)(B=8) + ps1 (& —61)(& =35+
(A5b)

b e - "y0e -3y Mgy 2
HC =D QG- -3+ (1) 1} =0

w
Estas equacdes sio validas somente se £=x/d>h f1/d . Se esta condi¢io nio ocorrer,

refaz-se o calculo com b, =b 1l alterando-se inclusive as taxas geométricas da armadura.
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Tabela 1: Comparagio entre flechas imediatas tedricas e experimentais. Ensaios de
Carbonari, G., vigas biapoiadas de viao [=1800mm, segio retangular

blhld =100/150/20 ou 30 mm, A, =2410=160 mm>, E, =210GPa (adotado),

2/3

carga concentrada no centro do vido, 7y, =0,675f7"~. (A resisténcia cilindrica f. é o

valor médio das resisténcias de 2 ou de 3 corpos de prova ensaiados).

Teste f. d’ G ap Resultados te6ricos
no. 3
J~ ST
Teste 48(ED) oq, j

a | a4 | a | 4 | a3 | a3 |y-"

(mm) | aq | (mm) | ay | (mm)| ag ¢

Eq. Eq. Eq.
(17) (18), 18),
1 45 20 13,26 | 4,57 | 4,11 0,90 | 4,14 | 0,91 449 | 0,98 | 0,399
2 45 20 11,70 | 3,50 | 3,56 1,02 | 345 | 0,99 | 3,82 1,09 | 0,452
3 15 20 5,60 1,74 2,08 1,20 2,01 1,16 2,16 1,24 | 0,494
4 97 30 16,50 | 4,90 | 4,45 | 0,91 422 | 0,86 | 5,10 1,04 | 0,504
5 35 20 8,80 | 2,01 2,73 1,36 | 2,53 126 | 2,84 1,41 | 0,517
6 27 20 6,64 | 1,90 | 2,07 1,09 1,85 | 0,97 | 2,09 1,10 | 0,587
7 38 30 7,78 | 2,41 2,54 1,05 | 2,18 | 0,90 | 2,55 1,06 | 0,594
8 27 30 5,75 1,43 1,94 1,36 1,61 1,13 1,87 1,31 0,651
9 20 20 465 | 1,01 1,40 1,39 1,20 1,19 1,34 1,33 | 0,703
10 24 30 4,77 1,35 1,51 1,12 1,20 0,89 1,37 1,01 0,731
11 23,5 30 432 | 1,06 | 1,23 1,16 | 0,97 | 0,92 1,08 1,02 | 0,797
Xa;lag)/11=] 1,14 1,01 1,15

Tabela 2: Exemplo da influéncia da resisténcia a tragido na rigidez equivalente. Demais
dados conforme Fig. 4.

P (%) fer(MPa) y=M,[M, (ED) oy (Eil 1) Desvio (%)
Setk,min =1,474 0,4 0,249 4,2
0,5 Form =2,210 0,6 0,260 0
Setmax = 2,947 0.8 0,294 13,1
Setk,min = 1,474 0,4 0,383 -33
1 Femm =2,210 0,6 0,396 0
Setk,max = 2,947 0.8 0,438 10,6
Setk,min = 1,474 0,4 0,552 -23
2 Form =2,210 0,6 0,565 0
Setkmax = 2.947 0,8 0,606 73
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X
d __linha ! N
1/r
ad—x
E. '
 — I As2 s2 —J d2

Fig. 1: Se¢do T, com armadura dupla, Estadio II.
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0,6

=
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Y oos

w

T 041

o

e]

® 0,3

@ |

< —— Eq. (42)

2 02 —0— Eq. (4b)

g —2— Hooke, Eq. (2)

N 0,1 —O0— Parabola, Eq. (6)

S

5 \

c 9 | | |
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

Taxa mecanica da armadura: ¢y = Asfyk / (bdfcm)

Fig. 2: Comparagio das solugdes para a determinagio da rigidez relativa do Estadio II, na
flexdao simples. Segdo retangular com armadura simples.
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sc
E 2 oe
S5 |
25 —e— As1/As2 =1,00
T W g, —0— As1/As2=0,75
O —
: = —4&— As1/As2=0,50
O -
T = 02 —6— As1/As2=0,25
2 —e— As1/As2=0,00
e

0 \ | | |

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Taxa mecéanica da armadura tracionada:
w2 = (As2fyk) / (bdfcm)

Fig. 3: Rigidez relativa do Estadio II. Flexdo simples, se¢do retangular com armadura

simples e dupla, 8 =d{/d =0, e d/h=09. E.; =5600,/ f,4 ,em MPa.
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0,9 1

08 v
0,7 e —+—As/bd=3%
06 —=— As /bd=2%

—&— As /bd =1,5%
0,5 —a—As /bd=1%
—*%— As / bd =0,75%
—e— As / bd =0,5%

A
K/
0,37 _— —0—As /bd =0,25%

0,4

Rigide elativa equivalente: (El)eq / (Ecil1)

0,2
C —O—
0,1
0 T ;
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Momento de fissuracdo / Momento maximo: Mcr / Ma

Fig. 4: Rigidez relativa equivalente em fungio de M .. /M ,, viga bi-apoiada com carga

distribuida, Equagao (16). Se¢do retangular, armadura simples,
blhld=200/500/450 mm, fck =20MPa, Tpm = 0’425]06%{/3 )
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o 07 —o—As /bd =3%
8 06 —8— As /bd =2%
S —A—As /bd =1,5%
T 05 —8—As /bd =1%
E —e— As /bd = 0,75%
g 04
t —0—As /bd =0,5%
£ 03 L —e—As /bd =0,25%
S )___H/k 4
S o—o0——o0—< /
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S . 4
=
D 0,1
[

0 |

0 0,1 02 03 04 05 ©06 07 08 09 1
Momento de fissuragao / Momento maximo: Mcr / Ma

Fig. 5: Rigidez relativa equivalente em fungdo de M .. /M ,, viga bi-apoiada com carga

concentrada no centro do vio, Equagio (17). Segdo retangular, armadura simples,

b/ hld=200/500/450 mm, f, =20 MPa, Ty, =0425f3".
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0,9 /
08 // /'
o / ﬂ
06 — —e—As/ bd = 2%, Eq. (18)
5 77 .A! —o—idem, Eq. (16)

05 —A—As/ bd = 1%, Eq. (18)
04 =—tx=jidem, Eq. (16)

T e T .;——T u;./ﬂ —8— As/ bd = 0,5%, Eq. (18)
03 : —O—idem, Eq. (16)

0,2

0,1

Rigidez relativa equivalente : (El)eq / (Ecil1)

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Momento de fissuracdao / Momento maximo: Mcr / Ma

Fig. 6: Rigidez relativa equivalente em fung¢io de M .. /M ,, Equagdes (16) e (18). Viga
bi-apoiada  com  carga  distribuida.  Segdo  retangular, armadura  simples,

blhld=200/500/450 mm, fck =20MPa, Tpm = 0’425]06%{/3 )
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@ 0,9

§' 0,8 —e— As / bd = 2%, Eq. (18)
: i -

W o7 =O=idem, Eq. (17)

P —— As / bd =1%, Eq. (18)
E 0’6; _ —f—idem, Eq. (17)

S 05| —@— As/ bd = 0,5%, Eq. (18)
> —O—idem, Eq. (17)

T 04 A

g

2 03

K]

2 0,2

3

T 0,1

2

c o

(] 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Momento de fissuracao / Momento maximo: Mcr / Ma

Fig. 7: Rigidez relativa equivalente em fungdo de M ., /M ,, Equagdes (17) e (18). Viga
bi-apoiada com carga concentrada no centro do vao. Segao retangular, armadura simples,

b/ hld=200/500/450 mm, f,; =20 MPa, Ty, =0425f3".
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