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Rigidez de Peças em Flexão Simples  

 

Resumo 

Na determinação de deslocamentos de estruturas, em serviço e na situação de cálculo, devem ser 

consideradas as leis constitutivas dos materiais, a fissuração do concreto, o enrijecimento da 

armadura tracionada, bem como os segmentos plastificados. Tendo em vista que o 

dimensionamento impõe um momento “teto” nas seções críticas, decorrente das ações majoradas e, 

simultaneamente, das resistências de cálculo (minoradas), é evidente que, nas peças em flexão 

simples, esse momento de cálculo é inferior àquele do início de escoamento da armadura tracionada 

(sem a minoração das resistências). Com isto, na ausência de força axial de compressão o diagrama 

momento-curvatura, de onde decorre a rigidez à flexão, aproxima-se, na maior parte da estrutura, 

do obtido no Estádio II (linear). Assim sendo, comprova-se neste trabalho, através de várias 

comparações numéricas, que é correto e mais fácil usar a rigidez à flexão decorrente da adoção da 

lei de Hooke para o concreto e para o aço. Nos casos mais simples determina-se, ainda, a rigidez 

equivalente dessas peças, constante e que leva à mesma flecha na seção central, em função do 

quociente entre os momentos de fissuração e máximo, tendo a taxa geométrica da armadura como 

parâmetro. 

Abstract  

The determination of displacements of a structure at Service and Ultimate Limit States demands the 

use of constitutive materials laws with due consideration of cracking, reinforcement tension 

stiffening and also plastic segments. As the safe dimensioning imposes, at critical sections, a top 

moment coming from magnified loads, simultaneously with reduced strengths, it then becomes 

evident that, in elements in simple bending, the bending moment at first yielding, determined 

without any reduction in strengths, is greater than the dimensioning one. This means that, in 

absence of axial compression force, the bending moment – curvature relation, which is the base to 

determine flexural stiffness, is closer, in most part of the structure, to the one obtained with linear 

materials laws (State II). This paper confirms, by several numerical comparisons, that it is correct 

and easier to use Hooke’s law not only for the steel but also for the concrete. In simpler cases, 

expressions for an equivalent flexural stiffness are given, which is constant throughout the 

structural element and causes the same displacement at the center of the span, taking the ratio 

between cracking and maximum bending moments as free variable and the reinforcement as 

parameter.   

Palavras-chave: Concreto armado, Flexão simples, Rigidez à flexão, Enrijecimento da armadura tracionada. 

Keywords: Reinforced concrete, Simple bending, Flexural stiffness, Tension stiffening. 
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1 Introdução 

O presente trabalho determina a rigidez à flexão de peças fissuradas e não fissuradas, 

aplicável na determinação de deslocamentos, tanto em serviço (flechas imediatas), quanto 

no Estado Limite Último (rotação plástica). O caminho seguido é o mais simples possível, 

pois admite-se e comprova-se a aplicabilidade da lei de Hooke também para o concreto. 

Para casos mais simples, são fornecidas expressões da rigidez equivalente, a qual é uma 

combinação da rigidez do Estádio I e do Estádio II. Com a solução dada em [10] para a 

rigidez de peças comprimidas (pilares), completa-se a determinação dessa grandeza nos 

casos mais comuns de flexão plana.   

2 Rigidez à Flexão nos Estádios I e II  

A rigidez à flexão de uma peça estrutural pode ser determinada a partir da rigidez do 

Estádio I, nos segmentos sem fissuras, e do Estádio II, nos segmentos fissurados. Ver o 

Anexo 1. No Estádio I, tem-se:  

IciI IEEI =)(  se crMM ≤  (1) 

Tendo em vista que, para as seções usuais (retangular e mesmo circular), o segmento do 

diagrama momento-curvatura correspondente ao Estádio II puro (tensões de tração 

desprezadas) é também próximo de uma reta que passa pela origem, pode-se aproximar a 

rigidez à flexão IIEI )(  pelo produto do módulo de elasticidade secante do concreto – 

dado no item 8.2.8 da NBR 6118 por cics EE 85,0=  –, pelo momento de inércia da seção 

fissurada, supondo materiais elásticos. A consideração do enrijecimento da armadura 

tracionada, decorrente da aderência com deslizamento entre as barras da armadura e o 

concreto circundante, entre duas fissuras sucessivas, é feita através de um terceiro fator, 

deduzido em [4]. A rigidez à flexão no Estádio II tem, então, a seguinte forma: 
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Este fator situa-se geralmente na faixa 05,1  e 15,1 , sendo 1,1  um valor que se pode adotar 

com pouco erro em cálculos mais aproximados. O modelo de enrijecimento da armadura 

do banzo tracionado, adotado na determinação da expressão (3), está dado no CEB-FIP 

MC-90, itens 3.2 e 7.4.3.1.1. Este fator tem como base, como se vê, o início do escoamento 

da armadura tracionada. Isto porque a rigidez simplificada que se pretende obter no 

presente trabalho atende tanto às verificações dos Estados Limites de Serviço (flecha 

imediata), quanto às do Estado Limite Último (análise elasto-plástica para a determinação 

da rotação plástica). Neste modelo, o recuo da deformação da armadura do banzo 

tracionado na fissura, sε , para o valor médio, smε , ou seja, )( sms εε − , é constante entre 

a conclusão da fissuração e o início do escoamento da armadura, ao contrário do modelo 

adotado no EC-2, item A2.2, e referido no livro de Ghali e Favre, 1986, no qual esta 

diferença decresce com sε . Ver, também, [8] e [9]. Em cálculos mais rigorosos, pode-se 

alterar este fator para o valor maior sms εε , nos segmentos elásticos da peça, 

correspondendo 
s

Ess σε =  ao momento fletor considerado, o que equivale determinar, 

para cada seção da peça no Estádio II, uma rigidez secante. Neste caso, basta em (3) 

substituir ykf  pela tensão yks f≤σ  na armadura do banzo tracionado.  

As expressões dadas no Anexo 1 cobrem casos freqüentes da prática e referem-se a 

deslocamentos imediatos. As ações da fluência e da retração do concreto, assim como a da 

temperatura, não estão consideradas neste trabalho. Ver, p. ex., o livro de Ghali e Favre, 

1986.  

Se for necessária maior precisão em IIEI )( , deve-se usar para o concreto uma lei 

constitutiva curva, p. ex., a lei de Grasser (ver o MC-90, item 2.1.4.4.1) que contenha o 

módulo de elasticidade tangente na origem da curva )( cc εσ , ciE , dado no item 8.2.8 da 

NBR 6118.  

Sigrist indica, em [9], a seguinte expressão da rigidez à flexão, deduzida por ele, para o caso 

de seção retangular com armadura simples, resultante do quociente entre o momento do 

início do escoamento da armadura tracionada e a correspondente curvatura (para manter a 

coerência com a dedução da Equação (6), troca-se a notação original cf  e yf  por cmf  e 

ykf , respectivamente): 
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onde a taxa mecânica da armadura é igual a                                                                                                           

cm

yks

f

f

bd

A
=ω  (5) 

e  

ykf  é a resistência característica ao escoamento do aço; 

cmf  é o valor médio da resistência do concreto (cf. o MC-90, 8+= ckcm ff , em MPa ). 

Esta expressão admite tensões uniformes no concreto da zona comprimida, com o que a 

altura relativa do bloco retangular de tensões ( dx /=ξ ) é igual à taxa mecânica da 

armadura e, por esta razão, tem em princípio a grande vantagem de dispensar a procura da 

LN. Ver a Fig. 2. 

Se a altura do bloco de tensões for tomada igual a xy 8,0= , obtém-se a seguinte 

expressão:  
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−−=  (4b) 

Se esta equação for multiplicada por 8,0 , portanto, trocando-se 8  por 10  no 

denominador, consegue-se boa aproximação com (6), para o caso de seção retangular com 

armadura simples.  

A rigidez do Estádio II, deduzida em [4] e calculada através do mesmo quociente, porém 

adotando-se uma parábola do 2º grau para o concreto, é dada a seguir pelas Equações (6) a 

(9), incluindo-se, desta vez, a armadura comprimida. As taxas mecânicas são dadas por (5), 

ou seja, )/()( 11 cmyks bdffA=ω  e )/()( 22 cmyks bdffA=ω . Definem-se, ainda, os 

seguintes adimensionais: sykc εεωβ /011 = , sykc εεωβ /022 = , sendo 0cε  a deformação 

correspondente à tensão de pico, cmf , da parábola do segundo grau (neste trabalho, 

admitida igual a oo
o

c /20 =ε ). Com estes dados, as equações que determinam a rigidez 

correspondente à lei parabólica são: 



UEL/CTU DTRU Concreto Estrutural II Rigidez de Peças em Flexão Simples Roberto Buchaim IBRACON STRUCTURAL  

JOURNAL  
 

sym

syk

yk

cm
sII

f

f
GbdEEI

ε

ε
ξ )()( 3=  (6) 

)1)(()1)(
13

1()( 111
2

22

2

2 δδξωξ
ξ

ξ

β

ω
ξ

β

ω
ξ ′−′−++−

−
−=

d

a
G  (7) 

com a profundidade relativa da LN determinada através da seguinte equação cúbica:                              
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1( 211211
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Em (7), a distância relativa da força de compressão do concreto à armadura tracionada é: 
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Nesta dedução considerou-se que a armadura comprimida não escoa, quando há início do 

escoamento da armadura tracionada, o que só ocorreria se dx 5,0≥ . Como se considera a 

seguir, no ELU impõe-se como limite da LN exatamente o valor d5,0 . Assim, fica 

evidente que para o início do escoamento da armadura tracionada, resulta dx 5,0< , pois 

na determinação da rigidez não há redução das resistências, como há no ELU para o 

dimensionamento.  

Nas Equações (6) a (9), a variação da taxa mecânica deve se estender de um valor mínimo, 

correspondente à taxa geométrica mínima, até um valor máximo, aqui estimado somente 

para concreto de resistência MPaff cmck 28/20/ = . Considerando inicialmente a 

armadura simples, no Estado Limite Último, a máxima profundidade atualmente permitida 

na NBR 6118 é , como se disse, dx 5,0= . Logo, a máxima altura do “bloco retangular de 

tensões do concreto” é dxy 4,08,0 == . Sendo iguais as forças resistentes de cálculo, 

)85,0( cdyds fbyfA = , divide-se esta igualdade por )85,0( cdfbd , para obter a taxa 

mecânica de cálculo, )85,0/()( bdffA cdydsd =ω . Assim, havendo escoamento da 

armadura, esta taxa mecânica é igual à altura relativa do bloco retangular de tensões no 

concreto, ou seja, dyd /=ω , cujo valor máximo é, então, 4,0 . No caso de armadura 

dupla, ainda no ELU, mantém-se a profundidade relativa da LN igual a dx 5,0= , até a 

introdução de uma terceira equação, que se junta às duas equações de equilíbrio. Logo, o 
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momento resistente aumenta exclusivamente devido à parcela correspondente à seção 

metálica que contém a armadura comprimida e o acréscimo da armadura tracionada. Nessa 

seção, admite-se a armadura comprimida em escoamento, o que para o CA-50 ocorre se  

20,0)0035,01(5,01 =−≤′ ydεδ  

onde  

00207,010210)15,1/500( 3 =×== sydyd Efε  

Ver a Fig. 1. Esta desigualdade resulta impondo-se 0035,01 =cε  e yds εε ≥1 . 

Introduzindo o parâmetro 212121 ωωωω === ddss AAk , variável de 0  (armadura 

simples) a 1 (armadura simétrica), a armadura comprimida é, então, dk 2ω , precisamente 

igual à armadura tracionada da seção metálica. Por consequência, a seção completa tem 

armadura tracionada igual a 

dd k 22 4,0 ωω +=   

donde 

k
d

−
=

1

4,0
2ω   

Para chegar à taxa mecânica 2ω , dada pela equação (5), a partir desta taxa mecânica de 

cálculo, põe-se 4,120/28/ ==ckcm ff , 15,1=sγ , 4,1=cγ . Assim, as taxas mecânicas 

2ω  e d2ω  relacionam-se entre si na proporção 2:1 , pois: 
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2222
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≅

1
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Conforme o item 17.3.5.2.4 da NBR 6118, a soma das áreas das armaduras tracionada e 

comprimida não deve ultrapassar %4  da área da seção transversal, ou seja: 

bhAA ss 04,021 ≤+   
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Usando a aproximação dh 1,1≅  e introduzindo a definição das taxas mecânicas, obtém-se, 

com MPaf yk 500=  e MPafcm 28= , o limite da armadura do banzo tracionado como 

segue:                                                                                     

kkf

f

cm

yk

+
≅

+
×≤

1

1
8,0

1

1
1,104,02ω  (11) 

A condição (10) iguala-se a este limite para 6,0=k . Assim, se o parâmetro k  variar de 0  a 

6,0 , o limite de 2ω  imposto por (10) aumenta de 2,0  a 5,0 . Continuando a aumentar k , 

de 6,0  a 1, prevalece a condição (11), que é a terceira equação mencionada. Nesta 

condição, a taxa geométrica total mantém-se constante e igual a %4 , com o que 2ω  decai 

de 5,0  a 4,0 . Estes limites foram observados, aproximadamente, nas Figuras 2 e 3. Note-

se que, para 6,0>k , a profundidade da LN no ELU não pode mais ser arbitrada, pois tem 

valor único e decrescente para cada k  crescente. 

Conforme a Fig. 2, a comparação das quatro soluções mostra que a solução elástica, 

resultante de (2), é praticamente coincidente com a obtida com a lei parabólica, cf. (6), 

exceto para taxas muito altas da armadura ( 30,0>ω ), sem maior interesse no projeto. Por 

outro lado, a Equação (4b) leva, em toda a faixa 025,0=ω  a 20,0 , a valores da rigidez, em 

média, cerca de %6,21  maiores do que os obtidos com a Equação (6).  

Pode-se esperar proximidade ainda maior entre as soluções elástica e parabólica em seções 

com armadura dupla, em seções T e também em lajes. De fato, isto é o que ocorre na Fig. 

3, onde se mostra a rigidez relativa para armadura dupla, calculada elasticamente, através de 

(2). Estes resultados foram comparados com a solução decorrente de (6), e também com os 

valores tabelados em [4]. As diferenças são muito pequenas.  

Conhecida a rigidez do Estádio I e a do Estádio II, é possível separar os segmentos 

fissurados e não fissurados da peça, através do momento de fissuração, obtendo-se as 

correspondentes curvaturas. Nas peças de seção e armadura constantes, a curvatura varia 

ao longo do vão da mesma forma que o momento fletor, notando-se porém que, na seção 

onde o momento das cargas iguala-se ao de fissuração, crMxM =)( , a curvatura salta de 

Icr EIM )/(  para IIcr EIM )/( , o que é uma aproximação desta transição, tendo em vista 

que são desprezadas as tensões de tração na seção transversal, inclusive as da fissura 

coesiva. Estas são consideradas apenas no momento de fissuração, crM , cf. as Equações 
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(A1) e (A2a), e no enrijecimento da armadura tracionada, cf. (3). Se o momento de 

fissuração for pequeno ( 4,0/ ≤= acr MMψ , aproximadamente), em relação ao momento 

máximo atuante na seção crítica, basta usar a rigidez do Estádio II, como mostram as 

Figuras 4 e 5.  

3 Rigidez Equivalente  

Pode-se, como alternativa para casos mais simples, calcular uma rigidez equivalente da viga, 

a qual é uma combinação da rigidez do Estádio I e do Estádio II. Para vigas simplesmente 

apoiadas, de seção e armadura constantes, definem-se: 

1/ ≤= acr MMψ : relação entre os momentos de fissuração e máximo na 

peça; 
(12) 

IIIci EIIE )/()(=β : relação entre a rigidez do Estádio I, Eq. (1), e a do 

Estádio II, Eq. (2); 
(13) 

2

1
≤=

l

xcr
crξ : distância relativa do apoio à seção onde crMxM =)( ;   (14) 

2/]11[ ψξ −−=cr : para carga uniformemente distribuída; (15a) 

2/ψξ =cr : para carga concentrada no meio do vão. (15b) 

Uma vez calculados os momentos de inércia dos Estádios I e II, resulta a rigidez 

equivalente, constante na peça, e que leva à mesma flecha no centro do vão, através das 

seguintes expressões (ver as Figuras 4 e 5): 

3)34)(1(2,3

1
)(

crcr

Icieq IEEI
ξξββ −−−

=  (16) 

para carga uniformemente distribuída. E 

318

1

cr

Icieq IEEI
ξββ )(

)(
−−

=  (17) 

para carga concentrada no meio do vão.  

Estas duas equações verificam as seguintes condições de contorno: 

(a) se acr MM = , então 1=ψ , 5,0=crξ , Icieq IEEI =)( , peça inteiramente no Estádio 

I; 
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(b) se 0=crM , então 0== crξψ , 
sym

syk
IIcseq IEEI

ε

ε
=)( , peça inteiramente no Estádio 

II. 

Se não há fissuração, então acr MM > , 1>ψ   e Icieq IEEI =)( . 

A Fig. 5 mostra que a rigidez equivalente da peça, para carga concentrada no meio do vão 

da viga bi-apoiada, é mais sensível ao momento de fissuração do que no caso de carga 

distribuída, Fig. 4. Note-se que esta rigidez é uma aproximação que se pode adotar nos 

apoios de continuidade, mesmo para cargas distribuídas, se o momento fletor parabólico 

dessa região for próximo do linear.  

Examina-se, a seguir, a expressão da rigidez equivalente de Branson, [3], determinada 

empiricamente para condições de serviço, a qual pode ser expressa da seguinte forma:  

])1([)1()(
Ici

IIcsmm
IciIIcs

m
I

m
cieq

IE

IE
IEIEIEEI ψψψψ −+=−+=  (18) 

onde o expoente m  é igualado a 3 , para os casos de carga distribuída e concentrada. Em 

caso de carga concentrada muito intensa é melhor escolher 4=m  (Branson, idem). As 

Figuras 6 e 7 mostram a comparação das Equações (16) e (17) com a (18), para os dois 

casos de carga considerados.  Delas se vê que, para acr MM 4,0≥ , a Equação de Branson 

fornece uma rigidez à flexão maior do que as obtidas com (16) e (17), mais acentuadamente 

nos casos de carga distribuída e baixas taxas geométricas da armadura. Note-se que 

4,0≥ψ  significa, para carga distribuída, fissuração em %5,77  do vão ou menos, pois 

113,0≥crξ , cf. a Equação (15a).  

A Tabela 1 mostra os resultados experimentais de flechas imediatas, obtidos nos ensaios de 

Carbonari (ver [5] e outros trabalhos do autor), com a finalidade de estudar a fluência do 

concreto em vigas seladas e não seladas. Os ensaios referem-se à fluência linear, de modo 

que a carga concentrada foi escolhida para obter a máxima tensão de compressão no 

concreto igual cf4,0≈ . Como a resistência do concreto varia de MPa15  a MPa100≈ , 

para a mesma geometria da viga, tem-se, como conseqüência (e felizmente), o parâmetro 

acr MM=ψ  variando  de 4,0  a 8,0 . Com exceção de um único ensaio (o de no. 4, para 

MPafc 97= ), todos os demais correspondem a tensões iniciais na armadura 

aproximadamente entre MPa120  e MPa320 , o que seria mais representativo das 

condições de serviço no projeto. Como se vê na Tabela 1, a expressão de Branson, para o 



UEL/CTU DTRU Concreto Estrutural II Rigidez de Peças em Flexão Simples Roberto Buchaim IBRACON STRUCTURAL  

JOURNAL  
 

expoente 3=m , neste caso dá resultado melhor do que o obtido com a Equação (17), aqui 

apresentada, embora o correspondente desvio de %14  no valor médio da fração 01 / aa  

esteja dentro do esperado ( %20≤ ). A razão da pequena discrepância está  ligada ao fator 

definido para representar o enrijecimento da armadura tracionada, escolhido no presente 

caso igual a symsyk εε , ao invés do valor maior sms εε , como se mencionou. Se fosse 

escolhida esta última expressão, resultaria o valor médio da fração 01 / aa  igual a 96,0 . 

Entretanto, continuam sendo necessárias comparações na faixa de tensões altas, que 

representem a situação de projeto, i. e., no ELU, em que as cargas são majoradas pelo 

coeficiente de segurança parcial 4,1=fγ ou 5,1 , (e além destes valores), especialmente 

para cargas distribuídas, com o parâmetro ψ  entre 4,0 e 95,0≈ .  

No cálculo de deslocamentos deve-se, usualmente, adotar o valor médio da resistência à 

tração. A Tabela 2 mostra um exemplo da influência da resistência à tração na rigidez 

equivalente da viga bi-apoiada com carga distribuída, tomando-se como base a rigidez 

obtida com o valor médio ctmf  (considera-se aqui a resistência à tração dada pela Equação 

(A2b)). Embora o momento de fissuração possa variar na proporção 2:1 , a rigidez varia 

em proporção bem menor. De fato, adotando-se ctmf  e, p. ex., 6,0/ == acr MMψ , erra-

se pouco se ocorrer, na estrutura, o valor característico inferior ( %2,4−  para a menor 

taxa). Por outro lado, se ocorrer o valor característico superior, o erro é maior ( %1,13 , 

idem), porém do lado da segurança, pois a estrutura será mais rígida do que a considerada 

no projeto.  

4 Conclusão 

Conclui-se o presente trabalho destacando-se os seguintes pontos:  

(a) A adoção da lei de Hooke, também para o concreto, leva a uma rigidez à flexão 

praticamente coincidente com a solução decorrente da parábola do 2º grau para o 

concreto, exceto para taxas muito altas e sem interesse no projeto. 

(b) As expressões da rigidez à flexão, aqui apresentadas, incluem  o enrijecimento da 

armadura tracionada, e podem ser adotadas tanto na análise elasto-plástica do Estado 

Limite Último, quanto na verificação de deslocamentos imediatos em serviço. Ver [10] 

para o cálculo da rigidez equivalente de pilares. 
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(c) O fator de enrijecimento da armadura tracionada foi escolhido com base no início do 

escoamento da armadura tracionada, como simplificação e a favor da segurança, para 

que se tenha uma única expressão da rigidez, tanto em serviço, quanto no Estado 

Limite Último. Em cálculos mais rigorosos, este fator pode ser alterado para um valor 

maior, pondo-se em (3) e (A3) yks f≤σ  no lugar de ykf .  

(d) São dadas as expressões da rigidez equivalente de vigas bi-apoiadas com carga 

uniformemente distribuída, Fig. 4, e carga concentrada no centro do vão, Fig. 5, que 

consideram os segmentos fissurados e não fissurados.  

(e) Recomenda-se adotar, no projeto, o valor médio da resistência à tração do concreto 

para o cálculo de deslocamentos, pois o erro na rigidez equivalente é relativamente 

pequeno, ou a favor da segurança.  

(f) Enfatiza-se a necessidade de mais comparações com resultados experimentais para a 

confirmação da rigidez, inclusive de peças protendidas, correspondente ao Estado 

Limite Último, com as cargas maiores do que as de serviço, especialmente para cargas 

distribuídas e o fator ψ  acima de 4,0 . Com isto, na análise elasto-plástica, a rotação 

plástica das seções críticas pode ser comparada de forma mais correta e segura à 

capacidade de rotação plástica.   
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6 Anexo 1: Expressões da rigidez à flexão nos Estádios I e II 

 
Resumem-se, a seguir, as expressões da rigidez à flexão nos Estádios I e II. No Estádio I, 

para momentos M  não superiores ao de fissuração crM , tem-se: 

IciI IEEI =)(  se flctcr fWMM ,2=≤  (A1) 

onde  

ckci fE 5600= , em MPa , é o módulo de elasticidade do concreto tangente na origem 

da curva )( cc εσ , cf. o item 8.2.8 da NBR 6118; ckf  é a resistência característica do 

concreto; II  é o momento de inércia  da seção bruta de concreto, ou da seção ideal 

(armadura considerada); 2W  é o módulo de resistência da fibra tracionada; e flctf ,  é a 

resistência à tração na flexão, tomando-se para a resistência à tração direta, ctf , o valor 

médio. Ver os comentários sobre a Tabela 2. O valor da resistência do concreto à tração na 

flexão, decorrente da consideração das tensões de tração na seção transversal, inclusive as 

da fissura coesiva, é expresso pela seguinte equação, dada no MC-90, item 2.1.3.3: 

7,0

7,0

,

)
100

(5,1

)
100

(5,11

h

h

ff ctflct

+
= , com h  em mm  (A2a) 

tomando-se para ctf , no cálculo de deslocamentos, o valor médio dado por: 

3/230,0
ckctm ff = , em MPa  (A2b) 

Como se vê, esta resistência depende da altura h  da seção transversal. As peças com altura 

superior a mm1500  já podem ser consideradas frágeis na tração, pois ambas as 

resistências, flctf ,  e ctf , diferem em menos de %10 . A Equação (A2a) foi comparada em 

[4] com duas soluções: a original de Sigrist, [9], e outra dela decorrente, para a determinação 

da resistência à tração na flexão, através do modelo da fissura coesiva.  

O fator de enrijecimento da armadura tracionada, deduzido em [4], é dado pela seguinte 

equação: 



UEL/CTU DTRU Concreto Estrutural II Rigidez de Peças em Flexão Simples Roberto Buchaim IBRACON STRUCTURAL  

JOURNAL  
 

1
18,0

1

1

,

≥

−

=

yk

bm

efs

sym

syk

f

τ

ρ

ε

ε
 

(A3) 

onde 

3/2675,0
ckbm f=τ  para cargas de curta duração e 3/2425,0

ckbm f=τ   para cargas de longa 

duração ou repetidas, com ckf  em MPa ; 

ef

s
efs

bh

A
=,ρ  (vigas) e 

ef

s
efs

h

a
=,ρ  (laje) são as taxas geométricas efetivas do banzo 

tracionado, com 
3

)(5,2
x

hdhhef −≤−=  para vigas de seção retangular e 

3
)5,0(5,2

x
hch sef −≤+= φ  em lajes, com =sa  área da armadura por unidade de 

comprimento, =c cobrimento e =sφ diâmetro da barra longitudinal tracionada.  

A obtenção do momento de inércia da seção no Estádio II é feita para a seção T da Fig. 1, 

com armadura dupla, sujeita a um momento fletor maior do que o de fissuração. As 

seguintes hipóteses são usadas: (a) a flexão é simples; (b) a linha neutra atinge a alma, 

flhx ≥ ; (c) o concreto à tração é desprezado na seção; (d) os materiais seguem a lei de 

Hooke; (e) na área comprimida da seção não se desconta a área da armadura; (f) as 

grandezas são todas positivas. Com estas hipóteses, e os seguintes adimensionais: 

css EE /=α  (coeficiente de equivalência), )/(11 dbA wss =ρ  e )/(22 dbA wss =ρ  (taxas 

geométricas das armaduras comprimida e tracionada, respectivamente), e dx /=ξ , obtém-

se as expressões da profundidade da linha neutra (LN) e do momento de inércia da seção 

fissurada. A profundidade da linha neutra é determinada igualando-se os momentos 

estáticos das áreas comprimidas e tracionada em relação à LN, ou seja: 

)()()
2

()(
2

211

2

xdAdxA
h

xhbb
xb

ssss
fl

flwfl
w −=′−+−−+ αα  (A4a) 

ou 
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211
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d

h

b

b

d

h

b
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fl

w

fl

sss

fl

w

fl

sss

ρδρα

ξρραξ

 (A4b) 

O momento de inércia da seção fissurada em relação à LN é igual a:  

0

1223

2
2

2
11

3

2
3

=−+′−

+−+−−+=

)()(

)()()(

xdAdxA

h
bb

h
xhbb

xb
I

ssss

fl

wfl

fl

flwfl
w

II

αα

 
(A5a) 

ou 

+′−′−+−−= )]3)(()3)(1([4{
12

1112

3

δξδξρξξρα sss
w

II
db

I  

03221 2 =+−−−+ ]})())([()(
d

h

d

h

d

h

d

h

b

b flflflfl

w

fl
ξξ  

(A5b) 

Estas equações são válidas somente se dhdx fl // ≥=ξ . Se esta condição não ocorrer, 

refaz-se o cálculo com flw bb = , alterando-se inclusive as taxas geométricas da armadura.  
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Tabela 1: Comparação entre flechas imediatas teóricas e experimentais. Ensaios de 

Carbonari, G., vigas biapoiadas de vão mml 1800= , seção retangular 

mmoudhb 3020/150/100// =′ , 
2160102 mmAs == φ , GPaEs 210=  (adotado), 

carga concentrada no centro do vão, 
3/2675,0 cbm f=τ . (A resistência cilíndrica cf  é o 

valor médio das resistências de 2 ou de 3 corpos de prova ensaiados). 

Teste  
no. 

cf  

)(MPa

 

d ′  

)(mm  

G  

)(kN  
0a  

)(mm

Teste 

Resultados teóricos 

jeq
j

EI

Gl
a

,

3

)(48
= , 31 aj =  

1a  

)(mm  

Eq. 
(17) 

0

1

a

a
 

2a  

)(mm  

Eq. 
(18), 

3=m
 

0

2

a

a
 

3a  

)(mm  

Eq. 
(18), 

4=m
 

0

3

a

a
 a

cr

M

M
=ψ

 

1 45 20 13,26 4,57 4,11 0,90 4,14 0,91 4,49 0,98 0,399 

2 45 20 11,70 3,50 3,56 1,02 3,45 0,99 3,82 1,09 0,452 

3 15 20 5,60 1,74 2,08 1,20 2,01 1,16 2,16 1,24 0,494 

4 97 30 16,50 4,90 4,45 0,91 4,22 0,86 5,10 1,04 0,504 

5 35 20 8,80 2,01 2,73 1,36 2,53 1,26 2,84 1,41 0,517 

6 27 20 6,64 1,90 2,07 1,09 1,85 0,97 2,09 1,10 0,587 

7 38 30 7,78 2,41 2,54 1,05 2,18 0,90 2,55 1,06 0,594 

8 27 30 5,75 1,43 1,94 1,36 1,61 1,13 1,87 1,31 0,651 

9 20 20 4,65 1,01 1,40 1,39 1,20 1,19 1,34 1,33 0,703 

10 24 30 4,77 1,35 1,51 1,12 1,20 0,89 1,37 1,01 0,731 

11 23,5 30 4,32 1,06 1,23 1,16 0,97 0,92 1,08 1,02 0,797 

=Σ 11/)/( 0aai  1,14  1,01  1,15  

  
 
 

Tabela 2: Exemplo da influência da resistência à tração na rigidez equivalente. Demais 
dados conforme Fig. 4. 

(%)sρ  )(MPafct  acr MM=ψ  )/()( Icieq IEEI  Desvio (%)  

5,0  

474,1min, =ctkf  4,0  249,0  2,4−  

210,2=ctmf  6,0  260,0  0  

947,2max, =ctkf  8,0  294,0  1,13  

1  

474,1min, =ctkf  4,0  383,0  3,3−  

210,2=ctmf  6,0  396,0  0  

947,2max, =ctkf  8,0  438,0  6,10  

2  

474,1min, =ctkf  4,0  552,0  3,2−  

210,2=ctmf  6,0  565,0  0  

947,2max, =ctkf  8,0  606,0  3,7  
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Fig. 1: Seção T, com armadura dupla, Estádio II. 
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Fig. 2: Comparação das soluções para a determinação da rigidez relativa do Estádio II, na 
flexão simples. Seção retangular com armadura simples.  
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Fig. 3: Rigidez relativa do Estádio II. Flexão simples, seção retangular com armadura 

simples e dupla, 1,011 =′=′ ddδ  e 9,0/ =hd . ckci fE 5600= , em MPa . 
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Fig. 4: Rigidez relativa equivalente em função de acr MM / , viga bi-apoiada com carga 

distribuída, Equação (16). Seção retangular, armadura simples, 

mmdhb 450/500/200// = , MPafck 20= , 
3/2425,0

ckbm f=τ . 
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Fig. 5: Rigidez relativa equivalente em função de acr MM / , viga bi-apoiada com carga 

concentrada no centro do vão, Equação (17). Seção retangular, armadura simples, 

mmdhb 450/500/200// = , MPafck 20= , 
3/2425,0

ckbm f=τ .  
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Fig. 6: Rigidez relativa equivalente em função de acr MM / , Equações (16) e (18). Viga 

bi-apoiada com carga distribuída. Seção retangular, armadura simples, 

mmdhb 450/500/200// = , MPafck 20= , 
3/2425,0

ckbm f=τ . 
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Fig. 7: Rigidez relativa equivalente em função de acr MM / , Equações (17) e (18). Viga 

bi-apoiada com carga concentrada no centro do vão. Seção retangular, armadura simples, 

mmdhb 450/500/200// = , MPafck 20= , 
3/2425,0

ckbm f=τ . 
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