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Resumo 
 
Este trabalho examina a solução de pilar esbelto em flexão composta normal sujeito às ações mais comuns 
na prática, a saber, falta de retilineidade, momentos aplicados nas extremidades, forças transversais 
uniformemente distribuídas em toda altura e concentrada a meia altura do pilar. A solução pressupõe o lance 
do pilar biarticulado, seção transversal, armadura e força normal constantes, com o que é possível com 
segurança definir a partir do diagrama momento-curvatura uma rigidez secante que representa todo o pilar. 
Assim, é válido o princípio de superposição de efeitos das diferentes ações, se a mesma força normal estiver 
presente em cada uma delas. Obtém-se a solução por séries de senóides (séries de Fourier), tanto na 
determinação da deformada do lance, quanto no momento fletor solicitante total, igual à soma dos momentos 
de primeira e de segunda ordem. O essencial nesta solução (que é única) reside na correspondência entre a 
armadura final e os momentos resistente do estado limite último e solicitante, no qual se inclui a parcela de 
segunda ordem. É, pois, obrigatório haver correspondência entre a rigidez secante e estes momentos iguais. 
Com isto, tem-se uma ferramenta que permite obter solução mais precisa e de controle de soluções 
aproximadas. E é desnecessária a transformação do lance fletido em curvatura simples ou dupla no pilar 
padrão (fletido em curvatura simples e simétrica), por meio do conhecido coeficiente  dado na NBR 6118: 
2014, item 15.8.2. Na parte final do trabalho, comparam-se as armaduras resultantes da consideração dos 
momentos de extremidade, tal como advindos da análise global, e as obtidas com momentos iguais 
resultantes da transformação do lance real no pilar padrão.   Palavras-chave: pilar esbelto, momento solicitante, momento resistente, rigidez secante 

 Abstract 
 
This work examines the solution of slender columns under combined axial load and uniaxial bending for the 
most frequent load cases, such as imperfections of the longitudinal column axis, applied moments at its ends, 
uniform and concentrated transversal loads. The column has simply supported ends, constant cross section, 
reinforcement and axial load. This leads to a secant flexural rigidity coming from the moment-curvature 
diagram, which represents safely the entire length of the column. Thus, the principle of superposition holds 
true, if the axial force remains the same in each load case. The solution is attained using trigonometric sine 
series (Fourier sine series), giving the final transversal displacements and the total moments, including second 
order effects due to slenderness of the column. In this solution, it is essential to acquire correspondence 
between internal and external moments and the secant flexural rigidity, for the same axial load and 
reinforcement. In this way, the solution is unique. This gives a tool for more precise solution and control of the 
simplified ones. Besides, it is not necessary to transform the actual column into the so called “model column”, 
which is bent in symmetrical curvature, by using the coefficient  given in the NBR 6118: 2014, item 15.8.2. 
A further comparison is made of the column reinforcement under different bending moments at its ends and 
the resulting reinforcement given by the model column method, under equal moments at the ends, applying 
the coefficient .  Keywords: slender column, external moment, internal moment, secant flexural rigidity 
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1 Introdução 
Nas edificações usuais, o efeito da esbeltez de pilares e das estruturas de 
contraventamento aparece com frequência, indicando que as solicitações devem ser 
buscadas na sua configuração deformada, a qual é desconhecida de início. Na prática atual 
a análise global da estrutura no ELU é simplificada de modo a obter a influência das duas 
não linearidades, a física, decorrente do comportamento material, e a geométrica, 
correspondente à configuração deformada em que se deve considerar o equilíbrio. Na 
análise global, a primeira é considerada atualmente na NBR 6118: 2014, item 15.7.3, atribuindo aos diferentes elementos estruturais – lajes, vigas e pilares – valores médios de 
sua rigidez secante à flexão. A redução destas rigidezes em relação às das seções íntegras 
é, conforme o item mencionado, igual a 70% para lajes, 60% e 50% para vigas, com 
armadura simples ou dupla assimétrica e dupla simétrica, respectivamente, e 20% em pilares. Os valores de redução da rigidez à flexão devem ser vistos como orientativos e não podem ser utilizados na análise local de pilares, descrita na sequência, pois visam captar a 
rigidez média de toda a estrutura, de modo a conduzir a um dimensionamento seguro de 
pilares. Entretanto, a rigidez à flexão das diferentes peças estruturais, dependente da 
armadura e da força normal, dentre outros parâmetros, pode ser melhorada somente por 
meio de sucessivas iterações na análise e no dimensionamento.  
 
Como se vê, a análise global, conforme indicada na NBR 6118: 2014, é feita como se as peças seguissem a elasticidade linear, no que diz respeito ao comportamento material, sem 
qualquer restrição de resistência. Na sequência, a não linearidade geométrica é 
considerada por meio de programas de análise estrutural com efeitos de segunda ordem 
ou por processos simplificados, para a determinação das solicitações e deslocamentos nas 
peças estruturais. Nos pilares que formam o esqueleto estrutural de pórticos, obtêm-se, 
assim, os momentos fletores de extremidade dos lances. Com isto, é preciso ainda verificar 
localmente o lance, para obter a posição e o valor do máximo momento fletor, se este ocorre 
ao longo do lance ou se nas extremidades. Nesta verificação, inclui-se o efeito da esbeltez 
do lance, notando-se que os seus nós de extremidade não mais se deslocam lateralmente, 
pois já o fizeram na análise global.  
 
A seguir considera-se o método rigoroso de análise local em que a deformada do pilar é 
determinada por meio de séries de Fourier, notando-se desde logo que a análise é 
indissociável do subsequente dimensionamento, uma vez que a rigidez à flexão depende, 
dentre outros fatores, da força normal e da armadura, desconhecida de início.  
 2 Flexão composta em barra esbelta 
2.1 Determinação do momento solicitante total por série de Fourier  
No que segue, consideram-se pilares de seção constante, inclusive armadura. Também é 
constante a força normal de compressão, suposta positiva. A aplicação desta teoria a 
pilares de concreto armado é possível e pode ser facilitada, desde que se atribua ao pilar uma rigidez secante baseada no diagrama momento-curvatura, com o que estão incluídas 
as influências da seção transversal, da armadura e da força normal. E a não linearidade 
física fica considerada do lado da segurança, faltando apenas a não linearidade geométrica, 
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que descreve a influência dos deslocamentos sobre as solicitações ao longo da barra. Com 
este propósito, toma-se como base o livro de Timoshenko e Gere (1961). Ver também van 
Langendonck (1950), Ghali e Neville (1972), e ainda Menn (1990). Uma das vantagens desta teoria não linear refere-se à validade do princípio de superposição de efeitos 
originados pelos diferentes carregamentos atuantes no pilar, desde que a força normal seja 
a mesma em cada um deles.  
 
Como a análise e o dimensionamento são interdependentes e envolvem iteração, é preciso 
atribuir ao concreto dois níveis de resistência para a mesma lei constitutiva, a parábola-
retângulo. No dimensionamento do ELU tem-se a resistência    
 0,85 / , = 1,4 (1) 
 
E na deformabilidade do concreto para a análise local fixa-se a resistência 
 / , = 1,2 (2) 
 
Para o aço, usa-se em qualquer caso, a lei bilinear com patamar de escoamento e 
resistência / , e = 1,15. 
 
A resistência aqui adotada para a deformabilidade do concreto é mais simples do que a 
indicada no item 15.3.1 da NBR 6118: 2014, e dela difere pouco. 
 
A solução dada por Timoshenko e Gere (1961) refere-se à barra biarticulada, sujeita à carga 
transversal  distante  de um dos apoios, cf. Figura 1(a). A deformada do eixo da barra é dada pela seguinte expressão:  
 

= 2 1
( − )  (3) 

 
O coeficiente  é igual à relação entre a carga aplicada  e a carga crítica (ou carga de Euler), ou seja:  
 

= =  (4) 
 
A partir desta solução decorrem todas as demais mostradas na Figura 1(b), com exceção 
da ação por falta de retilineidade, considerada adiante. Note-se que (3) reproduz a 
deformada de primeira ordem se = 0. Além disso, se a rigidez à flexão for muito grande, 
i.e., se → ∞, resulta → 0, e o eixo do pilar não se deforma. Enfatiza-se que a barra considerada na Figura 1 só é isostática se não houver efeito de segunda ordem. 
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 Figura 1: Pilar esbelto: 1(a) lance considerado; 1(b) Ações frequentes (falta de retilineidade e cargas)     A Tabela 1 resume as equações dos momentos de primeira e de segunda ordem, deduzidas 
para este trabalho a partir da solução dada no livro de Timoshenko e Gere (1961). Nelas 
consideram-se as ações mais frequentes da prática: falta de retilineidade, com distribuição 
senoidal e excentricidade máxima no centro do vão, momentos concentrados nos apoios, 
força horizontal concentrada a meia altura do pilar, e força uniformemente distribuída em 
toda a altura do pilar.  

 
Tabela 1: Equações dos momentos de primeira e segunda ordem, calculados em 11 seções ( = 1,2, … ,11). 

Coeficiente = /( ) 
Ação Momento de primeira ordem Momento de segunda ordem 

Falta de retilineidade [ ( − 1)
10 ] 1 − [ ( − 1)

10 ] 
Momento , 
aplicado na 

extremidade A 
(11 − )

10  2 [ ( − 1)10 ]
( − ), ,…

 
Momento , 
aplicado na 

extremidade B 
( − 1)

10  2 [ (11 − )10 ]
( − ), ,…

 
Força horizontal  

concentrada a meia 
altura do pilar 20 ( − 1), ≤ 6 

 
20 (11 − ), > 6 

 

2 ( 2 ) [ ( − 1)10 ]
( − )  

Força horizontal  
uniformemente 

distribuída ao longo 
do comprimento do 

pilar 
200 ( − 1)(11 − ) 

 
4 [ ( − 1)10 ]

( − ), , ,…
 

 
Para efeito de programação, o lance do pilar é subdividido em dez segmentos iguais, de 
comprimento ∆ = /10, e as seções são numeradas a partir do apoio A, em que atua o 
momento , para  = 1,2, … ,11, de modo que a seção central corresponde a = 6. O 
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número de termos dos somatórios pode ser adotado igual a = 7  10 nos programas eletrônicos. Ver a Figura 1 (b). 
  
A imperfeição geométrica do eixo da barra ou falta de retilineidade é considerada por uma deformada senoidal pré-existente no pilar e sem causa mecânica, de excentricidade 
máxima  a meia altura do lance, dada pela equação:  

=  (5) 
 
Ao aplicar a força axial  obtêm-se deslocamentos adicionais , de modo que a deformada 
final terá ordenadas = +  e momentos fletores = ( + ). Notando que apenas 
a parcela  se origina por deformações (curvaturas) de flexão, resulta a equação diferencial 
de segunda ordem para obter :  

( ) = − = ( + ) (6) 
 
Sua solução é dada por: 
 

= 1 −  (7) 
 
E a deformada final tem as ordenadas: 
 

= + =     (8) 
 
Assim, obtém-se o momento fletor total ao longo do lance do pilar pela falta de retilineidade 
multiplicando a Equação (8) pela força . Como se vê, esta ação produz momentos de 
primeira ordem = =  e de segunda ordem = = =

. A excentricidade , denominada  na NBR 6118, é obtida como indica o item 
11.3.3.4.2 dessa mesma norma.  
 
Na Tabela 1, a deformada do eixo do pilar decorrente de momentos fletores é dada pelas 
equações do momento de segunda ordem divididas pela força axial, à qual se soma a 
deformada pré-existente no pilar pela falta de retilineidade.  
 2.2 Exemplo de aplicação das equações dadas na Tabela 1 
 
Considere-se um pilar esbelto biarticulado de comprimento = = 11,60 , de seção 
retangular ; ℎ; = 1000; 500; 50 , resistência do concreto = 80 , e do aço =
500 , ( − 50), sujeito às cargas = 19428,6 , = 800 , =300 , = 100 , = 10 / , e excentricidade na seção central por falta de 
retilineidade ≡ = = , = 0,0193 . A armadura é dupla e disposta 
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simetricamente nas faces maiores, ortogonais ao plano de ação dos momentos fletores e 
da força axial.   
 
Antes de mostrar a correção das equações da Tabela 1, é preciso obter iterativamente a 
armadura do pilar, impondo a condição de igualdade de momentos solicitante total e 
resistente do ELU. A rigidez ( )  de cada iteração corresponde ao respectivo momento 
resistente, com os dois níveis de resistência do concreto mencionados, o menor para o ELU 
e o maior para o cálculo do deslocamento transversal do eixo do pilar. Da rigidez secante, ( ) , decorrem o coeficiente = [( / )⁄ ( ) ] e as parcelas de  momentos de 
segunda ordem, que somadas às de primeira ordem, levam ao momento solicitante total 
em cada seção transversal. Quando este momento solicitante ( , ), na seção mais 
solicitada, igualar-se ao resistente do ELU ( ), resulta a armadura final procurada.  
 
Ver a Tabela 2, onde se indica a solução de programa eletrônico (QBasic) encontrada 
iterativamente para a armadura total , = 32094,7 , e por face maior =
16047 , rigidez secante ( ) = 573345 , coeficiente = [( / )⁄ ( ) =0,462.   

Tabela 2: 
  ( ) 

 ( ) , = +   
( ) 

 ( ) 
1 800,00 0 800,00 

2649,02 

2 984,62 423,76 1408,38 
3 1144,43 782,95 1927,38 
4 1269,17 1052,99 2322,17 
5 1350,71 1218,40 2569,11 
6 1383,82 1265,20 2649,02 
7 1250,71 1193,96 2444,67 
8 1069,17 1011,77 2080,94 
9 844,43 735,98 1580,41 

10 584,62 390,01 974,63 
11 300,00 0 300,00 

 Nesta iteração devem ser excluídos os casos que podem ocorrer para as taxas extremas 
de armadura. Se, para a taxa mínima, ocorrer momento solicitante inferior ao resistente, as 
dimensões da seção e/ou a resistência do concreto podem ser diminuídas. E se, para taxa 
máxima, o momento solicitante for superior ao resistente as dimensões e/ou a resistência 
do concreto devem obrigatoriamente ser aumentadas. Excluídas estas possibilidades, há 
um valor único da taxa de armadura que leva à solução do problema, pois com o aumento 
da taxa o momento solicitante diminui e o resistente aumenta.  
 
A Tabela 3 mostra os resultados de um segundo programa (Excel), das parcelas de momentos de primeira e de segunda ordem, já conhecida a armadura final do pilar. Vê-se 
que o máximo momento solicitante de cálculo, igual ao resistente do ELU, ocorre neste 
exemplo na seção a meia altura do pilar ( = 6). E há concordância com os resultados da 
Tabela 2. 
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Tabela 3:  

i 
Momento de primeira ordem ( ) ,  

( )
Momento de segunda ordem ( ) ,  

( ) , + 
,  

( )      Σ      Σ 
1 0 800 0 0 0 800 0 0 0 0 0 0 800 
2 116 720 30 61 58 985 100 168 46 46 61 420 1405 
3 221 640 60 108 116 1144 190 300 87 88 117 781 1926 
4 304 560 90 141 174 1269 261 384 122 121 163 1051 2320 
5 357 480 120 161 232 1351 307 426 148 142 193 1216 2566 
6 376 400 150 168 290 1384 323 430 161 149 203 1266 2650 
7 357 320 180 161 232 1251 307 395 160 142 193 1196 2446 
8 304 240 210 141 174 1069 261 325 144 121 163 1014 2083 
9 221 160 240 108 116 844 190 232 112 88 117 739 1584 

10 116 80 270 61 58 585 100 121 63 46 61 391 976 
11 0 0 300 0 0 300 0 0 0 0 0 0 300 

 
Note-se que o conhecido coeficiente = 0,6 + 0,4 ≥ 0,4 com | | ≥ | |, aplicado 
a lances de pilares de pórticos sujeitos somente a momentos de extremidade e a força axial, 
na transformação do lance no pilar padrão, com momentos de extremidade iguais a  (distribuição de curvatura simples e simétrica) pode levar a erro no dimensionamento do 
pilar. Isto é tratado no item seguinte. 
 3 Comparação dos resultados para momentos de extremidades (I) 

distintos ,  e (II) iguais a  
Investiga-se a seguir, por dois caminhos diferentes, o dimensionamento da armadura em 
lance de pilares sujeitos apenas à força normal e aos momentos das extremidades , 

, advindos da análise global, nesta considerado o efeito de segunda ordem, se houver. Utilizando em ambos os casos o procedimento mostrado nos itens anteriores em que se 
usa série de Fourier, no primeiro caminho considera-se a determinação da armadura 
mantendo-se os momentos de extremidade distintos, no segundo transforma-se o lance no 
pilar padrão, aplicando nas extremidades momentos iguais a , tracionando ambos a 
mesma face da seção. Usa-se seção retangular, com duas camadas de armadura, aço CA-
50, nas faces ortogonais ao plano de flexão. O resultado é expresso pela relação das áreas 
totais de armadura , , ,⁄ , tomando-se como referência a solução indicada no 
primeiro caminho.  
Variaram-se, no mesmo gráfico, os valores do quociente /  e do índice de esbeltez 
 para uma força normal relativa de cálculo  fixa, obtendo-se os diferentes quocientes 

entre as armaduras ,   , . Valores maiores que a unidade indicam segurança no 
dimensionamento com momentos de extremidades iguais a . Aos quocientes /  foram atribuídos valores de modo a contemplar curvaturas simples e dupla. Foram 
consideradas duas resistências do concreto, = 40  e = 80 . As forças 
normais relativas de cálculo  e os índices de esbeltez , indicados a seguir, foram escolhidos dentro da faixa de validade das equações aplicadas, evitando-se, quando 
possível, a obtenção de armaduras mínimas. Os parâmetros considerados são: 
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= (−0,50; −0,25;  0; 0,25; 0,50); = (60, 70, 80, 85); = 0,90 

 
Examinaram-se outros valores da força normal de cálculo, não expostos aqui. As principais 
conclusões estão indicadas a seguir. Ver as Figuras 2 a 5.  
 
Para =  80 , nas condições estudadas, o quociente , / ,  variou de 0,95 a 1,18. 
Para =  40 , nas condições estudadas, o quociente , / ,  variou de 0,86 a 1,10. 
 

 Figura 2 – Variação da área de aço para = 80   ; ℎ; = 1000; 500; 50  

 Figura 3 – Variação do quociente As,II/As,I para = 80   ; ℎ; = 1000; 500; 50  
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 Figura 4 – Variação da área de aço para = 40   ; ℎ; = 1000; 500; 50   

 Figura 5 – Variação do quociente As,II/As,I para = 40   ; ℎ; = 1000; 500; 50   
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4       Conclusões 
Destacam-se a seguir as principais conclusões deste trabalho: 
 
(1) Como fica aparente do exposto, a análise e o subsequente dimensionamento são 
indissociáveis, uma vez que a rigidez à flexão depende, dentre outros fatores, da força 
normal e da armadura, desconhecida de início. Por consequência, as duas etapas de 
exame do pilar e, por extensão, da estrutura, resultam de sucessivas iterações na análise 
e no dimensionamento.  
 
(2) A transformação do lance real no pilar padrão, através do coeficiente , pode levar a excesso de consumo da armadura e, por vezes, a déficit de armadura.    
  
(3) O lance de pilar esbelto em flexão composta normal, de seção, armadura e força normal 
constantes pode ser dimensionado por meio de séries de Fourier (ou de equações fechadas 
que envolvem funções trigonométricas). Entretanto, há um problema decorrente da 
linearização da equação que relaciona a curvatura ao momento fletor, na qual o termo que 
contém a rotação da seção transversal é desprezado. Conforme se lê em de Zagottis 
(1980), “a partir de um certo valor do carregamento, da ordem de = 0,5 , a aproximação decorrente da linearização deixa de ser satisfatória, pois as rotações deixam de ser 
pequenas”. Nesta relação,  é a força axial e  é a carga de flambagem. Para controlar a 
validade da teoria em questão em pilares esbeltos de concreto armado, observe-se antes 
que o coeficiente = ( ) passa a ter a expressão = [ ( ) ], na qual é 
introduzida segurança tanto na força axial quanto na rigidez secante.  No programa de 
dimensionamento aqui considerado, foi possível chegar a = 0,85, sem divergência entre 
os momentos solicitante e resistente. Considerando os coeficientes parciais admitidos, =
1,4 na majoração dos valores característicos das cargas e = 1,2 na minoração da deformabilidade do concreto representada pela rigidez secante, a tradução simples destes 
valores ao limite sugerido acima é: 
  

= (⁄ )
( )⁄ = 1

1,4 × 1,2 = 0,6 
 
E com = 0,85, resulta = 0,6 × 0,85 = 0,5, citado acima. Cabe mencionar ainda que na consideração da segurança na rigidez à flexão de pilares há dois fatores que a reduzem 
implicitamente, o primeiro é a passagem da resistência média do concreto (mais provável) 
ao valor característico inferior, o segundo refere-se à majoração em 40% ou 50% das ações na estrutura, o que majora a força normal nessa ordem de grandeza. Evidentemente, sem 
pretender generalizar o limite de , a questão posta se insere em um quadro maior, no qual se analisa e se dimensiona a estrutura como um todo, e que deve ser investigado na 
área de segurança.     
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