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Artigo Técnico

Quinto ano do curso de Engenharia Civil da 
UEL (Universidade Estadual de Londrina) 
e estagiário na Estrutural Projetos e 
Consultoria de Estruturas Ltda., em Londrina 
(PR). Bolsista do projeto de pesquisa e en-
sino “Concreto Estrutural: Fundamentos 
e Projeto”, obteve o segundo lugar no I 
Concurso RE-CICLE de Corpos de Prova com 

Adição de Resíduos ao Concreto de Cimento 
Portland realizado pelo Grupo GERAR e parti-
cipou do Projeto de Simulação Hidráulica de 
Rede de Distribuição de Água por meio do 
Software EPANET – Estudo de Caso de um 
Setor de Londrina Abastecido por Gravidade 
e do Projeto de Reconstrução do Teatro Ouro 
Verde, modelagem no SAP2000. 

Método da curvatura aproximada em pilares 
esbeltos de concreto armado

1. Introdução

A consideração da esbeltez em pilares de concreto armado 
tem nos métodos aproximados indicados em normas, em par-
ticular na ABNT NBR 6118: 2012, sua aplicação mais frequente. 
Um destes métodos refere-se à curvatura aproximada, apre-
sentado a seguir para seção retangular em flexo-compressão 
normal, com duas camadas de armadura, dispostas simetrica-
mente em relação ao centro de gravidade nas faces perpendi-
culares ao plano de flexão. Sua principal vantagem, como se 
mostra adiante, está no dimensionamento expedito da arma-
dura, considerando inclusive a esbeltez do pilar. A seção trans-
versal do pilar encontra-se no ramo descendente do diagra-
ma de interação momento-força normal correspondente aos 
domínios 4 e 5, conforme o item 17.2 e Figura 17.1 da ABNT 
NBR 6118: 2012. Consideram-se também classes de concreto 
até 90 MPa, introduzidas na atual revisão dessa norma. Para 
validar sua aplicação até o índice de esbeltez 90, são feitas 
comparações dos diagramas de interação momento de 1ª. 
ordem disponível – força normal – esbeltez correspondentes 
ao Estado Limite Último de Instabilidade, conforme Buchaim, 
1979. Conclui o trabalho um exemplo comparando os métodos 
aproximados da curvatura e da rigidez, este último estabeleci-
do nos itens 15.3.1 e 15.8.3.3.3 da ABNT NBR 6118: 2012.

2. Dedução das equações do método da curvatura 
aproximada

A ABNT NBR 6118, item 15.8.3.3.2, dá a seguinte expressão da 
curvatura aproximada na seção crítica do pilar:

(1)0 =   0,005  , com v =  Nsd  e fcd =  fck  
 
r
 h(v+0,5)  bhfcd  

 gc    
(1)

 
Mostra-se no que segue uma expressão mais precisa da curvatu-
ra na seção crítica do pilar, considerando-se o ramo descendente 
linearizado do diagrama de interação entre o momento e a força 
normal de cálculo, md (vd), resultante da soma das parcelas re-
sistentes das seções de concreto simples, mc (vc), e metálica, ms 
(vs). Como mencionado, tem-se por base a seção retangular, com 
duas camadas de armadura e aço CA-50. Para que haja nesse 
diagrama uma faixa da força normal  em que a força normal da se-
ção metálica seja nula (forças iguais nas duas camadas, uma em 
compressão, outra em tração, formando um binário), a relação 
cobrimento/altura, da seção deve obedecer à seguinte relação:

  d’ = d’/h ≤ (ecu - eyd)/(2ecu)   (2)

As deformações que aí aparecem são assim definidas: encurta-
mento último do concreto ecu = 3,5%° se fck ≤ 50MPa, e  ecu = [2,6 + 
35(90 -fck)4]%° se 50MPa< fck ≤ 90MPa, deformação do aço no início 
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Figura 1: Diagrama de interação md (vd): Curvatura aproximada no ramo descendente. 
Seção retangular, armadura dupla e simétrica, aço CA-50, d’ = d’/h ≤ ecu-eyd

 
   2ecu   

1-2d’

   2ecu       

1-2d' 0,8

  h    ecu+eyd

do patamar de escoamento eyd = fyd/Es, com fyd  =  fyk/gs, no caso 
Es = 210GPa, fyk = 500MPa,gs = 1,15. Assim, a mencionada faixa de 
força total nula na seção metálica ocorre para d’ ≤ 0,20 se fck ≤ 
50MPa e, p.ex.,para d’ ≤ 0,10 se fck = 90MPa.
 
A Figura 1 mostra (somente nos quadrantes positivos do momen-
to fletor) que a solução obtida com os domínios de deformação da 
ABNT NBR 6118: 2012, item 17.2.2, coincide com a da teoria da 
plasticidade (materiais rígido-plásticos), mas apenas se d’ = d’/h ≤ 
ecu-eyd, para o aço CA-50. Se isto não ocorrer, o losango ms (vs)
apresenta-se truncado, e o momento de máximo módulo des-
sa função ocorre para uma força de tração na seção metálica, 
vs < 0. Isto está claramente mostrado nos ábacos de Venturini e 
Rodrigues, (1987), para aço CA-50, A-1 a A-4, d’ = d’/h = 0,05 a 
0,20, e A-5, d’ = d’/h = 0,25. A solução plástica está considerada 
em Marti (1999), e em Wight e MacGregor (2011). 

Os adimensionais são definidos como segue.

Momentos: mc =     Mc    , ms =      Ms   , md =    Md
   bh2fcd1 bh2fcd1 bh2fcd1

Forças normais: vc =    Rc    , vs =      Rs   , vd =    Nd
    bhfcd1 bhfcd1  bhfcd1 
Taxa mecânica da armadura total:  wd,tot = As,tot fyd
      bhfcd1      

Curvatura relativa: k = 103h
     r    
Cobrimento: d’ =  d’
    h  
Resistências de cálculo do concreto e do aço: fcd1 = 0,85  fck , fyd = 

fyk
    gc              gs  

O ponto de máximo do diagrama md (vd) ocorre na divisa dos do-
mínios 3 e 4, e corresponde à força normal vd,3/4 = vc,3/4, pois vs = 0 
nessa divisa, valendo (2). Observando a correspondência entre 
o momento fletor e a curvatura (com o momento no início do es-
coamento da armadura considerado igual ao momento último), 
pode-se estabelecer a curvatura aproximada  correspondente à 
força normal vd no intervalo [vd,3/4 ; vdu] do segmento linearizado. 
Notando que em correspondência ao momento resistente, md,3/4 
na divisa 3/4, a curvatura (do ELU-Instabilidade, não a do ELU-
Ruptura Material) pode ser estabelecida, a favor da segurança, 
igual a ky =  2eyd

   com eyd
 = 103 eyd e que o último ponto do diagrama 

corresponde à compressão pura, donde vdu = 1+ wd,tot e a curva-
tura é nula ku = 0, obtém-se por semelhança de triângulos:

k0 = ky(  vdu-vd    ) = (2eyd) ( 1+ wd,tot-vd    ) com vd,3/4 ≤ vd ≤ vdu e d’≤  ecu-eyd

    vdu-vd,3/4 1-2d   1+wd,tot-vd,3/4   2ecu   

A equação de ky admite no ELU-Instabilidade o escoamento si-
multâneo das duas camadas de armadura, uma em tração, outra 
em compressão, o que na realidade não se dá necessariamente. 
Ocorre que este valor é o limite superior da curvatura o qual, por-
tanto, maximiza a curvatura e o momento de segunda ordem a ela 
proporcional, cf. as Equações (3) e (6), em toda a faixa de força 
normal mostrada na Figura 1.  

A expressão considerada no Euro Code 2, 2010, e no Model 
Code, 1990, da força normal referente ao ponto de máximo é 

Nd,bal @ 0,4Ac fcd em que Ac é a área da seção e Nd,bal é  o mes-
mo que Nd,3/4. Uma simplificação da curvatura correspondente é
ky = 2eyd

 @ 2x2 = 5. Entretanto, com mais rigor e para efeito das com-

parações do item seguinte usa-se a (3), calculando-se vd,3/4 = vc,3/4 
e o correspondente momento md,3/4 = mc,3/4 + wd,tot (0,5 - d’) por 
meio do bloco retangular de tensões, o qual leva, para seção re-
tangular até quase o fim do domínio 4, a resultados praticamente 
coincidentes com os obtidos da lei parábola-retângulo, mesmo 
para concretos de alto desempenho. Assim, na divisa 3/4 resul-
tam os esforços resistidos pela seção de concreto:

vc,3/4 =    lhx3/4 ,
   mc,3/4 =  vc,3/4

  ( 1 - vc,3/4 ) (4)
       2        h   

 Nestas equações, x3/4
 = x3/4 = (1 - d’)   ecu     é a profundidade rela-

tiva da LN na divisa dos domínios 3 e 4, l e h são fatores do bloco 
retangular de tensões, o primeiro aplicado à profundidade da LN 
e o segundo à resistência do concreto. Conforme o item 17.2.2 
da ABNT NBR 6118: 2012, eles são respectivamente iguais aos já 
conhecidos l = 0,8,h = 1 se fck ≤ 50 MPa, mas na faixa 50 MPa < fck  
≤ 90 MPa passam a depender da resistência do concreto, ou seja,
l = 0,8 - (fck-50 ), h = 1 - (fck-50)
   400     200   

.
 

O momento resistente linearizado, conforme a Figura 1, pode ser 
posto da seguinte forma, conhecidos de (4) os esforços resisten-
tes da seção de concreto simples na divisa 3/4:

md  = [ mc,3/4 + wd,tot (0,5 - d')](   1+ wd,tot - vd    )
 1+wd,tot  -  vc,3/4 

(5)

Por outro lado, o momento solicitante em pilar esbelto biarticula-
do, com a hipótese de deformada senoidal, é dado por: 

md  = md1  + 10-3
 vd (le)2k0 @ md1 + 10-4 vd (le)2ky ( 

1+ wd,tot - vd  )
 p2   h    h  1+wd,tot - vc,3/4         

(6)

Nesta expressão, le/h é a esbeltez do pilar biarticulado, igual ao 
índice de esbeltez l/√12, e k0, de (3), é a curvatura adimensional 
na seção crítica do pilar, correspondente ao ELU-Instabilidade, 
que é a central no pilar padrão. Igualando (5) e (6), resulta uma 
equação do segundo grau na taxa mecânica da armadura, dada 
por:

wd,tot = 
- bk  + √ bk2  - 4ck 

                2               

bk  = 
mc,3/4

 
 - 10-4

 
vd (le)2

ky
 
- md1

 
+ (1- vd) (0,5 - d‘)

   

 h 
   (7)

 

                           (0,5 - d‘)                               

ck  = 
[mc,3/4

 
 - 10-4

 
vd (le)2

ky]
 
(1- vd) - md1(1 - vc,3/4)

   

 h 
   

 

                           (0,5 - d‘)                               

Se o pilar não é esbelto (l ≤ l1), basta fazer nestas equações 
le/h = 0, e o pilar reduz-se à seção transversal.

Para efeito de comparação apresentam-se as equações do mé-
todo da rigidez aproximada, com a mesma formatação anterior, 
i.e., com os mesmos adimensionais. Estas equações fornecem 
o momento solicitante total em pilar esbelto de seção retangular:

msd,tot + 
bmsd,tot + 

c = 0, 

b =  1
    [ 320 - (le )2]vsd  - md1,c = - vsd md1, msd,tot  = - b+√b2 -4c

 1600   h 
  

  5  
            5            

(8)

(3)

2
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Em caso de um lance de pórtico, com ou sem efeito global de 
segunda ordem, transformado equivalentemente no pilar pa-
drão, troca-se em (7) e (8) o momento de 1ª ordem md1 por abmdA. 
Ambos são constantes ao longo do pilar padrão (como se abmdA 
fosse também de 1ª ordem) e tracionam a mesma face do pilar. 
mdA é o momento de máximo módulo dentre os dois momentos de 
extremidade do lance, advindos da análise global. O fator ab está 
dado na ABNT NBR 6118: 2012, item 15.8.2. Em (8) manteve-se 
a nomenclatura da ABNT NBR 6118, quer dizer, msd,tot e vsd são 
idênticos a md e vd de (6) e (7).     

Se em (8) for dado previamente o momento solicitante total, ob-
tém-se o correspondente momento constante no pilar padrão md1 
(ou abmdA) da seguinte equação:

 
2

md1  = 
msd,tot

 
 + [0,2 

 
- (0,025 le) 2] vsd msd,tot

   

 h 
   (9)

 

                  msd,tot + 0,2vsd              

3. Comparação de resultados

Mostram-se, na sequência, as comparações com os resultados 
obtidos por meio dos gráficos da Figura 2, momento de 1ª ordem 
disponível – força normal – esbeltez, conforme Buchaim (1979), 
publicados no livro de Fusco (1981). Escolhe-se a taxa mecânica 
da armadura total, wd,tot, a esbeltez le/h e uma sequência de forças 
normais vd. Por outro lado, de (7), obtém-se a taxa mecânica pelo 
método da curvatura aproximada, a ser comparada com a previa-
mente estabelecida nos gráficos.

Nos gráficos da Figura 2, válidos até fck = 50MPa, definem-se os 
adimensionais sem o fator 0,85 aplicado à resistência do concreto, 
e devem ser divididos por 0,85, para efeito desta comparação. 
Escolhe-se wd,tot =   1    = 1,176 e  0,2  = 0,235 para le = 10, assim como
  0,85 0,85 h
wd,tot

  
=  1   = 1,176  e  0,4

  = 0,471 para  le = 25,. Estes dois valores

  
0,85 0,85 h

da esbeltez correspondem aproximadamente aos limites de

l = √12 le = 35 e 90.
 h
Ver a Tabela 1.

Tabela 1 – Comparação de taxas mecânicas

Figura 2(a): Diagrama de interação md1 - vd - le/h. Seção retangular, armadura dupla e 

simétrica, aço CA-50, d’ = d’/h = 0,10, le/h,= 7,5 a 20
Fonte: BUCHAIM (1979)

Figura 2(b): Diagrama de interação md1 - vd - le/h. Seção retangular, armadura dupla e 

simétrica, aço CA-50, d’ = d’/h = 0,10, le/h,= 25 a 40
Fonte: BUCHAIM (1979)            

Artigo Técnico
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A Tabela 1 mostra o seguinte:

a - Na faixa de esbeltez le/h = 10 - 25, i.e., índice de esbeltez l = 35 - 
90, o método da curvatura aproximada leva a armaduras seguras 
e tanto mais precisas quanto maiores forem as taxas mecânicas. 

b - Para as taxas de armaduras relativamente baixas, aumenta a in-
fluência do concreto, e o ramo descendente da curva md (vd) afasta-
-se mais do segmento linearizado. Com isto, o método da curvatu-
ra aproximada resulta em taxas cerca de 10 a 32 % maiores. Note-
se, entretanto, que a taxa da armadura do pilar deve ser limitada 
a um valor mínimo referido não apenas à seção transversal, mas 
também ao lance, para considerar sua esbeltez. Sendo wd,tot,min = 
rs,min fyd / fcd1 e, conforme o item 17.3.5.3.1 da ABNT NBR 6118: 
2012, As,min = 0,15 Nsd / fyd ≥ 0,004Ac, resulta wd,tot,min = 0,15 vsd ≥ 
0,004 fyd / fcd1, com fcd1 = 0,85 fcd. Esta é a consideração na seção 
transversal. No lance, o pilar deve resistir, no mínimo, à ação com-
binada da força normal, das imperfeições geométricas e, eventu-
almente, da fluência do concreto, incluindo também os efeitos de 
segunda ordem. 

3.2 Exemplo

Considere-se o pilar de seção retangular da Figura 3, sujeito à 
flexão composta normal, com momentos nas extremidades MdA 
= 750 kNm e MdB = -225 kNm, advindos da análise global de um 
pórtico com efeito de 2ª. ordem. Sendo Nsd = 3642,9 kN, pede-se:

Figura 3: Pilar real fletido em curvatura dupla, transformado no pilar padrão

a - Comparar abMdA  com M1d,min e decidir qual dos dois momen-
tos deve ser considerado no pilar equivalente (i.e., no pilar-pa-
drão, fletido em curvatura simples e simétrica, com a parcela do 
momento constante ainda sem efeito local de 2ª. ordem).

b - Mostrar que os efeitos locais de 2ª. ordem não podem ser 
desprezados.

c - Usando o método da rigidez secante aproximada, obter o mo-
mento total com efeito de 2ª. ordem e decidir qual é o momento 
dimensionante, se Msd.tot ou MdA.

d - Dimensionar a armadura para o arranjo de barras adotado na 
Figura 3.

e - Obter a taxa da armadura pelo método da curvatura aproxima-
da e comparar ambas as taxas dos métodos aproximados com 
aquela obtida do gráfico da Figura 2.

Dados: fck = 40 MPa, fcd1 = 0,85 40 = 24,29 MPa, aço CA - 50,d’/h = 0,10.
   1,4

Solução:

a - Comparação de abMdA  com M1d,min: Sendo ab = 0,6 + 0,4 MdB =
0,6 - 0,4 x 225 = 0,48 ≥ 0,4, obtém-se abMdA = 360 kNm. Por outro 
lado, o momento resistente mínimo, conforme o item 11.3.3.4.3 
da ABNT NBR 6118: 2012, vale M1d,min = Nsd (0,015 + 0,03h) = 109,3 
kNm. Logo, no pilar padrão usa-se abMdA = 360 kNm, superior a 
M1d,min, em ambas as extremidades, tracionando cada qual a 
mesma face do pilar.

b - O índice de esbeltez limite, com a excentricidade relativa de 1ª

ord em igual a e1 = (MdA /Fsd)  = 0,412, decorre de l1 = 25+12,5 x 
e1

 =

  
 h 

 
       h         

  
         ab          

= 62,8 < l = 3,46  12,5  =  86,6. Logo, o pilar é esbelto e o método se
   0,5 
aplica, pois l ≤ 90.

 
c - Cálculo de msd,tot: 

Com os adimensionais vsd
 =   Nsd   

 =    3642,9 x10-3  = 0,50, le = 12,5 = 25
  bhfcd1 600x500x24,29 h  0,5 

e abmdA =        360 x106         
= 0,099, resultam de (8):

  600x5002x24,29

b =  1
    [ 320 - (le )2]vsd  - abmdA = -  0,1943 e c = - vsd  abmdA = -  0,0099

 1600 h    5  

msd,tot = - b + √ b2 - 4c = 0,236 e Msd,tot = 0,236 x (bh2fcd1) = 860,5 kNm

  

           2         

Como Msd,tot = 860,5 kNm > MdA = 750 kNm, o momento dimensio-
nante é Msd,tot.

d -  Cálculo da armadura: É possível mostrar que, para os adi-
mensionais vd = 0,50, msd,tot = 0,236 e d’ = d’ = 0,10, a taxa mecâ-

nica total vale 0,3. Portanto, a armadura decorre de wd,tot =
As,tot fyd   =    2 As x435     = 0,3, ou seja, 2514 mm2 = 5ø25 / face maior.   bhfcd1    600x500x24,29
Ver a Figura 3.

e - Taxa da armadura pelo método da curvatura aproximada e 
comparação de ambas as taxas dos métodos aproximados com 
aquela obtida do gráfico da Figura 2(b).

Taxa mecânica de (7), com

le = 25, d’ =   20  = 0,1, ky
 =   2 x2,07  = 5,175, vc,3/4 = 0,452, mc3/4 = 0,124, md1h

   200 1-2x0,10

= ab mdA  = 0,099 e 10-4vd (le)2 

ky = 0,1617:
   h

bk
 =   0,124-0,1617-0,099+0,5x0,4 =  0,1583 e   

                     0,4                         

ck  = [0,124 - 0,1617] x 0,5 - 0,099 x (1 - 0,452) =  0,1828  
                                    0,4                                   

wd,tot 
 = - bk + √bk

2 - 4ck = - 0,1583 + 1,0490 = 0,356 
             2                              2               

Na Figura 2(b), dada a esbeltez le = 25, respeitando a definição dos 
adimensionais que envolvem a resistência do concreto, a qual no 
diagrama é fcd, ao invés de fcd1, obtêm-se para a força normal e 
o momento de 1ª. ordem nd = 0,85vd = 0,425, m1d = 0,85md1 = 0,084, 

MdA

 h 

750

h
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a taxa mecânica total wt = 0,29. Esta deve ser dividida por 0,85 
para comparação com a anterior, donde wd,tot =  wt   = 0,34 < 0,356. 
Logo, sendo mais preciso o valor wd,tot = 0,34 decorrente do dia-
grama, pode-se confirmar, também neste exemplo, que o método 
da curvatura aproximada fica do lado da segurança. Diferença 
um pouco maior resulta do método da rigidez aproximada que 
forneceu um valor 12% inferior, wd,tot = 0,3 < 0,34, a qual pode ser 
atribuída à deformabilidade menor do concreto na determinação 
da rigidez aproximada (resistência 1,1 fcd), face à considerada nos 
diagramas da Figura 2, a saber, fcd1 = 0,85 fcd.

Em caso de análise não linear pelo método geral, o Model Code, 
1990, item 6.6.2.3, recomenda considerar para a deformabilidade 
do concreto fck /1,2 e Ecd = Eci /1,2, e para o dimensionamento  0,85 
fcd. Já o Euro Code 2, 2010, no item 5.8.6, estabelece fcd = fck /1,5, 
reduzindo apenas o módulo de elasticidade ao valor Ecd = Ecm /1,2 
na lei constitutiva do concreto (lei de Grasser). Com esta medi-
da, “a análise fornece diretamente um valor de cálculo da ação 
última”, conforme o Euro Code 2, 2010, item 5.8.6 (3). Isto é o 
que foi feito nos diagramas da Figura 2. Em contraposição, pela 
recomendação do Model Code, 1990, usam-se duas leis constitu-
tivas do concreto, uma para a deformabilidade da estrutura, outra 
para o dimensionamento no ELU. Convém notar que a ABNT NBR 
6118: 2012, estabelece no item 15.3.1 e na Figura 15.1 a resistên-
cia do concreto igual a 1,1 fcd = fck =  fck

  na obtenção da rigidez à 
flexão do pilar. (1,4) 1,27
    1,1

Observe-se que no dimensionamento não foi considerada a fal-
ta de retilineidade do eixo do pilar, o que é dispensado no item 
11.3.3.4.3 da ABNT NBR 6118: 2012 nas estruturas reticuladas 
(pórticos) se o momento mínimo M1d,min for atendido, inclusive 
com efeito de 2ª. ordem local. Cabe aqui argumentar em favor da 
consideração, no dimensionamento, da falta de retilineidade seja 
qual for a esbeltez do pilar. De fato, há dificuldade de considerá- 
la nos casos de pilares fletidos em curvaturas dupla e simples 
assimétricas, por ser desconhecida a posição do momento soli-
citante máximo. Contorna-se esta dificuldade pela consideração 
da falta de retilineidade não no pilar real, mas no pilar padrão, a 
ele equivalente por resultar no mesmo momento solicitante total 
e, portanto, na mesma armadura. Além disso, deixa de haver des-
continuidade na ultrapassagem do índice de esbeltez a partir do 
qual é obrigatória a consideração da fluência nos efeitos de se-
gunda ordem, quando então não há como desconsiderar a falta 
de retilineidade. Ver o item 15.8.4 da ABNT NBR 6118: 2012.  

4. Conclusão

Para concluir, enfatiza-se, antes de tudo, que os resultados apre-
sentados são preliminares e, para maior confiabilidade nas apli-
cações, os testes comparativos do método da curvatura aproxi-
mada devem ser feitos antes com métodos mais exatos, para em 
seguida compará-lo com outros aproximados, mesmo sendo já 
consagrado nas normas européias. De qualquer modo, a neces-
sidade de maior precisão na expressão da curvatura aproxima-
da do que a dada no item 15.8.3.3.2 da ABNT NBR 6118: 2012 
é atestada também nos resultados experimentais expostos por 
Calixto, Souza e Maia (2012). 

O método da curvatura aproximada, de fácil compreensão ao 
engenheiro, pode ser estendido a outras formas de seção mais 
comumente usadas, e tem a vantagem de dimensionar direta-
mente a armadura em pilares esbeltos e não esbeltos. É também 

possível, sem maior complicação, corrigir o desvio da hipótese 
de deformada senoidal em pilares de rigidez e força normal cons-
tantes, considerando a distribuição das curvaturas em função do 
carregamento dado. Ver de Paula, (1988). Ressalta-se, adicional-
mente, a necessidade da consideração da imperfeição geométri-
ca do eixo do pilar, a qual é uma ação permanente.
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