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Método da curvatura aproximada em pilares

esbeltos de concreto armado

1. Introducao

A consideracado da esbeltez em pilares de concreto armado
tem nos métodos aproximados indicados em normas, em par-
ticular na ABNT NBR 6118: 2012, sua aplicagao mais frequente.
Um destes métodos refere-se a curvatura aproximada, apre-
sentado a seguir para secao retangular em flexo-compressao
normal, com duas camadas de armadura, dispostas simetrica-
mente em relacao ao centro de gravidade nas faces perpendi-
culares ao plano de flexdo. Sua principal vantagem, como se
mostra adiante, estd no dimensionamento expedito da arma-
dura, considerando inclusive a esbeltez do pilar. A segao trans-
versal do pilar encontra-se no ramo descendente do diagra-
ma de interacdo momento-forca normal correspondente aos
dominios 4 e 5, conforme o item 17.2 e Figura 17.1 da ABNT
NBR 6118: 2012. Consideram-se também classes de concreto
até 90 MPa, introduzidas na atual revisdo dessa norma. Para
validar sua aplicacéo até o indice de esbeltez 90, séo feitas
comparacgbes dos diagramas de interagao momento de 12.
ordem disponivel — forga normal — esbeltez correspondentes
ao Estado Limite Ultimo de Instabilidade, conforme Buchaim,
1979. Conclui o trabalho um exemplo comparando os métodos
aproximados da curvatura e da rigidez, este Ultimo estabeleci-
do nos itens 15.3.1 € 15.8.3.3.3 da ABNT NBR 6118: 2012.
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2. Deducao das equacoes do método da curvatura
aproximada

A ABNT NBR 6118, item 15.8.3.3.2, da a seguinte expressao da
curvaturzla aprox(i)n(w)ggja na segao %it[}ca do p]ijar:
— P — S

o = hr0.5) O™ = g, ed = @
Mostra-se no que segue uma expressao mais precisa da curvatu-
ra na secao critica do pilar, considerando-se o ramo descendente
linearizado do diagrama de interacao entre 0 momento e a forca
normal de calculo, g (v,), resultante da soma das parcelas re-
sistentes das segbes de concreto simples, p. (v.), € metalica, ug
(vg). Como mencionado, tem-se por base a segao retangular, com
duas camadas de armadura e ago CA-50. Para que haja nesse
diagrama uma faixa da forca normal em que a forca normal da se-
cao metalica seja nula (forgas iguais nas duas camadas, uma em
compressao, outra em tragéo, formando um binario), a relagcao
cobrimento/altura, da segéo deve obedecer a seguinte relagéo:

8" = d'Ih<(eqy - €ya)/(2€4) )

As deformacdes que ai aparecem sao assim definidas: encurta-
mento Ultimo do concreto &, = 3,5%o Se f.;, < 50MPa, € €,,=[2,6 +
35(90T—({ck)4]<%,o se 50MPa< f,, < 90MPa, deformagao do ago no inicio



x = f | i — [~ [~ T~ [ 1\/!\

do patamar de escoamento e, = f, a/Es» COM 1, vd = = f, i/ NO Caso
E,=210GPa, f,; = 500MPa,y,=1,15. ASSIm a mencionada faixa de
forga total nul?a na secao metdlica ocorre para 8’ < 0,20 Se fyr <
50MPa e, p.ex.,para 8’ <0,10 S€ for = 90MPa.

A Figura 1 mostra (somente nos quadrantes positivos do momen-
to fletor) que a solugédo obtida com os dominios de deformacéao da
ABNT NBR 6118: 2012, item 17.2.2, coincide com a da teoria da
plasticidade (materiais rigido-plasticos), mas apenas se 8’ =d’/h <
%L para 0 ago CA-50. Se isto n&o ocorrer, o losango p, (v,)
apresenta-se truncado, e 0 momento de maximo maodulo des-
sa fungéo ocorre para uma forga de tragdo na secdo metalica,
v, < 0. Isto esta claramente mostrado nos &bacos de Venturini e
Rodrigues, (1987), para aco CA-50, A-1 a A-4, 8" =d’/h=0,05 a
0,20, e A-5, 8’ = d’/h = 0,25. A solucéo plastica esta considerada
em Marti (1999), e em Wight e MacGregor (2011).
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Figura 1: Diagrama de interagao , (v,): Curvatura aproxtmada no ramo descendente.
Secéo retangular, armadura dupla e simétrica, aco CA-50, 8 = d'/h < & ’8 ”

Os adimensionais s&o definidos como segue.

M. U= Ms,u:Md
bi’foq) S bWeqr 4 DRYqn

Forcas normais: vo=—Xe .,y = Rs .y, - Nd
bhfear ~ bhfear bhfeqr

Taxa mecénica da armadura total: g, ,ﬁff"_‘fw
dl

Momentos: p,.=

Curvatura relativa: k=19

Cobrimento: &’ =%’

Resisténcias de calculo do concreto e do ago: f,.41 = 0,85 f§_’< Jyd :L;Lk

c S
O ponto de méximo do diagrama 4 (v,) ocorre na divisa dos do-
minios 3 e 4, e corresponde a forca normal v 3/4 = ve,3/4, POIS Vs = ¢
nessa divisa, valendo (2). Observando a correspondéncia entre
o momento fletor e a curvatura (com o momento no inicio do es-
coamento da armadura considerado igual ao momento Ultimo),
pode-se estabelecer a curvatura aproximada correspondente a
forga normal v, no intervalo [vg 34 . vg,] do segmento linearizado.
Notando que em correspondéncia ao momento resistente, ;34
na divisa 3/4, a curvatura (do ELU-Instabilidade, ndo a do ELU-
Ruptura Material) pode ser estabelecida, a favor da seguranga,
igual a ky= %‘“‘i‘é comg,,; = 10°e,, € que o ultimo ponto do diagrama
corresponde a compresséo pura, donde vg, = 1+ 044 € a curva-
tura & nula &, =0, obtém-se por semelhanca de triangulos:

ko= ky( VduVd ) = ‘25}’11) ( 1+ Od,rorvd ) COM V34 S <v;<vye §'< Ecugyd
Vdu‘Vd,3/4 1-2

A equacao de ky, admite no ELU-Instabilidade o escoamento si-
multaneo das duas camadas de armadura, uma em tragao, outra
em compressao, o que na realidade nao se da necessariamente.
Ocorre que este valor é o limite superior da curvatura o qual, por-
tanto, maximiza a curvatura e 0 momento de segunda ordem a ela
proporcional, cf. as Equagdes (3) e (6), em toda a faixa de forca
normal mostrada na Figura 1.

A expressao considerada no Euro Code 2, 2010, e no Model
Code, 1990, da forga normal referente ao ponto de maximo &

Ngpa =044, f.,emque A, € a érea da segao e Ny par €& 0 mes-
mo que Ng3/4. Uma smphﬂcagao da curvatura corréspondente é

ky, = % 2%— 5. Entretanto, com mais rigor e para efeito das com-

paragoes do item seguinte usa-se a (3), calculando-se v 34 =V, 3
e o0 correspondente momento W3 = ez + Og o (0,5 - 8°) por
meio do bloco retangular de tensOes, o qual leva, para segao re-
tangular até quase o fim do dominio 4, a resultados praticamente
coincidentes com os obtidos da lei parabola-retangulo, mesmo
para concretos de alto desempenho. Assim, na divisa 3/4 resul-
tam os esforgos resistidos pela segao de concreto:

Ve3a= 7\.1’]&_,3/4, W= Ve3s4 (1- Vc,3/4) @
: : 5 n
Nestas equagoes, 5,3/4— =(1-¢& )8 e ¢ a profundidade rela-

tiva da LN na divisa dos dommlos 3e 4 Y e n sao fatores do bloco
retangular de tensoées, o primeiro aplicado a profundidade da LN
e 0 segundo a resisténcia do concreto. Conforme o item 17.2.2
da ABNT NBR 6118: 2012, eles sao respectivamente iguais aos ja
conhecidos A = 0,81 = 1 se f,, < 50 MPa, mas na faixa 50 MPa < f,,,
<90 MPa passam a depender da resisténcia do concreto, ou seja,
(fek-50 fek=50
A= 08—(400) n=1- 200

O momento resistente linearizado, conforme a Figura 1, pode ser

posto da seguinte forma, conhecidos de (4) os esforcos resisten-

tes da secao de concreto simples na divisa 3/4:
1+ Odsor= vd

L+ ®d o = V314

M= [ M3+ 04, (0.5 - 8)]( ®
Por outro lado, 0 momento solicitante em pilar esbelto biarticula-
do, com a hipotese de deformada senoidal, € dado por:

W=y, + 12 vy (—)2k0 W, + 10 4vd( )2k, (l”‘”dA) ®
+0d 101 = Ve,3/4

Nesta expresséo, I,/h € a esbeltez do pilar biarticulado, igual ao

indice de esbeltez M/N12, € kg, de (3), é a curvatura adimensional

na secgao critica do pilar, correspondente ao ELU-Instabilidade,

que é a central no pilar padrao. Igualando (5) e (6), resulta uma

equacao do segundo grau na taxa mecanica da armadura, dada

or.
P — by, +\)bk2 —4cy,

O tor = 3

1 2
Meza— 107 vy %) ky = War + (1=vg) (0,5 -8
05-3) 7

b=

1 2
be 3= 107y () kol (1=va) = (1 = v 300)
B 0,5-99)

Se o pilar ndo ¢ esbelto (A < A,), basta fazer nestas equacoes
le/h =0, e o pilar reduz-se a secao transversal.

Para efeito de comparagao apresentam-se as equacoes do me-

1+0d 01V 3/4 2ecu 3) todo da rigidez aproximada, com a mesma formatacao anterior,

i.e., com os mesmos adimensionais. Estas equacdes fornecem
0 momento solicitante total em pilar esbelto de secao retangular:

2
“‘xd,tot'*’ bllsd,tot+ c= 0,

2 Ved —b+\Vb2—4c
b= @ 320 - ( 7 ]Vsd —HMane= =Tk Koy = - ®
> >
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Em caso de um lance de pértico, com ou sem efeito global de
segunda ordem, transformado equivalentemente no pilar pa-
drdo, troca-se em (7) e (8) o momento de 12 ordem ., POr oyl ;.
Ambos sdo constantes ao longo do pilar padréao (como se oyl ;4
fosse também de 12 ordem) e tracionam a mesma face do pilar.
4 € 0 momento de maximo médulo dentre os dois momentos de
extremidade do lance, advindos da analise global. O fator o, esta
dado na ABNT NBR 6118: 2012, item 15.8.2. Em (8) manteve-se
a nomenclatura da ABNT NBR 6118, quer dizer, Wy, € vsy S0
idénticos a u, e v, de (6) e (7).

Se em (8) for dado previamente 0 momento solicitante total, ob-
tém-se o correspondente momento constante no pilar padrao u,,
(ou oru,,) da seguinte equagao:

2
_ ugd,tot"' [0,2 - (0,025%) ] Vsd usd,tot
a Wsd ror + 0’2vsd

)

3. Comparacao de resultados

T

i DIAGRAMAG DE WTERACAO: WOMEWTD! DE ‘PRIMEIRA| ORDEM- FORCA NORMAL REDUZIDDS - | 1
y Y T [ e

Mostram-se, na sequéncia, as comparagbes com os resultados
obtidos por meio dos gréficos da Figura 2, momento de 12 ordem
disponivel — forga normal — esbeltez, conforme Buchaim (1979),
publicados no livro de Fusco (1981). Escolhe-se a taxa mecéanica
da armadura total, 04, a esbeltez I,/h e uma sequéncia de forcas

t |

2P 72 S RN 4 O S T

: E

normais v,. Por outro lado, de (7), obtém-se a taxa mecanica pelo L L B LRl Pl ids InNEIEAN
método da curvatura aproximada aser oomparada com a previa— Figura 2(a): Diagrama de interagado W, - v, - I,/h. Sec&o retangular, armadura dupla e
mente estabelecida nos gréficos. simeétrica, ago CA-50, 8" = d’/h = 0,10, [ /h,= 7,5 a 20

Fonte: BUCHAIM (1979)

Nos graficos da Figura 2, vélidos até £, = 50MPa, definem-se os
adimensionais sem o fator 0,85 aplicado a resisténcia do concreto,
e devem ser divididos por 0,85, para efeito desta comparagao.

Escolhe-se o, ,,;=—L_=1,176 ¢ 9:2 = 0,235 para Le= 10, assim como
0,85 0,85 h

O ror =()1W= 1,176 e %: 0471 para %ez 25 . Estes dois valores

da esbeltez correspondem aproximadamente aos limites de

0% |

x=m%=35e90.

Ver a Tabela 1.

Tabela 1 — Comparagao de taxas mecanicas

o MONENTO OE mn‘rﬂ'm"o:m-mgﬂiam Repuzio

Tabela 1 - Comparacao de taxas mecanicas
Vg = 0,588 0,882 1,176 1,471 1,765

e | G 1217 1,234 1244 1,230 1,199
) W tot, LN

Tane ) s 1,049 1,057 1,045 1,019 EiE

=1,176 Wq tot graf 5
L,/h=10 | Ogeramw= | 0296 0,310 0,269 u
o, W tot,

diotgref | SOV = |95 1317 1,143 g
:07235 Wq tot graf ; i) ;
el | O 1,164 1,193 1,231 1,238 54 -
o, Watot, - il

dpotgraf | DA = | §ggg 1,014 1,046 1,053 i
=1176 g tot graf I S A . TR
=S 0,514 0,587 IR LR TR AR E BE S a S I T E I R e T
Ogorgrar | Patotcurs - 1092 1247 . . . Figura 2(b): Diagrama de interacdo W, - vq - L/h. Segao retangular, armadura dupla e
=0471 | @atorgrar simétrica, ago CA-50, &' = d'/h = 0,10, [/h, = 25 a 40

Fonte: BUCHAIM (1979)
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A Tabela 1 mostra o seguinte:

a - Na faixa de esbeltez I,/h = 10 - 25, i.e., indice de esbeltez A = 35 -
90, 0 método da curvatura aproximada leva a armaduras seguras
e tanto mais precisas quanto maiores forem as taxas mecanicas.

b - Para as taxas de armaduras relativamente baixas, aumenta ain-
fluéncia do concreto, e o ramo descendente da curva p,(v,) afasta-
-se mais do segmento linearizado. Com isto, o método da curvatu-
ra aproximada resulta em taxas cerca de 10 a 32 % maiores. Note-
se, entretanto, que a taxa da armadura do pilar deve ser limitada
a um valor minimo referido n&o apenas a secéo transversal, mas
também ao lance, para considerar sua esbeltez. Sendo @, 7 min =
Psmin fya! foar €, cONforme o item 17.3.5.3.1 da ABNT NBR 6118:
2012, Agpin = 0,15 Ny / f,4 = 0,004A,, resulta @g o min = 0,15 vy >
0,004 fy4/ foar, COM foq1 = 0,85 f.,. Esta é a Consideragéo na segao
transversal. No lance, o pilar deve resistir, no minimo, a agao com-
binada da forga normal, das imperfeicbes geométricas e, eventu-
almente, da fluéncia do concreto, incluindo também os efeitos de
segunda ordem.

3.2 Exemplo

Considere-se o pilar de secao retangular da Figura 3, sujeito a
flexdo composta normal, com momentos nas extremidades M,
=750 kNm e Mgp = -225 kNm_advindos da andlise global de um
portico com efeito de 22, ordem. Sendo N,; = 3642,9 kN, pede-se:

Fyq =Ny = 3642,9kN
barra extra
. Maa r)q

b = 600 mm

apyMyq = Mygmin

L (R

l, = 12,5m

OOOYD
0:0

h = 500mm

) Map

pilar real,
curv.dupla

Y @yMaa = Migmin

pilar padrao,
curv.simples e simétrica

Figura 3: Pilar real fletido em curvatura dupla, transformado no pilar padréo

a - Comparar oM, com M, € decidir qual dos dois momen-
tos deve ser considerado no pilar equivalente (i.e., no pilar-pa-
dréo, fletido em curvatura simples e simétrica, com a parcela do
momento constante ainda sem efeito local de 22. ordem).

b - Mostrar que os efeitos locais de 22. ordem ndo podem ser
desprezados.

¢ - Usando o método da rigidez secante aproximada, obter o mo-
mento total com efeito de 22, ordem e decidir qual € o momento
dimensionante, se M, OU M,.

d - Dimensionar a armadura para o arranjo de barras adotado na
Figura 3.

e - Obter a taxa da armadura pelo método da curvatura aproxima-
da e comparar ambas as taxas dos métodos aproximados com
aquela obtida do gréfico da Figura 2.

Dados: f,y =40 MPa, f.qy = 0,85 %= 24,29 MPa, ao CA - 50.d/h = 0,10.

Solucéo:

a - Comparagao de oMy COM M| 4 in: SENAO 04, = 0,6 + 0, 4 =

0,6 - 0,4 x %23 = 0,48 > 0,4, obtém-se o,M 4 = 360 kNm. Por outro

lado, o momento resistente minimo, conforme o item 11.3.3.4.3
da ABNT NBR 6118: 2012, vale My i, = Ny (0,015 +0,03h) = 109,3
kNm. Logo, no pilar padréao usa-se oy,M 4 = 360 kNm, superior a
M4, €M ambas as extremidades, tracionando cada qual a
mesma face do pilar.

b - O indice de esbeltez limite, com a excentricidade relativa de 12

e
—W"’A+Sd) 0,412, decorre de A, = %

=628 <A=346 % = 86,6. Logo, o pilar é esbelto e 0 método se

aplica, pois A< 90.

ordem igual a4t 5}'11

¢ - Célculo de g 0r:

-3
Nyg _ 36429 x10 =0.50 lezgzzs

Com os adimensionais vy, = B 600x50002429 - 0 h T 08
Ca > >

360 x10° .

a, =222  =0,099, resultam de (8):

A= 0x500x24 29 ®)

2 Ve
b=_"_1320- ( ) ]Vsd Olplhga = —-0,1943ec=— 34 Olplhga =— 0,0099
1600 5
— \j 2 _

T %“C =0,236 & Mgy 101 = 0,236 X (bh?f,.41) =860,5 kNim

Como Mg 1o = 860,5 kNm > Mz4 =750 kNm, 0 momento dimensio-
nante & Mg sor.

d - Célculo da armadura: E possivel mostrar que, para os adi-
mensionais Vg = 0,50, U0 = 0,236 € &' = % = 0,10, a taxa meca-

nica total vale 0,3. Portanto, a armadura decorre de g =
Asiorfyd = _2AX435 _ _ (3 oy seja, 2514 mm? = 5625 / fuce maior.
bhfear 600x500x24,29

Ver a Figura 3.

e - Taxa da armadura pelo método da curvatura aproximada e
comparacao de ambas as taxas dos métodos aproximados com
aquela obtida do gréafico da Figura 2(b).

Taxa mecanica de (7), com

l, 20 2x2,07

€=2598= = =5,175,v.3/4=0,452, W.2,=0,124,

7 200 ky 20.10 ¢.3/4 Me3a Ha1
h) ky=0.1617:

by 0,124—0,161(?;0,099+0,5X0s4= 0,1583 e

_[0,124-0,16171x 0,5 = 0,099 x (1 —0,452) _
0.4

=0y Hgs = 0,099 e 10_4Vd (l

= 0,1828

2
Ogor == b+ \/bk -dep _— 0,15832+ L0490 _ ) 356

2

Na Figura 2(b), dada a esbeltez 1,=25, respeitando a definicao dos
adimensionais que envolvem a resisténcia do concreto, a qual no
diagrama € f.;, ao invés de f.;, obtém-se para a forga normal e
o0 momento de 12, ordem n; = 0,85v; = 0,425, m;;= 0,851, = 0,084,

4 d 4
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a taxa mecanica total o, = 0,29. Esta deve ser dividida por 0,85
para comparagao com a anterior, donde g, = O‘%: 0,34 < 0,356.
Logo, sendo mais preciso o valor w,,,, = 0,34 decorrente do dia-
grama, pode-se confirmar, também neste exemplo, que o método
da curvatura aproximada fica do lado da segurancga. Diferenca
um pouco maior resulta do método da rigidez aproximada que
forneceu um valor 12% inferior, o, = 0,3 < 0,34, a qual pode ser
atribuida a deformabilidade menor do concreto na determinagao
da rigidez aproximada (resisténcia 1,1 £.,;), face a considerada nos
diagramas da Figura 2, a saber, .41 =0,85 f.4.

Em caso de anélise néo linear pelo método geral, o Model Code,
1990, item 6.6.2.3, recomenda considerar para a deformabilidade
do concreto f, /1,2 € E.4=E,;/1,2, € para o dimensionamento 0,85
f-a- Ja 0 Euro Code 2, 2010, no item 5.8.6, estabelece f.,=f./1.5,
reduzindo apenas o moédulo de elasticidade ao valor E.;=E,,, /1,2
na lei constitutiva do concreto (lei de Grasser). Com esta medi-
da, “a andlise fornece diretamente um valor de célculo da agao
ultima”, conforme o Euro Code 2, 2010, item 5.8.6 (3). Isto € o
que foi feito nos diagramas da Figura 2. Em contraposicao, pela
recomendacao do Model Code, 1990, usam-se duas leis constitu-
tivas do concreto, uma para a deformabilidade da estrutura, outra
para o dimensionamento no ELU. Convem notar que a ABNT NBR
6118: 2012, estabelece no item 15.3.1 e na Figura 15.1 a resistén-
cia do concreto igual a 1,1 f.;,=*%=-¢% ng obtencdo da rigidez a

- . 1.4
flexao do pilar. G

Observe-se que no dimensionamento nao foi considerada a fal-
ta de retilineidade do eixo do pilar, o que é dispensado no item
11.3.3.4.3 da ABNT NBR 6118: 2012 nas estruturas reticuladas
(porticos) se 0 momento minimo M, 4,,,;; for atendido, inclusive
com efeito de 22. ordem local. Cabe aqui argumentar em favor da
consideracao, no dimensionamento, da falta de retilineidade seja
qual for a esbeltez do pilar. De fato, ha dificuldade de considera-
la nos casos de pilares fletidos em curvaturas dupla e simples
assimétricas, por ser desconhecida a posicdo do momento soli-
citante maximo. Contorna-se esta dificuldade pela consideragao
da falta de retilineidade nao no pilar real, mas no pilar padréao, a
ele equivalente por resultar no mesmo momento solicitante total
e, portanto, na mesma armadura. Além disso, deixa de haver des-
continuidade na ultrapassagem do indice de esbeltez a partir do
qual é obrigatéria a consideracéo da fluéncia nos efeitos de se-
gunda ordem, quando entao nao ha como desconsiderar a falta
de retilineidade. Ver o item 15.8.4 da ABNT NBR 6118: 2012.

4. Conclusao

Para concluir, enfatiza-se, antes de tudo, que os resultados apre-
sentados sao preliminares e, para maior confiabilidade nas apli-
cacoes, os testes comparativos do método da curvatura aproxi-
mada devem ser feitos antes com métodos mais exatos, para em
seguida compara-lo com outros aproximados, mesmo sendo ja
consagrado nas normas européias. De qualquer modo, a neces-
sidade de maior precisao na expressao da curvatura aproxima-
da do que a dada no item 15.8.3.3.2 da ABNT NBR 6118: 2012
é atestada também nos resultados experimentais expostos por
Calixto, Souza e Maia (2012).

O método da curvatura aproximada, de facil compreenséo ao
engenheiro, pode ser estendido a outras formas de secao mais
comumente usadas, e tem a vantagem de dimensionar direta-
mente a armadura em pilares esbeltos e ndo esbeltos. E também
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possivel, sem maior complicacéo, corrigir o desvio da hipotese
de deformada senoidal em pilares de rigidez e forca normal cons-
tantes, considerando a distribuicao das curvaturas em fungao do
carregamento dado. Ver de Paula, (1988). Ressalta-se, adicional-
mente, a necessidade da consideragao da imperfeicdo geométri-
ca do eixo do pilar, a qual € uma acdo permanente.
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