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                                   Resumo 
 Examina-se no que segue a ação da fluência e retração do concreto na flexão simples de vigas isostáticas 
sob ação de carga permanente e da parcela quase permanente da sobrecarga. A seção é retangular com 
armadura dupla. Para a ação da fluência considera-se a lei constitutiva do concreto dada no Anexo A, item 
A.2.5, da NBR 6118: 2014. Os valores finais do coeficiente de fluência e da deformação de retração do 
concreto podem ser obtidos na Tabela 8.2 ou, com mais precisão, no Anexo A da NBR 6118: 2014. A solução 
dada ao problema, de fácil programação eletrônica, atualiza a encontrada em textos da área, especialmente 
no livro de Rüsch e Jungwirth (1976), ao considerar armadura de compressão, módulos de elasticidade 
secantes nas datas inicial e aos 28 dias e concretos dos grupos I e II. As figuras e exemplos mostram a 
evolução no tempo das tensões no concreto e nas armaduras, a restrição aos fenômenos lentos em presença 
da armadura de compressão e o aumento da curvatura e consequente aumento nos deslocamentos da viga. 
A solução inclui o efeito de enrijecimento da armadura tracionada. A aplicação da teoria é mostrada em dois 
exemplos de cálculo de tensões e flecha em serviço.   
Palavras-Chave: vigas de concreto armado, fluência, retração, enrijecimento da armadura tracionada, efeitos estruturais  

 Abstract 
 This work considers the action of creep and shrinkage of the concrete in doubly reinforced rectangular cross 
sections of simply supported beams under permanent and quasi-permanent loads. The chosen concrete 
constitutive law is the one given in the NBR 6118: 2014, Appendix A, item A.2.5. The final values of creep 
coefficients and shrinkage strains may be taken in Table 8.2 and, if more precision is required, in Appendix A 
of the NBR 6118: 2014. The given solution, included in its correspondent electronic software, updates the 
former traditional ones, especially the reference one given in the book of Rüsch and Jungwirth (1976), by 
considering compression reinforcement and the secant modulus of elasticity both at the loading and at 28-day 
ages, for normal and high strength concrete. The figures and examples show the evolution in time of stresses 
in concrete and reinforcements, as well as curvature and correspondent transversal displacements of the 
beam. The solution includes also tension-stiffening effect of the reinforcement. Two examples are given in 
which stresses and deformations in serviceability limit states are determined.  
Keywords: reinforced concrete beams, creep, shrinkage, tension stiffening, structural effects 
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1 Introdução  
Examina-se no que segue as ações da fluência e da retração do concreto em vigas 
isostáticas em flexão simples sob cargas de longa duração, permanente  e da parcela 
quase permanente  da sobrecarga , onde  é dado na NBR 6118: 2014, Tabela 11.2. A seção é retangular e tem duas camadas de armadura. Os valores finais do coeficiente de 
fluência  e da deformação específica de retração  do concreto podem ser obtidos da 
Tabela 8.2 da NBR 6118: 2014 ou, com mais precisão, do Anexo A. Para resolver o 
problema da fluência, parte-se da lei constitutiva do concreto dada no item A.2.5 dessa 
norma, com o que é possível considerar: (1) a armadura de compressão, (2) os módulos de 
elasticidade secantes nas datas inicial e aos 28 dias e (3) concretos dos grupos I e II. 
Mostra-se que a solução encontrada tem como caso particular a dada no livro de Rüsch e 
Jungwirth (1976), a qual considera constante o módulo de elasticidade do concreto, e o 
coeficiente de envelhecimento igual a = 0,5 (indicado por  na primeira equação do item 
A.2.5 da NBR 6118), e só há armadura tracionada. A retração é considerada de modo 
aproximado, através de uma curvatura constante na viga, cujo efeito é especialmente a 
parcela da flecha máxima ao longo do tempo. Nestes cálculos é possível incluir o efeito do 
enrijecimento da armadura tracionada de modo relativamente simples, como se indica 
adiante.   
  2. As equações do problema  
2.1    Hipóteses adotadas 
 
No que segue, admitem-se as seguintes hipóteses: 
 

(1) Distribuição linear de deformações na altura da seção fissurada (Estádio II), 
produzidas pela carga de longa duração, tanto na data  de sua introdução (igual à 
idade do concreto ao ser carregado), quanto na data > , i.e., no intervalo de 
tempo ( − ) em que se processa a fluência.  

(2) As tensões de tração do concreto são desprezadas na seção fissurada, mas são 
consideradas entre fissuras no enrijecimento da armadura tracionada. 

(3) O aço segue a lei de Hooke em qualquer data. 
(4) A lei constitutiva do concreto é dada pela seguinte expressão: 

 
= 1

,
+

,
+ ( − ) 1

,
+

,
 

 
= [ 1 − + + ], com = ,

,  e =  

   (1a) 
 
 

(1b) 
 
Nesta expressão definem-se: 
 

: encurtamento do concreto na borda comprimida da seção na data ; , : tensões na borda comprimida, nas datas  e , respectivamente; 
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, , , : módulos de elasticidade secantes do concreto, nas datas  e , 
respectivamente, cf. item 8.2.8 da NBR 6118: 2014, inclusive com sua evolução no tempo 
dada pelas equações ao final desse mesmo item; 

= /
/ : coeficiente de envelhecimento do concreto, ≥ 1 em dias, cf. MC 90, item 

5.8.4.3. Usualmente pode-se adotar = 0,8 para concretos carregados com idade entre 
10 e 30 dias. Notar que 0,5 ≤ < 1.  
 

 Figura 1 – Deformações e tensões nas datas  e   2.2    Equações de compatibilidade 
 
As equações de compatibilidade de deformações nas formas dimensional e adimensional, 
nas datas  e , são respectivamente:  

= = , = , , = = = , = ,  (2a), (2b) 
   

= = , = , , = = = , = ,  (3a), (3b) 
   
Nestas expressões,  é a curvatura e  é seu valor adimensional. Além disso, definem-se 

̅ = 10 , = , = , = .  
 2.3    Tensões e deformações nas datas  e  
 
Na data t , aplica-se o momento constante no tempo, , maior que o momento de 
fissuração. Os encurtamentos da seção aumentam com o tempo, assim como a 
profundidade da linha neutra, e há redistribuição de tensões na seção transversal. Com 
isto, diminui o braço de alavanca, há queda da tensão máxima do concreto concomitante 
com um relativamente pequeno aumento da força na armadura inferior, pois o momento 
fletor é constante. A armadura comprimida tem o efeito de restringir a fluência do concreto, 
diminuindo o crescimento das deformações e da curvatura ao longo do tempo. 
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A profundidade da linha neutra, na data  da aplicação da carga, determina a posição do centro de gravidade da seção ideal composta pelo concreto comprimido e pelas áreas 
equivalentes (em concreto) das armaduras, e é dada pela equação seguinte: 
 

+ 2 ( + ) − 2 ( + ) = 0 
 

(4a) 

+ 2 ( + ) − 2 ( + ) = 0 (4b) 
 
Os adimensionais são definidos pelas expressões: = ⁄ ,  = ,⁄ , =

( ),⁄  = ( ), = ⁄   ⁄  

 

   
O momento de inércia da seção ideal em relação à LN e a curvatura imediata da seção 
sujeita ao momento fletor de longa duração são dados pelas equações: 
 

, = + ( − ) + ( − )   
, = 3 + [ ( − ) + (1 − ) ]  

(5a) 
 

(5b) 
   

= , , , = = ,  ,  (6a), (6b) 
  

Conhecidas a profundidade da LN e a curvatura, as deformações iniciais decorrem de (2a) 
ou (2b). Da lei de Hooke, obtêm-se as tensões iniciais. Adicionalmente, pode-se calcular 
estas grandezas para a parcela frequente da carga variável, ( − ) , através do 
momento ( ) .  
 
Na data , valem novamente as duas equações de equilíbrio para o mesmo momento fletor, 
mas altera-se a lei constitutiva do concreto, cf. Equação (1b). Insere-se  na equação de equilíbrio de forças normais na data t: 
 

2 + − − − = 0 
 

(7) 
 

   
Usa-se a (3a), põe-se = ,⁄  e define-se o fator ( ) que contém a incógnita =

⁄  por:  
( ) = 2 1 − + + = [( + ) − ( + ) ] (8) 

  
Para o que segue interessa introduzir as constantes: 
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= M , = (1 − ) , = 2 +  (9a), (9b), (9c) 
 

   
O produto de ( )  resulta igual a:  

( ) = 2 1 −
− [( + ) − ( + ) ] (10) 

   
O equilíbrio de momentos em relação à armadura inferior, na data , é dado pela equação:  

2 ( − 3 ) + , ( − ) =  (11) 
   
Divide-se (11) por , introduz-se o quociente =  e substitui-se a deformação , =

= [ 1 − + + ] . Usando (10), obtém-se a profundidade 
relativa da LN na data  por meio da seguinte equação cúbica: 
 + + + = 0  

= − 4( + ) + 3
+  

 
= 3[ ( ) +

+ − ] 
 

= 3
+ ( + ) 

 
= , = (1 − ) , = 2 +  

(12) 

   
No Estádio II, só a taxa  pode ser nula e como > 0, e ≤ = /

/ < 1, conclui-se 
que nenhum denominador das expressões acima é nulo. Além disso, a constante  
independe do momento fletor, pois  lhe é diretamente proporcional. Com isto, o momento 
de inércia no Estádio II também é independente do momento fletor na data > .    
A solução da equação cúbica leva ao único valor da profundidade relativa da LN, , com o 
qual se obtém de (8) a tensão relativa = . Deste quociente resulta a tensão máxima no 
concreto, , e com ela, usando a (1b), obtém-se o encurtamento correspondente, . As deformações nas armaduras e a curvatura decorrem de (3a) ou (3b).  
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Esta solução coincide com a dada no livro de Rüsch e Jungwirth (1976) no caso particular 
em que se considera um só módulo de elasticidade do concreto, i.e., = 1, o coeficiente 
de envelhecimento é dado por = 0,5, e só há armadura tracionada ( = 0).  A equação 
dada no livro de Rüsch e Jungwirth (1976) é: 
 − (4 + 3 ) + 3(1 − ) + 3 = 0,  

com = 1 − , = 1 − ( ) (13) 
   
Na data  é possível definir a rigidez à flexão através da relação entre o momento de longa 
duração e a curvatura da seção na data . Ver no item 2.4 a consideração do coeficiente de 
enrijecimento à tração, indicado por , . 
 

( ) = ,  , ( ) = M ,  (14a), (14b) 
   
Se → 0 as equações (12) e (14) reproduzem, respectivamente, as (4) e (5). Com isto, a 
curvatura na data , dada pela Equação (3), é a total atingida pela seção no intervalo de 
tempo ( , ), e inclui a curvatura inicial. Deste total decorre o deslocamento produzido 
apenas pela fluência do concreto, subtraindo os deslocamentos nas datas  e . Note-se, 
ainda, que a relação entre as curvaturas nas datas  e , = , ,

( ) , a menos dos 
coeficientes de enrijecimento é a mesma entre as rigidezes à flexão nas datas  e . A Tabela 1 mostra um exemplo numérico para concreto do grupo I, com as tensões e 
deformações iniciais e finais.  

 As Figuras 2 e 3, cf. Oliveira, M. O. (2015), consideram concretos de resistência =40  e 70 , módulo de elasticidade do aço = 210 . Nelas se vê, como efeito 
benéfico, a expressiva queda na tensão máxima do concreto e o relativamente pequeno 
aumento da tensão no aço com o tempo, em função do coeficiente de fluência.    

  
Figura 2 – Evolução da tensão relativa no concreto com o coeficiente de fluência 
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Figura 3 – Evolução da tensão relativa do aço tracionado com o coeficiente de fluência  

 
Tabela 1 – Exemplo de aplicação das Equações (1) a (15) (Ver o Exemplo 1) 
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2.4    Consideração do enrijecimento da armadura tracionada 
 
A rigidez à flexão da peça fletida pode ser aproximada pelo produto de três fatores, dois 
dos quais, como se vê na Equação (6), são o módulo de elasticidade secante do concreto 
e o momento de inércia da seção fissurada na data inicial, e na data final, cf. a (15), são o 
momento de longa duração e o raio de curvatura. A dedução do terceiro fator é dada em 
seguida, tendo como referência o MC-90 (1993). Na fissuração estabilizada, após a fase de 
formação de fissuras e antes do escoamento da armadura tracionada, o enrijecimento na 
tração decorre da aderência com deslizamento entre as barras da armadura e o concreto 
circundante, entre duas fissuras sucessivas. O fator procurado resulta do quociente entre 
as deformações da armadura na seção fissurada (Estádio II, resistência à tração 
desprezada) e o correspondente valor médio. A sua obtenção tem como modelo um tirante 
que representa o banzo tracionado, no qual atua a força ∅ . Ao longo da superfície lateral 
da barra de diâmetro ∅ atua o valor médio da tensão de aderência . A distância média 
entre duas fissuras consecutivas do tirante é = 0,15 ∅

, , com ,  igual à taxa 
geométrica efetiva do banzo tracionado. Ver a seguir a definição das grandezas envolvidas. 
O valor da tensão média de aderência  é considerado no projeto em função da 
resistência característica , ao invés da resistência média do concreto . E, porisso, o 
fator 0,15 é substituído por 0,18. Entre as duas fissuras consecutivas e o ponto médio do 
segmento  a força na armadura cai linearmente a ∅ , com o que a força média 
na armadura é ∅ − ( ∅ ). Esta força é identificada com ∅  que resulta da 
tensão média no intervalo entre as duas fissuras. Logo, tem-se a equação que relaciona as 
deformacões na fissura e média, pela respectiva diferença:  
 

  − = ( )
∅ = 1,2 ( ) 0,15 ∅

, = ,
,

( )  
 
O quociente =  representa o fator de enrijecimento da armadura tracionada, que no 
contexto do presente trabalho pode ser escrito para as duas datas,  e , como segue: 
 

, = = ,
,

≥ 1, , = = ,
,

≥ 1 (15a), (15b) 
   

= 0,675 / : tensão de aderência entre a armadura e o concreto circundante, para 
cargas de curta duração (ou no instante de aplicação da carga),  

= 0,425 / : idem, para cargas de longa duração ou repetidas, com  em , e 
, = : taxa geométrica efetiva do banzo tracionado, ℎ = 2,5(ℎ − ) ≤ (ℎ − ) 3⁄  para 

vigas e para laje ℎ = 2,5( − 0,5∅) ≤ (ℎ − ) 3⁄ , onde  é o cobrimento. 
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, : tensões na armadura tracionada na seção fissurada, nas datas  e , respectivamente. 
 
Considerando que o momento atuante na seção transversal é constante, e a sua rigidez 
decorre do quociente do momento pela curvatura, a simplificação usual que se faz é calcular 
as curvaturas da seção fissurada, = , e média, = , usando em ambas a 
profundidade da LN na seção fissurada. Com isto pode-se escrever = = ( −)/  e = = ( − )/ , donde resultam as Equações (15a), (15b).  
 
Assim, no presente caso, as rigidezes à flexão no Estádio II nas datas  e  são dadas por:  ( ) , = , , , ,( ) , = ,   (16a), (16b) 
   
onde ,  corresponde à data . A Equação (16b) define, como se disse, a rigidez à flexão 
na data  que decorre do produto do momento de longa duração pelo inverso da curvatura. 
A menos do coeficiente de enrijecimento na tração, esta rigidez, definida após a conclusão do processo de fluência, também não varia ao longo do vão, se a armadura não variar. 
Note-se que, ao longo do vão da peça estrutural, o fator de enrijecimento da armadura 
tracionada aumenta com a diminuição da tensão na armadura tracionada.  
 2.5    Deslocamentos produzidos pela retração e pela fluência do concreto 
 
Para efeito de estimativa de deslocamentos, a retração do concreto, , , < 0, é 
considerada por meio do produto da curvatura , , ⁄ , como se a armadura tracionada 
não se movesse longitudinalmente, por um fator  dependente das taxas geométricas da armadura tracionada e da armadura comprimida, diminuindo o efeito da retração, cf. a 
Figura 4. Como a retração é constante ao longo de uma viga, o fator  também é 
constante se as armaduras o forem. Com isto, a flecha em viga biapoiada de vão  sob ação de curvatura constante é dada por: 
 

, = (− , , ) 8   (17) 
   
A fluência do concreto leva à curvatura na data , cf. Equação (14), diretamente proporcional ao momento aplicado. E se a armadura da viga for constante, sua variação, a menos do 
fator   dado pela Equação (15), é a mesma do momento fletor. Do contrário e para um cálculo mais rigoroso é preciso separar os trechos de armaduras diferentes, e também os 
trechos não fissurados. Esta última separação se faz pelo momento de fissuração, através 
da resistência à tração na flexão, notando-se que esta é praticamente igual à resistência à 
tração direta em vigas de altura acima de 1,10  aproximadamente. Obtém-se com isso a distribuição da curvatura ao longo da viga, e o deslocamento máximo por dupla integração 
da curvatura. As expressões das flechas nas datas  e , dadas a seguir pelas Equações 
(18a) e (18b), pressupõem, como simplificação, armadura constante e a peça fissurada ao 
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longo de todo o vão. O enrijecimento da armadura tracionada é considerado também 
constante e igual ao obtido para a tensão máxima.  
 

   Figura 4– Fator de redução da curvatura por retração ,  = = (⁄ ), ′ = =( )⁄ , cf. Beeby, A. W., apud Neville et al (1983), cap. 20.  
Quando há vários carregamentos permanentes (e quase permanentes), dispostos 
simetricamente ao longo da viga, produzindo momento máximo na seção central do vão, 
pode-se formular o cálculo das flechas imediata nas datas  e  nessa seção pelas seguintes equações: 
 

= ( ) , ∑ , , = ( ) , ∑    (18a), (18b) 
   
Onde: 

 é o número de casos de carga em questão; 
 é o momento fletor máximo no centro do vão originado pelo − é  carregamento; 

 é o denominador da expressão da flecha no centro do vão, expressa em função da 
curvatura dessa seção, e é, por exemplo, igual a 9,6 para carga uniformemente distribuída 
em todo o vão , 8 para momentos (positivos) iguais aplicados nas extremidades, 12 para 
carga concentrada na seção média, 9,39 para duas cargas concentradas iguais e distantes /6 do centro do vão, ≅ 9,87 para carga senoidal com máximo no centro do vão, etc.    2.6 Exemplos 
Exemplo 1: Considere-se o cálculo da flecha em uma viga biapoiada, de vão = 8  sujeita 
às cargas permanentes = 5 / , quase permanente = 2 /  e frequente =2,5 /  distribuídas em todo o vão, = 25  concentrada no centro do vão. Ver também a Tabela 1.  
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Dados da seção transversal: ; ℎ; ; = 200; 500; 440; 40 .  
Dados do concreto: = 40 , = 38250 , basalto = 1,2, = 0,9, = 15 , 

= = ( ) = 34,80 , cf. item 12.3.3 da NBR 6118: 2014, com = 0,38 e 
= , = 35680 , cf. item 8.2.8 da NBR 6118: 2014. 

  
Fluência e retração: = = 3, , , = −35 × 10 , coeficiente de envelhecimento =

/
/ = √

√ = 0,8.  
 
Dados das armaduras: = 1000 , = 400 . Coeficientes enrijecimento da 
armadura tracionada: com , = = × , ×( ) = 0,033, = 0,675 × 34,8 / =
7,2 , = 0,425 × 40 / = 4,97 , , = = ,

,
= , × ,

, × ,
= 1,171, 

, = = ,
,

= , × ,
, × ,

= 1,108.  
 
Solução: 
 
(1) Flecha imediata na data = 15 , Equação (18a), = 2, = 9,6, = 12:    

+ = (5 + 2) × 8
8 + 25 × 8

4 = 56 + 50 = 106  
, = ( ) ,

= (8 × 10 )
26,393 × 10 × 1,171

56 × 10
9,6 + 50 × 10

12 = 20,7  
 
O valor frequente = 2,5 /  difere em 0,5 /  do valor quase permanente já 
considerado acima. Logo, atuando também ( − ) = 0,5 /  tem-se a parcela de 
flecha imediata acidental, considerando o mesmo coeficiente , , para o momento fletor 

( ) = , × = 4 , igual a: 
  

,( ) = ( ) ,
( )

9,6 = (8 × 10 )
26,393 × 10 × 1,171

4 × 10
9,6 = 0,86  

 
 
(2) Flecha na data , Equação (18b): 

  
 , = ( ) ,

= (8 × 10 )
19,621 × 10 × 1,108

56 × 10
9,6 + 50 × 10

12 = 29,4  
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A variação da flecha por fluência é igual a , − , = 29,4 − 20,7 = 8,7 . 
 
(3) Flecha por retração, Equação (17), com ≅ 0,35, obtido na Figura 4, para =0,01136 e = 0,00682:  

, = − , ,
8 = 0,35 35 × 10

440
(8 × 10 )

8 = 2,2  
 
(4) Flecha total na data : 
 

,( ) + , + , = 0,86 + 29,4 + 2,2 = 32,5 = 247 ≅ 250 = 32  
 
Como se vê, esta flecha praticamente atende os limites de deslocamentos da NBR 6118: 
2014, Tabela 13.3, estabelecidos, p.ex., para aceitabilidade sensorial e efeitos em 
elementos não estruturais. No cálculo desta flecha, os coeficientes de enrijecimento da 
armadura tracionada da seção central foram mantidos constantes ao longo do vão e os 
trechos sem fissuração foram desconsiderados.   
Exemplo 2, cf. Ghali e Favre (1986): Calcular a flecha na data  de uma viga biapoiada, de 
vão = 8 , sujeita à carga permanente uniforme = 17 /  aplicada na data , sob ação da fluência e retração do concreto.  
Dados:  
Seção transversal: ; ℎ; ;  = 300; 650; 600; 50 . 
Concreto: coeficiente de fluência ( , ) = 2,5; retração livre , ( , ) = −250 × 10 ; 
coeficiente de envelhecimento = 0,8, módulo de elasticidade (suposto invariável) 

( ) = 30 . 
Aço: módulo de elasticidade = 200 , armadura inferior = 1080 , armadura 
superior = 270 . 

 Dos resultados mostrados na Tabela 3, tem-se = = 40,67 × 10 , e o 
coeficiente de enrijecimento da armadura tracionada , = 1,089, donde a flecha na data 
 apenas por fluência do concreto:   

, = ( ) ,
= (8 × 10 )

40,67 × 10 × 1,089
136 × 10

9,6 = 20,5  
 
Flecha por retração, Equação (17), com ≅ 0,18, obtido na Figura 4, para = 0,006 e 

= 0,0015: , = 0,18( × ) ( × ) = 0,6 . Logo, a flecha total é , + , =
21,1 . O valor dado na referência, resultante de cálculo numérico rigoroso, é 23,5 , ou 11% maior do que o obtido pelas equações presentes.    
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Tabela 3 – Resultados do Exemplo 2
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