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Resumo

Examina-se no que segue a agao da fluéncia e retragdo do concreto na flexdo simples de vigas isostaticas
sob acdo de carga permanente e da parcela quase permanente da sobrecarga. A secao é retangular com
armadura dupla. Para a agao da fluéncia considera-se a lei constitutiva do concreto dada no Anexo A, item
A.2.5, da NBR 6118: 2014. Os valores finais do coeficiente de fluéncia e da deformacdo de retragao do
concreto podem ser obtidos na Tabela 8.2 ou, com mais precisdo, no Anexo A da NBR 6118: 2014. A solugao
dada ao problema, de facil programacéo eletrdnica, atualiza a encontrada em textos da area, especialmente
no livro de Risch e Jungwirth (1976), ao considerar armadura de compressdo, modulos de elasticidade
secantes nas datas inicial e aos 28 dias e concretos dos grupos | e Il. As figuras e exemplos mostram a
evolugao no tempo das tensdes no concreto e nas armaduras, a restricdo aos fendmenos lentos em presenca
da armadura de compressao e o aumento da curvatura e consequente aumento nos deslocamentos da viga.
A solucgéo inclui o efeito de enrijecimento da armadura tracionada. A aplicagao da teoria € mostrada em dois
exemplos de calculo de tensdes e flecha em servigo.

Palavras-Chave: vigas de concreto armado, fluéncia, retracdo, enrijecimento da armadura tracionada, efeitos estruturais

Abstract

This work considers the action of creep and shrinkage of the concrete in doubly reinforced rectangular cross
sections of simply supported beams under permanent and quasi-permanent loads. The chosen concrete
constitutive law is the one given in the NBR 6118: 2014, Appendix A, item A.2.5. The final values of creep
coefficients and shrinkage strains may be taken in Table 8.2 and, if more precision is required, in Appendix A
of the NBR 6118: 2014. The given solution, included in its correspondent electronic software, updates the
former traditional ones, especially the reference one given in the book of Risch and Jungwirth (1976), by
considering compression reinforcement and the secant modulus of elasticity both at the loading and at 28-day
ages, for normal and high strength concrete. The figures and examples show the evolution in time of stresses
in concrete and reinforcements, as well as curvature and correspondent transversal displacements of the
beam. The solution includes also tension-stiffening effect of the reinforcement. Two examples are given in
which stresses and deformations in serviceability limit states are determined.

Keywords: reinforced concrete beams, creep, shrinkage, tension stiffening, structural effects
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1 Introducgao

Examina-se no que segue as agdes da fluéncia e da retracdo do concreto em vigas
isostaticas em flexdo simples sob cargas de longa duragéo, permanente g e da parcela
quase permanente ,q da sobrecarga q, onde ¥, é dado na NBR 6118: 2014, Tabela 11.2.
A secéo é retangular e tem duas camadas de armadura. Os valores finais do coeficiente de
fluéncia ¢ e da deformacgéo especifica de retragcédo ., do concreto podem ser obtidos da
Tabela 8.2 da NBR 6118: 2014 ou, com mais precisdo, do Anexo A. Para resolver o
problema da fluéncia, parte-se da lei constitutiva do concreto dada no item A.2.5 dessa
norma, com o que é possivel considerar: (1) a armadura de compressao, (2) os modulos de
elasticidade secantes nas datas inicial e aos 28 dias e (3) concretos dos grupos | e Il.
Mostra-se que a solugdo encontrada tem como caso particular a dada no livro de Riusch e
Jungwirth (1976), a qual considera constante o médulo de elasticidade do concreto, e o
coeficiente de envelhecimento igual a ., = 0,5 (indicado por a na primeira equagao do item
A.2.5 da NBR 6118), e s6 ha armadura tracionada. A retracdo é considerada de modo
aproximado, através de uma curvatura constante na viga, cujo efeito € especialmente a
parcela da flecha maxima ao longo do tempo. Nestes calculos € possivel incluir o efeito do
enrijecimento da armadura tracionada de modo relativamente simples, como se indica
adiante.

2. As equagdes do problema
2.1 Hipdbteses adotadas

No que segue, admitem-se as seguintes hipdteses:

(1) Distribuicao linear de deformacbes na altura da secdo fissurada (Estadio Il),
produzidas pela carga de longa duragéao, tanto na data t, de sua introdugéao (igual a
idade do concreto ao ser carregado), quanto na data t > t,, i.e., no intervalo de
tempo (t — t,) em que se processa a fluéncia.

(2) As tensdes de tragdo do concreto sao desprezadas na segéao fissurada, mas sao
consideradas entre fissuras no enrijecimento da armadura tracionada.

(3) O aco segue a lei de Hooke em qualquer data.

(4) A lei constitutiva do concreto € dada pela seguinte expressao:

1 ¢ 1 Xe,®
gt = Oco | =— + + (00t — Ocp) < + = (1a)
e <E0 Ecs,m) T \Eeso  Eesas
C ECS, Ci
Ect =;_;[(1_Xto)¢+v(55+)(tofp)], com g =KZ:9V =Z_C; (1b)

Nesta expressao definem-se:

&.¢. encurtamento do concreto na borda comprimida da se¢ao na data ¢t;
0.0, 0t tensdes na borda comprimida, nas datas t, e t, respectivamente;
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Eso, Ecs28: moOdulos de elasticidade secantes do concreto, nas datas t, e t,
respectivamente, cf. item 8.2.8 da NBR 6118: 2014, inclusive com sua evolug¢ao no tempo
dada pelas equac¢des ao final desse mesmo item,;

t2/? _ . . .
Xty = ﬁ: coeficiente de envelhecimento do concreto, t, = 1 em dias, cf. MC 90, item
0

@ 2016 - IBRACON - ISSN 2175-8182

5.8.4.3. Usualmente pode-se adotar y, = 0,8 para concretos carregados com idade entre
10 e 30 dias. Notar que 0,5 < y;, < 1.

L d; Ecni Eor Ten) Ter
K i EsAsl‘Esl.D s Es"lsl‘gsi.t
As]_ T ‘;,' %o x, E b 5 —
es0DXoEc0/ bx,0,../2
. d ARV I
v
Mg+u’::q
Ag
el e S E;As28020 ——+——= EidgEn,

Figura 1 — Deformacgdes e tensdes nas datas ty e t
2.2 Equacdes de compatibilidade

As equacgbdes de compatibilidade de deformacgdes nas formas dimensional e adimensional,
nas datas t, e t, sdo respectivamente:

1 &0 __ E&10 _ Es2,0 _10%d _ Eco _ Es10 _ Esz0
—=— == Ky = =— =g =T (2a), (2b)
To Xo Xo—dy;  d—Xg To o $0—6; 1=

1 _ &t _ Es1t _ Esat _10%d _ Eq _ Esir _ Esap

1_ce_ e _ fec o 10 _Fa_ Eae _ Eac (3a), (3b)
e Xy  xg—dy  d-x Tt &t =61 1-&;

~ 1 . , . . , . .
Nestas expressoes, -éa curvatura e k é seu valor adimensional. Além disso, definem-se

!
= _ 103 _ %o _ Xt o1 _ 41
£=10 e,fo—d,ft—d,61—d.

2.3 Tensobes e deformacdes nas datas t, e t

Na data t,, aplica-se o0 momento constante no tempo, Mg, 4, maior que o momento de
fissuragdo. Os encurtamentos da secdo aumentam com o tempo, assim como a
profundidade da linha neutra, e ha redistribuicdo de tensdes na secio transversal. Com
isto, diminui o brago de alavanca, ha queda da tensdo maxima do concreto concomitante
com um relativamente pequeno aumento da forgca na armadura inferior, pois o momento
fletor é constante. A armadura comprimida tem o efeito de restringir a fluéncia do concreto,
diminuindo o crescimento das deformacgdes e da curvatura ao longo do tempo.
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A profundidade da linha neutra, na data t, da aplicagdo da carga, determina a posi¢cao do
centro de gravidade da segao ideal composta pelo concreto comprimido e pelas areas
equivalentes (em concreto) das armaduras, e é dada pela equagéo seguinte:

@ 2016 - IBRACON - ISSN 2175-8182

xg + 2 asO(Asl + Asz) Xp — 20{50 (Asldi + ASZ) =0 (43)
b b
&6 + 2a50(ps1 + ps2)éo — 2a50(ps161 + psz) = 0 (4b)

Os adimensionais s&o definidos pelas expressées: &, = xo/d, a5 = E5/Ecs50, Ps1 =
Ag1/(bd), ps; = Asy/(bd), 81 = di/d

O momento de inércia da secdo ideal em relacdo a LN e a curvatura imediata da secao
sujeita ao momento fletor de longa duragao s&o dados pelas equacgdes:

bx} ,
Iijo = % + a50As1 (X — d1)? + 5045z (d — x0)? (5a)
£5 ,
Iijo = bd® {? + aso[ps1(§0 — 61)% + ps2(1 — &0)?] (5b)
1 _ Mgiy,q _ ﬂ _ Mg+yaq
ro  Eesolino’ o = ro  Eesolilo (68), (6b)

103 d

Conhecidas a profundidade da LN e a curvatura, as deformagdes iniciais decorrem de (2a)
ou (2b). Da lei de Hooke, obtém-se as tensdes iniciais. Adicionalmente, pode-se calcular
estas grandezas para a parcela frequente da carga variavel, (y; —,)q, através do
momento My, —y,)q-

Na data t, valem novamente as duas equagdes de equilibrio para o mesmo momento fletor,
mas altera-se a lei constitutiva do concreto, cf. Equacao (1b). Insere-se ¢.; ha equacgao de
equilibrio de forcas normais na data t:

bxt xt - d:,L d - xt
To-ct + Esece |Asa x—t — Asy X, =0 (7)

Usa-se a (3a), pde-se ag = E/E ;g € define-se o fator F(v) que contém a incognita v =
Oct/Oco POT:

§¢
(ps101 + ps2) — (Ps1 + Ps2)$el

FO) =27 [(1=10,) + V(B + 10,9)] = 7 ®)

Para o que segue interessa introduzir as constantes:
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M C
—_8tWd 0 (9a), (9b), (9¢)

O produto de F(v)v resulta igual a:

2a5(1 — x¢, ) pé? (10)

F =
v)v §f — Co(ps161 + ps2) — (Ps1 + Ps2)ée]

O equilibrio de momentos em relagao a armadura inferior, na data t, € dado pela equacéo:

bx, X¢ ,
To-ct(d - ?) + EsAslgsl,t(d - dl) = Mg+¢zq (1 1)

Divide-se (11) por bd?a,,, introduz-se o quociente v = Zet o substitui-se a deformacao Es1t =

Oco

Sctftf;f; = %[(1 — xt,)9 +v(Be + x¢,0)] %. Usando (10), obtém-se a profundidade

relativa da LN na data t por meio da seguinte equagao cubica:
§8+PSE+ Q5 +R=0

_ 4(ps101 + psz) +3C;

P =
Ps1 t+ Ps2
5/ 2_|_
Q=3 *Pe 12
Ps1 +Psz ( )
3C,C,
R = ———(ps16] + ps2)
Ps1 t Ps2 o *
M,, Co
C, = g+aq C. = ,Cp = 2065(,85 +Xt0(p)

a bdZO'C() T 0{5(1 _Xto)(p

1/2
T . 1 to .
No Estadio Il, s6 a taxa ps; pode ser nula e como ¢ > 0, e S =Xty = W < 1, conclui-se

que nenhum denominador das expressdes acima é nulo. Além disso, a constante C,
independe do momento fletor, pois ., Ihe € diretamente proporcional. Com isto, 0o momento
de inércia no Estadio Il também é independente do momento fletor na data t > ¢,.

A solugao da equacao cubica leva ao unico valor da profundidade relativa da LN, &, com o
qual se obtém de (8) a tenséo relativa v = % Deste quociente resulta a tensdo maxima no

co

concreto, o, € com ela, usando a (1b), obtém-se o encurtamento correspondente, ¢.;. As
deformacgdes nas armaduras e a curvatura decorrem de (3a) ou (3b).
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Esta solugéo coincide com a dada no livro de Rusch e Jungwirth (1976) no caso particular

em que se considera um s6 modulo de elasticidade do concreto, i.e., Bz = 1, o coeficiente

de envelhecimento € dado por y;, = 0,5, e s6 ha armadura tracionada (p;; = 0). A equagao

dada no livro de Riusch e Jungwirth (1976) é:

@ 2016 - IBRACON - ISSN 2175-8182

&2 —(4+34)¢2+3(1-B),,+3B =0,

comi= 1,1 8- 4 (1- )22 ®

Na data t € possivel definir a rigidez a flexao através da relagdo entre o momento de longa
duracgao e a curvatura da secdo na data t. Ver no item 2.4 a consideragao do coeficiente de
enrijecimento a tragéo, indicado por K ;.

M
(EDye = g+1¢2q Kise s (ED e = Mgyy,qTtKes e (14a), (14b)

Tt

Se ¢ — 0 as equacgdes (12) e (14) reproduzem, respectivamente, as (4) e (5). Com isto, a
curvatura na data t, dada pela Equacéo (3), é a total atingida pela se¢édo no intervalo de
tempo (t,y, t), e inclui a curvatura inicial. Deste total decorre o deslocamento produzido

apenas pela fluéncia do concreto, subtraindo os deslocamentos nas datas t e t,. Note-se,

. ~ Ecs ol
ainda, que a relagdo entre as curvaturas nas datas t e ¢, % =%”° a menos dos
0 11t

coeficientes de enrijecimento € a mesma entre as rigidezes a flexdo nas datas ¢, e t. A
Tabela 1 mostra um exemplo numérico para concreto do grupo I, com as tensbdes e
deformacodes iniciais e finais.

As Figuras 2 e 3, cf. Oliveira, M. O. (2015), consideram concretos de resisténcia f,;, =
40MPa e 70MPa, modulo de elasticidade do aco E; = 210GPa. Nelas se vé, como efeito
benéfico, a expressiva queda na tensdo maxima do concreto e o relativamente pequeno
aumento da tensao no aco com o tempo, em funcao do coeficiente de fluéncia.

Evolugdo da tensdo relativa no concreto Uct/Uco— p=0,25% e a=5,49

= = =p=0,25% e a=3,75
0,85 | =—— p=0,5% e a=5,49
0,80 = - —p=0,5% e a=3,75

5075 N e
£0,70 —— p=1% e a=5,49

]

o

©

2

&

o

8 8065 = =p=1% e 0=3,75

c O

2 90,60 p=1,5% e a=5,49

S £0,55 ~ ~— p=1,5% e a=3,75

(=] 8 ’ \ =+4,270 =9

S 030 — —<=— p=2% e a=5,49

S 045 ~

& 040 = = =p=2% e a=3,75
1 2 3 4 p=2,5% e a=5,49

Coeficiente de fluéncia ¢ p=2,5% e a=3,75

Figura 2 — Evolugéo da tenséo relativa no concreto com o coeficiente de fluéncia
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Evolugdo tensdo relativa do ago tracionado U's2t/ G0 p=0,25% e a=5,49

1,09 ~ — =p=0,25% e a=3,75
1,08 — p=0,5% e a=5,49
1,07 = = = =p=0,5% e a=3,75

1,06

e p=1% e a=5,49

Evolugdo da tensdo relativa do ago
tracionado 0s2t/G,,

1,05 == _ - -p=1%ea=3,75
1,04 p=1,5% e a=5,49
1,03 = ‘ p=1,5% e a=3,75

1,02 == p=2% e a=5,49

1,01 - =p=2% e a=3,75
1 2 3 4 p=2,5% e a=5,49
Coeficiente de fluéncia ¢ p=2,5% e a=3,75

Figura 3 — Evolugao da tenséo relativa do aco tracionado com o coeficiente de fluéncia

Tabela 1 — Exemplo de aplicagdo das Equacgdes (1) a (15) (Ver o Exemplo 1)
ACD CA-50 LEI DE HOOKE fyk (HPa)= 500.000 Es (GPa)=210.0
LARG bimm)= 2Z200.8 ALT SECAD himm)= 5S00.0
ALT UTIL dimm)= 4406.0 4dL1= 40.06 DL1-D= 0.891
fckd (HPa)= 34.8 fck (HPa)= 40.0
AlfaE=1.20 Alfal=0.90
Modul elast GPa concr inic Ecs0=35.68 e 28d Ecs=38.25 BetaE=Ecs-Ecs0=1.072
Coef Eguivalencia imicial AlfasO=Es-Ecsf= 5.89 e 284 Alfas=Es/Ecs= 5.49
Data imnic t0 (dias)= 15.0 Coef envelhecin= 0.79

AlfaE=1.20 Alfal=0.90

Modul elast GPa concr inic Ecs0=35.68 e 28d Ecs=38.25 BetaE=Ecs-Ecs0=1.072
Coef Equivalencia inicial Alfas0=Es-Ecs0= 5.89 e 28d alfas=Es/Ecs= 5.419
Data inic t0 (dias)= 15.0 Coef envelhecim= 0.79

AsZ(mmZ)= 1000.00 trac Asl(mmZ)= HOO.00 sup

RosZ= 0.01136 trac Rosl= 0.00682 sup

HOH FLETOR PERHAN + QUASE PERMAN H= 106.00 (kNm)

K510=x0,d=0.283518 x0(mm)= 124.748

Hon Inerc data t0 [20-10"9(mmd)= 0.7397316 Rig [lex data t0 Ecsow[20-107 12 (Hmn
2)= £26.393

1000=Def inic Epsco=0.501 Epssi0= 0.340 Epss20= 1.266 Kapad= 1.767

Tens inic MPa Sigmac0=17.88 Sigmasi0= 71.48 Sigmas20=265.688

COEFICIENTE DE FLUENCIA=3.00

ksit= 0.4474400 xt= 196.874

1000=Def fin Epsct = 1.064 Epssit = 0.847 Epss2t = 1.313 Kapat= 2.377
Tens fin HPa Sigmact= 8.59 Sigmasit=177.97 Sigmas2t=275.83
MG=R-10"12=ECS=12T,10"12(Nnn"2) = 19.6208150  EC30#120-10™12(Nmm"2)= Z6.33
32960

ktsto= 1.171 ktst= 1.108

fck=40.0 Ffi=3.0 Es-sEcs0= 5.886 Es/Ecs= 5.490

wt u0=1.578 ECS0=[20-(ECS=[2T)=1.345 SCT-5C0=0.480 S532T-83520=1.037
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2.4 Consideracao do enrijecimento da armadura tracionada

A rigidez a flexdo da peca fletida pode ser aproximada pelo produto de trés fatores, dois
dos quais, como se vé na Equacao (6), sdo o mddulo de elasticidade secante do concreto
e 0 momento de inércia da sec¢éao fissurada na data inicial, e na data final, cf. a (15), séo o
momento de longa duragéo e o raio de curvatura. A dedugdo do terceiro fator é dada em
seguida, tendo como referéncia o MC-90 (1993). Na fissuragao estabilizada, apos a fase de
formacgao de fissuras e antes do escoamento da armadura tracionada, o enrijecimento na
tragao decorre da aderéncia com deslizamento entre as barras da armadura e o concreto
circundante, entre duas fissuras sucessivas. O fator procurado resulta do quociente entre
as deformagbes da armadura na segao fissurada (Estadio Il, resisténcia a tragéo
desprezada) e o correspondente valor médio. A sua obteng¢ao tem como modelo um tirante

2
que representa o banzo tracionado, no qual atua a forga % o,. Ao longo da superficie lateral
da barra de didametro @ atua o valor médio da tensédo de aderéncia 7,,,. A distdncia média

. . . . (0] . .
entre duas fissuras consecutivas do tirante é s,,, = 0,15p , com ps.r igual a taxa
sef

geométrica efetiva do banzo tracionado. Ver a seguir a definicdo das grandezas envolvidas.
O valor da tensdo média de aderénciat,,, € considerado no projeto em fungdo da
resisténcia caracteristica f,,, ao invés da resisténcia média do concreto f,,,. E, porisso, o
fator 0,15 € substituido por 0,18. Entre as duas fissuras consecutivas e o ponto médio do
segmento s,,, a forga na armadura cai linearmente a 7@1,,, ™, com o que a forga média

2
, P2 1 . . g 2
na armadura é %O‘S -3 (mDtym Srz’”). Esta forca € identificada com %Esssm que resulta da

tensdo média no intervalo entre as duas fissuras. Logo, tem-se a equagao que relaciona as
deformacdes na fissura e média, pela respectiva diferenga:

0,18
£ — Egm = Tbm;fcm) SrTm =12 Tme(‘fck) 0,15 ? — Tbméfck)
s s Psef Ps.ef s

O quociente K, = — representa o fator de enrijecimento da armadura tracionada, que no

Esm

contexto do presente trabalho pode ser escrito para as duas datas, ¢, e t, como segue:

Es0 1 Est 1
K = =S50 — >1. K = = >1
ts,to Esmo 1— 0,18 Tpmo = +» Dts)t Esmt 1— 0,18 Thmt = (1 5a)’ (1 5b)
Ps,ef 9s0 Ps,ef Ost

Thmo = 0,675fj(/03: tensdo de aderéncia entre a armadura e o concreto circundante, para
cargas de curta duragao (ou no instante de aplicagao da carga),

Tome = 0,425ff(/3: idem, para cargas de longa durag&o ou repetidas, com f., em MPa, e

C

Psef = b‘;‘l—sf: taxa geométrica efetiva do banzo tracionado, h,.r = 2,5(h —d) < (h — x)/3 para
vigas e para laje h.r = 2,5(c — 0,50) < (h — x)/3, onde c € o cobrimento.
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050,05: tensdes na armadura tracionada na secdo fissurada, nas datas t, e ¢,
respectivamente.

Considerando que o momento atuante na segao transversal € constante, e a sua rigidez
decorre do quociente do momento pela curvatura, a simplificagao usual que se faz é calcular
S sm

~ . 1 £ FT 1 £
as curvaturas da segao fissurada, - = e meédia, —=-=, usando em ambas a

r d-x’ m
profundidade da LN na secéao fissurada. Com isto pode-se escrever E  I;; = Mr = M(d —
x)/& € E sl Keg = My, = M(d — x) /&g, donde resultam as Equagdes (15a), (15b).

Assim, no presente caso, as rigidezes a flexdo no Estadio Il nas datas t, e t sdo dadas por:
(EDjypo = Ecs,OIII,OKts,tO’(EI)II,t = Mgy, q"tKest (16a), (16b)

onde E, o corresponde a data t,. A Equagéo (16b) define, como se disse, a rigidez a flexado
na data t que decorre do produto do momento de longa duragao pelo inverso da curvatura.
A menos do coeficiente de enrijecimento na tragao, esta rigidez, definida apos a conclusao
do processo de fluéncia, também né&o varia ao longo do vdo, se a armadura néo variar.
Note-se que, ao longo do vao da peca estrutural, o fator de enrijecimento da armadura
tracionada aumenta com a diminuicao da tensdo na armadura tracionada.

2.5 Deslocamentos produzidos pela retracéo e pela fluéncia do concreto

Para efeito de estimativa de deslocamentos, a retragdo do concreto, &4, <0,€
considerada por meio do produto da curvatura &5, ¢/d, como se a armadura tracionada
nao se movesse longitudinalmente, por um fator K, dependente das taxas geométricas da
armadura tracionada e da armadura comprimida, diminuindo o efeito da retracdo, cf. a
Figura 4. Como a retragcdo é constante ao longo de uma viga, o fator K, também é
constante se as armaduras o forem. Com isto, a flecha em viga biapoiada de vao [ sob agéo
de curvatura constante € dada por:

_ —Ecsht 12 (17)
Aspe = Ksh(T) 3

A fluéncia do concreto leva a curvatura na data ¢, cf. Equagao (14), diretamente proporcional
ao momento aplicado. E se a armadura da viga for constante, sua variagdo, a menos do
fator K,; dado pela Equacao (15), € a mesma do momento fletor. Do contrario e para um
calculo mais rigoroso € preciso separar os trechos de armaduras diferentes, e também os
trechos nao fissurados. Esta ultima separacao se faz pelo momento de fissuragao, através
da resisténcia a tracao na flexdo, notando-se que esta é praticamente igual a resisténcia a
tracao direta em vigas de altura acima de 1,10m aproximadamente. Obtém-se com isso a
distribuicdo da curvatura ao longo da viga, e o deslocamento maximo por dupla integragcéo
da curvatura. As expressodes das flechas nas datas t, e t, dadas a seguir pelas Equagdes
(18a) e (18b), pressupdem, como simplificacdo, armadura constante e a peca fissurada ao
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longo de todo o vao. O enrijecimento da armadura tracionada é considerado também

constante e igual ao obtido para a tensdo maxima.
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1.2F

0.8

06

04

Shrinkage curvature coelficient, K,

] | ] Il | | | |
0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

Tension reinforcement area ratio, p
Figura 4— Fator de redugdo da curvatura por retragdo Ky, ps = ps; = Asp/(bd), p' = ps1 =
Ag1/(bd), cf. Beeby, A. W., apud Neville et al (1983), cap. 20.

Quando ha varios carregamentos permanentes (e quase permanentes), dispostos
simetricamente ao longo da viga, produzindo momento maximo na sec¢ao central do véo,
pode-se formular o calculo das flechas imediata nas datas t, e t nessa se¢édo pelas
seguintes equagoes:

lZ
a =
0 ™ (Do

Vi gy = o T, (18a), (18b)

(EDe “=1 ¢

Onde:

n € o numero de casos de carga em questao;

M; é o momento fletor maximo no centro do vao originado pelo i — ésimo carregamento;

c; € o denominador da expressao da flecha no centro do vao, expressa em fungao da
curvatura dessa sec¢ao, e &, por exemplo, igual a 9,6 para carga uniformemente distribuida
em todo o véao [, 8 para momentos (positivos) iguais aplicados nas extremidades, 12 para
carga concentrada na se¢ao meédia, 9,39 para duas cargas concentradas iguais e distantes
/6 do centro do vao, w2 = 9,87 para carga senoidal com maximo no centro do vao, etc.

2.6 Exemplos

Exemplo 1: Considere-se o calculo da flecha em uma viga biapoiada, de vao [ = 8m sujeita
as cargas permanentes g = 5kN/m, quase permanente y,q = 2kN /m e frequente ¥,q =

2,5kN /m distribuidas em todo o vao, G = 25kN concentrada no centro do v&do. Ver também
a Tabela 1.
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Dados da secgao transversal: b; h; d; d; = 200;500; 440; 40mm.
Dados do concreto: f,, = 40MPa, E.; = 38250MPa, basalto ay = 1,2, a; = 0,9, t, = 15 dias,

@ 2016 - IBRACON - ISSN 2175-8182

28
Fao=Bifor =€ e f = 3480MPa, cf. item 12.3.3 da NBR 6118: 2014, com s = 0,38 e
Eeo = /%Ecs = 35680MPa, cf. item 8.2.8 da NBR 6118: 2014.

Fluéncia e retragdo: ¢ = @0 = 3, €c5n.00 = —35 X 107>, coeficiente de envelhecimento Xty =

tal? Vis

L= g
1+t3/Z 1+/15

Dados das armaduras: A, = 1000mm?, A;; = 400mm?. Coeficientes enrijecimento da

. . A 1000 _ _ 2/3 _
armadura tracionada: com pg.r = bhey — Z00x25x(500—% ) 0,033, Tymo = 0,675 X 34,8“/° =
_ 2/3 _ _ Es20 _ 1 _ 1 _
7,2MPa, Ty = 0,425 X 40%/3 = 4,97MPa, Kisr, = g; - = ot = oz = L171,
sem Ps,ef 0520 0,033X265,88
_ Es2t __ 1 _ 1 _
Kts,t T e - 1 018 Tpmt ~— 0,18%4,97 — 1,108-
szmt Psef Os2t 0,033%x275,83
Solugao:

(1) Flecha imediata na data t, = 15 dias, Equagao (18a), n = 2,¢; = 9,6,¢c, = 12:

(5+2)x8% 25x8

Mysyq + Mg = ——2——+—— = 56 + 50 = 106kNm
o Z":Mi_ (8 x 10%)? 56x10° 50x10°] .
Yog+aate = (gD L e T 26393 x 102 x 1,171 9,6 1z |- o>mm

i=1

O valor frequente ¥,q = 2,5kN/m difere em 0,5kN/m do valor quase permanente ja
considerado acima. Logo, atuando também (y; —¥,)q = 0,5kN/m tem-se a parcela de
flecha imediata acidental, considerando o mesmo coeficiente K., , para o momento fletor

0,5%82 . .
M(¢1_¢2)q = = 4kNm, Igual a.
2 Mg,—p,q (8 x 103)? 4 x 106
o _ = 0,86
Yoi—va = (ED T 96 26393 x 102 x 1,171| 9,6 mm
(2) Flecha na data t, Equacao (18b):
o Z":Mi_ (8 x 10%)? 56 x10° 50x10°] .
Yot T EDp Lac; 19621 x 1012 x 1,108| 9,6 12 |~ emm

i=1
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A variagéo da flecha por fluéncia € igual a a.; — ag g4+y,q+¢ = 29,4 — 20,7 = 8,7mm.
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(3) Flecha por retragdo, Equacgao (17), com K, = 0,35, obtido na Figura 4, para ps, =
0,01136 e ps; = 0,00682:

_ —ecsne\ 12 35x 107° (8 x 10%)?
Asne = Ksn (7)5 = 0,35 240 5 = 2,2mm
(4) Flecha total na data t:
L1
aO,(ll)rlllz)q + aC.t + aSh,t = Or86 + 29;4' + 2,2 = 32,5mm = m = ﬁ =32mm

Como se vé, esta flecha praticamente atende os limites de deslocamentos da NBR 6118:
2014, Tabela 13.3, estabelecidos, p.ex., para aceitabilidade sensorial e efeitos em
elementos ndo estruturais. No calculo desta flecha, os coeficientes de enrijecimento da
armadura tracionada da segdo central foram mantidos constantes ao longo do vao e os
trechos sem fissuracédo foram desconsiderados.

Exemplo 2, cf. Ghali e Favre (1986): Calcular a flecha na data t de uma viga biapoiada, de
vao | = 8m, sujeita a carga permanente uniforme g = 17kN /m aplicada na data t,,, sob agéo
da fluéncia e retragdo do concreto.

Dados:

Secao transversal: b; h; d; d; = 300; 650; 600; 50m.

Concreto: coeficiente de fluéncia ¢(t,ty) = 2,5; retragdo livre &4, (t, to) = —250 X 107°;
coeficiente de envelhecimento y, = 0,8, mdédulo de elasticidade (suposto invariavel)
E.(t,) = 30GPa.

Aco: mddulo de elasticidade E; = 200GPa, armadura inferior A;, = 1080mm?2, armadura
superior Ay, = 270mm?.

Dos resultados mostrados na Tabela 3, tem-se M,r, = E I;;; = 40,67 X 10'* Nmm?, e o
coeficiente de enrijecimento da armadura tracionada K;;, = 1,089, donde a flecha na data
t apenas por fluéncia do concreto:

n

I M; (8 x 103)? 136 x 10°
~(ED)jp 4 4 C; 40,67 x 1012 x 1,089 9,6
1=

Ac ¢ = 20,5mm

Flecha por retragédo, Equagéo (17), com K, = 0,18, obtido na Figura 4, para ps, = 0,006 e
-6 332
ps1 = 0,0015: agp, = 0,18(250:0100 )(szo Y = 0,6mm. Logo, a flecha total € a., + agp =

21,1mm. O valor dado na referéncia, resultante de calculo numérico rigoroso, é 23,5mm, ou
11% maior do que o obtido pelas equacdes presentes.
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Tabela 3 — Resultados do Exemplo 2
E}ﬂ CA-50 LET DE HOOKE fyk (MPa)- 500.000 Es (GPa)-200.0
F

ARG himm)= Jo0.0 ALT SECAD himnl= 6B50D.0

LT UTIL dimm)= 600.0 dL1= 50.0 DL1-D= 0.083

AR~ 21=195000.00 Io(mm™4)-10712= 0.00686563 MWolmm™3)-1079= 0.02112500
pdul elast GPa concr inic Ecs0=30.00 e Z8d Ecs=30.00 BetaE=Ecs Ecs0=1.000
oef Equivalencia inicial Alfas0=Es-Ecs0= 6.67 e 2Bd Alfas=Es-Ecs= 6.67
oef envelhecim= 0.80

s2imn2)= 1080.00 trac AslimmZ)= 270.00 sup

ps£= 0.00600 trac Rosl= 0.00150 sup

O FLETOR PERMAN CENTRO DO UAD Hg= 136.00 (kMm)

S10=x0-d=0,240115 ¥dimn)= 144 .069

on Inerc data t0 [20-10"9(mnd)= 1.8116422 Rig flex data t0 Ecso=I20-10"12(Man
)= 54.349

000=Def inic Epscd=0.361 Epss10= 0.235_ Epss20= 1.141 Kapad= 1.501

Tens inic HPa Sigmac(=10.8Z Sigmasl0= 1'r'|.lJE| Sigmas20=228.18

AEFICIENTE DE FLUENCIA=£Z.50

sit= 0.4009249 xt £40 .555

1000=Def [in Epsct 0.804 Epssilt 0.637 Epssit 1.20£ Kapat & . 00
Tens fin HPa Sigmact 6.24 Sigmaslt=127.45 SigmasZt=240.40

WS 2T-10712(Mnn "2 ) 40 . 66910659 ECS0=120-10" 12 (Nmn"2 ) 91 . 3492646
tsto= 1.142 ktst= 1.089

ck=£0.0 fi=£.5 EssEcs0= b.bb7 Es/Ecs= b.bbY

t/x0=1.670 EC50=120-(EC5=12T)=1,336 SCT-5C0=0.577 53ZT-5520=1.054
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