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1 Introducio

A andlise linear, seguida de redistribui¢do limitada das solicitacdes, consiste em reduzir nas
secOes criticas — geralmente nos apoios de continuidade, onde se ddo os maiores momentos
elédsticos, e a influéncia favordvel da forca cortante sobre a capacidade de rotacdo plastica é
maior do que no vdo — os momentos fletores eldsticos, multiplicando-os pelo seguinte
coeficiente de redistribuicdo O, cf. a NBR 6118: 2014, itens 14.6.4.3 (elementos lineares) e
14.7.3.2 (placas ou lajes):

0>044+1,25 g fr £50 MPa , agos de dutilidade alta e muito alta (1)
X > 50 . .
0>0,56+ 1,253 S <90 MPa , acos de dutilidade alta e muito alta 2)

observando-se os limites:

0,75 < 6 <1 nas lajes, nas vigas continuas e nas vigas de porticos indeslocdveis, para agos de

dutilidade alta e muito alta,

0,90 £ 6 <1 em pérticos deslocaveis, para agos de dutilidade alta e muito alta.

A classificacdo anterior para acos de dutilidade alta e muito alta é do MC-90, ficando implicito,
na NBR 6118: 2014, que os agos nacionais CA-60 e CA-50 preenchem, nessa ordem, essa
classificacao.

Obedecidas as condigdes do coeficiente O, € arbitrdria a escolha de quais momentos das
secdes criticas serdo reduzidos, assim como é arbitrdrio o valor dessa reducdo. Feita a redugéo
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dos momentos, refaz-se a andlise para garantir o equilibrio. Essas sdo as condicdes de
dutilidade, que substituem as de compatibilidade e, com isso, € dispensdvel a comprovagdo da
capacidade de rotagdo pldstica. Outros valores do coeficiente d sdo possiveis, desde que se
comprove que a demanda de rotacdo plastica seja inferior a capacidade de rotacdo pléstica do
elemento estrutural em questdo. Este cdlculo ¢ feito através da andlise elastopldstica,
considerando-se na rigidez a flexdo os fendmenos da fissuragdo e do enrijecimento da armadura
tracionada, advindo das tensdes de aderéncia despertadas entre a armadura e o concreto
circundante, entre duas fissuras sucessivas.

O coeficiente de redistribui¢@o € associado a capacidade de rotag@o plastica, que por sua vez é
associada a profundidade relativa da linha neutra no ELU por flexdo, para facilitar o trabalho do
calculista. Quanto maior for a redistribui¢do de solicitagdes, menores sdo os valores de O e de
x/d, e maior deve ser a capacidade de rota¢do pldstica. Enfatiza-se que na solucdo eldstica
(0 =1) sem redistribui¢do esta capacidade ndo € nula, embora possa ser pequena. Da mesma

forma, também ndo € nula a demanda de rotacdo pléstica, mesmo que isto nio seja apontado na
anélise eldstica.

Observe-se que, na andlise linear, com ou sem redistribui¢do, ndo mais se permite escolher (nas
pecas hiperestaticas), por economia, x/d na fronteira dos dominios 3 e 4, pois para tal valor

(igual a 0,628, para f, <50MPa,CA-50, decrescendo a 0,557 para
S =90MPa, CA—-50) a capacidade de rotagdo pldstica ¢ baixa, e ndo hd em absoluto a

garantia de que a suposta distribuicdo de solicitacdes no ELU seja atingida.

Note-se que os limites da profundidade relativa da linha neutra (LN), em fun¢do do coeficiente
0 , impostos nos itens 14.6.4.3 (elementos lineares) e 14.7.3.2 (elementos de placas ou lajes) da
NBR 6118: 2014, sdo obtidos fazendo-se & =1 (andlise eldstica, sem redistribuicdo) em (1) e
(2), donde:

53(1—0,44)/1,2550,45 se f, <50 MPa 3)
Y <(1-0,56)/1,25=035 se f >301 4 p 4
—<(1-0, ,25=0,35 se a

d * <90 @

Na hipétese mais desfavoravel, se fosse f,, =90 MPa e &= % =0,5, a se¢do ainda estaria no
dominio 3 e o correspondente alongamento do aco seria igual ao encurtamento limite do
concreto, dado no item 8.2.10.1, Figura 8.2 da NBR 6118: 2014, donde:

_ o
_ _ 0 gyd,CA—SO - 2’07 /oo
g =€,=26"1,,>

N

€ i.ca-60 = 2,48° ! 0o

Assim, se os agos CA-50 e CA-60, comumente usados em lajes, estdo em escoamento para o
.. X . - - , ..
limite & :E =0,5, com maior razio estdo também para os limites 0,45 e¢ 0,35, dados pelas

Equacdes (3) e (4). No caso de se¢do retangular, em flexdo simples com armadura simples, pela

igualdade das forcas internas, a altura relativa do bloco retangular de tensdes %z;,
multiplicada  pelo fator 7, € igual a forga relativa no  concreto,
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R, _bAx(n085f,) _Ax

C

V.=
©085f,bd  085f,bd  d

1, e, também, igual a taxa mecénica da armadura em

Ag fyd . . ~ .
escoamento, W; =——————_ Os coeficientes /1,77 do bloco de tensoes, cf. o item 17.2.2 da
bd 085f.4
NBR 6118: 2014, sdao dados pelas expressdes:
0,8 se f., <50MPa
A= f (5a)
08— (—<=+—— )se50<ka9OMPa

1 se f., <50MPa
= (5b)
7 1- (f‘k0 ) se 50< f.,, <90MPa
. . 2 05w,
Observando que o braco de alavanca relativo das forcas internas é E -
momento relativo em fun¢do da taxa mecéanica, e vice-versa.
M 05w (6a)
fa=—s =0, (1==
bd~0,85f.4
A fyd
=n(1-41-2
= bd 085/, =71 My 117)

(6b)

Logo, em correspondéncia aos valores mdximos da profundidade relativa da LN, resultam os
valores limites tanto da taxa mecanica da armadura quanto do momento fletor, como segue:

v, = 0,8§ <0.8x0,45=036, 11, <036x(1-0,18)= 0,30 se f, <50MPa gf;)) ¢
A <pAx035, 1, <pAx0351—01752) se £.|” | MPa (8a) e
d 9 ) d 9 b Ck S 90 (Sb)

Como se vé, € possivel controlar a profundidade relativa da LN (da andlise eldstica sem
redistribui¢do) e o escoamento das armaduras através do valor mdximo do momento relativo, ou
da taxa mecanica, conforme seja a resisténcia caracteristica do concreto. E na andlise eldstica
com redistribui¢do, usando-se agos CA-50 ou CA-60 e sendo O <1, é desnecessdrio comprovar
o escoamento da armadura, se forem atendidas as Inequacdes (1) e (2). Ver o Anexo 1 para as
alteracdes das equagdes de dimensionamento/verificacdo por meio do bloco retangular de
tensdes e concretos de alto desempenho.

2 Exemplos
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Exemplo 1: A laje continua de dois vdos iguais a [ =3,75 m , armada em uma s6 direcdo, tem
seus momentos fletores obtidos através de uma andlise eldstica linear, sem redistribuicdo de
solicitacdes, cf. a Fig. 1a. Dados hidld =110/85/25 mm, Sfex =20 MPa , agos CA-50 ou

CA-60, as cargas de cdlculo g, =1,4x388=543kN/m> e g, =1,4x1,50 = 2,1 kN /m?,
A=0,8,7 =1, cf. Equagdes (5a) e (5b), pede-se dimensionar a armadura da se¢do do apoio
central.

Solugdo:

1°. Passo: Para as dadas cargas de cdlculo, obtém-se na se¢do do apoio central, cf. a Fig. 1a, o
momento fletor

2
3,75 _13.24 kNm

m

mg = 7,53

Note-se que este momento € calculado por unidade de comprimento. Portanto, pode-se
expressd-lo no dimensionamento como um momento total M ; dividido pela largura (também

total) b da laje. Logo,

—1324 M _ 13045103 N
m mm

Md kNm
ma =y

M, m,  1324x10°

: =— - =0,151<0,30
bd*085f, d*085f, 85°x1214

2°. Passo: Célculode u, =

3°. Passo: Célculode w; =1—,/1-2u,; =1—-4/1-2x0,151=0,164

Logo, a area da armadura, ag, por unidade de comprimento da laje, vale:

2 2 2
A
s — ay 983 ed 1641210 g5 0 389 MM _ 389 MM _ 39 MM

b Frd 435 mm 103 m m

ag =

2
Escolhe-se ¢ 8, cuja drea é 7[7250 mm?. O espacamento s dessas barras é igual a

S =ﬂ= 0,129m =125 mm .
389
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13.24

7.53 KN/m 7.53 kN/m

LUTVTTVLRRV LT TTTDLLU VT A LULL VP TDDLU NI DLL LT LTI TTTLLL LTI

10.59 kN E
35.30 kN
10.59 kN E

7.45

375 m

375 m

N
~
&

(a): solugdo elastica sem redistribuicao

10.60

7.53 kN/m 7.53 kN/m

[TTTTTTT U LU LU LT TU LTI ID 00 A R, e o COSTIT T T T T IO T T T

R

33.89 kN §

8.47 8.47

‘ 375m 375m

(b): solugdo com redistribuicdo de 20% do momento eldstico do apoio central

10.60
7.53 KN/m 543 K 5.43 kN/m
LTTTTLLUL T TLLL T TTTELL U VLT DL L LD TT N JTLLLLL LT TLLT TTTTL L]

B
©
a0
7

29.95 kN
.35 kN ‘E

8.47 1.04 m ‘
T 3.75m 375 m i

(c): distribuicdo de momentos com carga total num vao e carga permanente noutro

Fig. 1: Laje continua no ELU, momentos fletores para uma faixa de largura 1 m
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Se for adotado ago CA-60, tem-se f vd = fﬁ =521,7 L , € a drea da armadura serd igual a

5/6 da anterior:

A, 5 mm’

=—389==324
6

asZ =
m

Escolhe-se ¢ 5, de drea 20 mmz, com o que resulta para um par de barras justapostas o

espacamento § = w =0,123m=120 mm .
324

Exemplo 2: A mesma laje do Exemplo 1 € agora dimensionada através de andlise elastica
seguida de redistribui¢do das solicitagdes. Ver a Fig. 1b.

Solugio:

A inequagdo (1) do coeficiente de redistribui¢do, para f, =20 MPa, pode ser posta da

seguinte forma:
E= % <08x(5—0,44) se f, <50 MPa

Como se vé, escolhido o coeficiente de redistribuicdo entre os limites 0,75 e 1, tem-se
imediatamente o limite superior da profundidade relativa da LN. Para a laje do exemplo, os
momentos do vdo e do apoio sdo iguais se 0 = 0,686 . Isto significa que, enquanto o percentual
da redistribuicdo ndo ultrapassar (1—0,686)x100=31,4%, o momento do apoio central

superard o momento do vado, sendo, portanto, determinante no dimensionamento da laje. H4 na
solugdo deste problema vérias alternativas. Duas delas sdo:

a- Escolhe-se o coeficiente de redistribuicdo, mantém-se a altura iitil da laje e, em relagdo a
solugdo para 0 =1 dada no Exemplo 1, alteram-se apenas as armaduras, reduzindo a do
apoio e aumentando a do vdo. Com a diminui¢do da drea de ago no apoio, consegue-se
eventualmente um arranjo mais favordvel da armadura, facilitando a concretagem nessa
regiao.

b- Escolhe-se o coeficiente de redistribuicio e escolhe-se a profundidade relativa da LN igual
ao limite superior dado pela expressdo anterior. P. ex., se for decidido reduzir o momento do
apoio em 20% , tem-se 0 =0,8 e £ = g =0,8%x(0-0,44)=0,8%x(0,8-0,44)=0,288 .

Com esta varidvel assim fixada, é possivel liberar outra, que serd a altura ttil d . Isto
porque, dada a profundidade relativa da LN, o momento relativo fica conhecido, podendo-
se obter d de sua equagéo.

Estas duas alternativas sdo examinadas a seguir.

Alternativa a: Conforme a Fig. la, o momento de cilculo do apoio de continuidade vale
my =13,24 kNm/ m . Decide-se reduzi-lo em 20% , donde 0 = 0,8. O momento solicitante de

calculo no apoio B passa, entdo, a ser, cf. a Fig. 1b:
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my =10,60 kNm/m

Simultaneamente, como mostra a Fig. 1b, aumentam a reag¢do do apoio A e 0 momento maximo
no vao, que vale:

Mygo.d = 847 kNm/m

Este novo momento é 14% maior que o anterior, a saber, 7,45 kNm/m, cf. Fig. 1a. Agora, os

momentos extremos, do vdo e do apoio, estdo mais proximos entre si. Esta aproximagdo dos
momentos das secdes criticas € um dos objetivos da redistribui¢do, resultando em economia de
material.

M
O dimensionamento da se¢do do apoio B considera o momento m; = Td =10,60 kNm/m , e

0 momento relativo

M, m, 10,60x10°
= = = -=0,121
0.85f,bd> 085f,d> 12,1485

My

2°. Passo: Célculo de @y

Como hd escoamento da armadura no apoio, tanto mais que o momento fletor é agora menor, a
taxa da armadura, cf. (5b), é:

w; =1-\1-2u,; =1-4/1-2x0,121=0,129

A profundidade relativa da LN vale g =125w,; =1,25x0,129=0,161. Este valor,

evidentemente, verifica a desigualdade (1) para =08 ,i.e., g <0,288.

Logo, usando-se aco CA-50, a drea da armadura, por unidade de comprimento da laje, € igual a:

2 2
ay =5 — g, O83ed g _ 19912 g5 306 M _ 306

b fya 435 mm m

O valor anterior é 389 mm>. Escolhe-se ¢8, donde o espagamento

82
ﬂ'i
s=—‘é=0,162m5160mm.

O dimensionamento da armadura do vio, feito de forma andloga, resulta na drea 240 mm?> /m,

contra 210 mm?> /m anteriores. Comparando os volumes de aco das duas solugdes, tem-se para

a laje de dois vaos iguais, desconsiderando-se a influéncia da for¢a cortante e o comprimento de
ancoragem:

Solugdo sem redistribuicdo do Exemplo 1, com momentos negativos em 0,35/ por vao:
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Vol.=2x1x210+2x0,35xIx389 =692/
Solug¢do atual, com momento negativos em 0,28 X[ por vio:
Vol.=2x1%x240+2x%x0,28x1x306=651/

Logo, hé na atual solu¢cdo um consumo ligeiramente menor e a se¢do do apoio serd mais dutil do
que antes. A extensdo da armadura superior foi obtida com a sobrecarga apenas em um dos
vaos, mantendo-se 0 mesmo momento do apoio central usado no dimensionamento, em
qualquer alternativa. A Fig. 1c exemplifica o procedimento. No vdo carregado s6 com a carga
permanente, obtém-se a extensdo da regido de momento negativo igual a 1,04 m, donde a

fracdo do vao 1,04/3,75=10,28. O mesmo foi feito para a solucéo eldstica sem redistribuigio,
cuja fragdo obtida é maior e igual a 1,30/3,75=0,35.

Alternativa b: Neste caso decide-se alterar a altura ttil da laje. Fixando-se novamente
0 =0,8>0,75, o diagrama de momento fletor, apés a redistribuicdo de 20% do momento do

apoio central, cf. a Fig. 1b, permanece o mesmo da alternativa a (desconsiderada a reduc¢do no
peso proprio da laje). Escolhendo-se o limite superior da profundidade relativa da LN, resulta,

X
como se mostrou, & = Fl = (0,288 . Desta escolha decorre a menor altura iitil possivel dentro

das condi¢des do problema. O momento relativo de cdlculo é determinado apds o cdlculo da
forca relativa do concreto, igual a taxa mecanica da armadura em escoamento, que vale:

wy =2 =08"=0,8x0,288=0,230
d T d

donde

g

Hag=—F———
d?0.85f.y

= wy (1—%’) = 0,204 < 0,30, cf. (7b).

Sendo m, =10,60x10> Nmm/mm e 0.85f,; =12,14 N/mm? o valor da altura titil é
igual a:

3
- mg__ [1060x10° _ o
1;085f., |0,204x12,14

Logo, a area da armadura € igual a:

2 2
a, :i — o, 0851, ,d _ 0,23012,14>< 65 — 0,420 mm~ _ 420 mm
b S 435 mm m

Pode-se optar por ¢ 8 CA-50, com espacamento s =120 mm . Além disso, a altura total da laje
agora passa aser h=d +d =65+25=90 mm . Como se v&, em relagio a solucio para & =1

do Exemplo 1, hd uma significativa redug¢do (18% ) no consumo de concreto, embora haja um
pequeno aumento no consumo de aco. Chama-se a atengdo para o fato de haver outros estados
limites que também devem ser atendidos no projeto. Ao reduzir-se muito a espessura, a laje
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poderd ndo atender as exigé€ncias de norma para flechas, ou para aberturas de fissuras, ou
mesmo para vibracdo excessiva.
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ANEXO 1: Flexao simples, secio retangular com armadura simples e concretos
f.. =20a90 MPa
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Anexo: Flexao simples, secao retangular com armadura simples e concretos f., = Z0 a 90 MPa

= Eruz g, = n{0.85f
R, = bhnfr 41
T // y=A $
) z * 1
A W z=d—05y - My

A, |

L = Ng=0

0—0—0 fe2 oy Rz =Agfyq d
e ®» _~| Figua n1.Segdo retangular no ELU-Flexdo simples

Os coeficientes mostrados na Figura, que afetam a profundidade da LN e a resisténcia do concreto, sdo
respectivamente iguais a:

A=08en=1zef; = 50MPa

.n'::i:_E‘D

A=08- (=) < 085650 MPa < f =90 MPa
400

n=1-(E) < 15650 MPa < f; <90 MPa

O momento relativo € definido pela expressao:
pa=M; /(085 bdY) (AD)

Das duas equacdes de equilibrio obtém-se a taxa mecdnica da armadura e o braco de alavanca
correspondente:

R, =R, ou bixn(0,85f:2) = Asfyz O byn(0.85f22) = Az fia (A2)

Esta equacdo dividida por 0.83f;z bd fornece a taxa mecéanica da armadura, dada a seguir, em fungo da
altura relativa do bloco de tensdes v/d. Esta altura é obtida da igualdade entre 0os momentos resistente
(interno, i.e., vindo das resisténcias dos dois materiais) e solicitante (externo, i.e., vindo da carga), ou
seja:

by(50,85f,:)(d — 0.9y) = My
Destas duas igualdades resultam a taxa mecénica em fun¢do do momento relativo wg e o braco de
alavanca adimensional z /d:

Ar  fya 2ug
wyg =——-—=ny/d=nl- |1-— A3
¢ = pq08sf, " n( J n] (A3)
zfd =1-05y/d=1- 05w/ 7 (A4)

Com ¥ obtém-se a profundidade da LN x = v /4, e o dominio de deformacao fica conhecido. Em vigas e
lajes, os dominios em que ocorre a flexdo simples sdo o 2 e o 3. Usualmente (ndo sempre), lajes e vigas T
estdo no dominio 2 e as vigas de secdo retangular estdo no dominio 3.

Exemplo Al: Dimensionar a se¢fo retangular da Figura Al, dados: &; h; d' = 200; 600; 100mam, aco
CA-50, Jra =430MFua; My = 330&Nm. Considerar duas classes de resisténcia de concreto, como
segue.

(1) f.. = 40 MPa, 0,85f,4 = 0,85 X E: 24,29MPa, 1= 08,1 =1

Mg _ 3EDwpf
0,85 fogbd?  24,293200 %5002

Momento adimensional: gz = = 0,288,
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Taxa mecénica e altura relativa do bloco de tensdes: Com 7 = 1, obtém-se
As f_].'d

Wy = — - —— -
bd 0,85f.,

Limite da altura relativa ¥/d para qualificar a secdo como dtil com f; = 400 = 50MPa:

y/d = 0,349 £0,8x 0,45 = 0.36.

A armadura pode ser calculada de duas maneiras, a primeira através da taxa mecanica, a segunda através

do brago de alavanca.

1%. : Taxa Mecanica:

=y/d=1- T —2u; =1—/1-2x0.288 = 0,349

_ sy =0.349; 4, = 0,340 EDDXEUGXH’EQ—H@S ? = 4025 = 2000mm?
“eThdogsf, T T 435 N = ERe A

2%, : Brago de alavanca:

z/d =1-05y/d=1-05w;/n=1-"2=0,826:z = 0,826 x 500 = 412,75mm; A, =
= £ - -

- - 2P 10940, 4mm?

2fps 41275435

, ok

() fu = 80 MPa, 0,85,z = 0,85 X E= 48,58MPa,

r=08- (=) =0725 <08
400
(an - EUJ oes - 1
= <o
1 200 o=
Mg _ @s0xw0f

Momento adimensional: g = = 0,144,

0,85 fogbd?  48,58:200 5002
Taxa mecénica e altura relativa do bloco de tensdes: Com 7 = (L,83, obtém-se

A fa 2 %0144
=— =ny/d =08|1— |1 ————— |=10,159

T pd0ssfy J 0,85
Limite da altura relativa y/d = % = (1,187 para qualificar a se¢do como ditil com f; = 80MPa:
x/d =y/0d) === =0,258 = 0,35, ok.
A armadura, como antes, pode ser calculada de duas maneiras:
1%, : Taxa Mecanica

A: fya 200 = 500 = 48,58 )

——— =0.,159; 4, = 0,139 % = 1775, 7mm* = 3025 + 1020

“¢ = bd0,85f., 435

=3 %500 + 315 = 1815 mm?

2%, : Brago de alavanca

z=d-%=50001 - 0.5x 0,187) = 453,25mm

Mg 350 10° .
A, =—2 = ———=1775,2mm?, ok
Zfyq  453,25x435

Confere-se neste caso o equilibrio:

Forcas internas:

80
R, =(n0.83f4 )by = 0,85 x 0,85 X T X 200 X (0,187 % 500) = 107% = 772,0kN

2

R, = 1775,7 % 435 x 107% = 772 ,4kN, ok forcas iguais.

Momento:
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z =500 — 0,5 =935 = 453 ,25mm,

My = 7724 = 0,45325 = 350kNm, ok momento resistente igual ao solicitante.

Notar:

(1) Para andlise elastica linear sem redistribuicdo, os limites de x/d, 0,45 e 0,35 estdo respeitados.
Entretanto, no primeiro caso a capacidade de rotacdo plastica é aprox. Smrad, e no segundo cerca de
15mrad, bem mais diitil, desde que sejam mantidas as dimensdes da se¢do transversal dada.

(2) Pouca diferenga de drea de armadura, cerca de 9% de economia, para f.z dobrando de 40 a 80 MPa.
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