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1 Introdução 
 
A análise linear, seguida de redistribuição limitada das solicitações, consiste em reduzir nas 
seções críticas – geralmente nos apoios de continuidade, onde se dão os maiores momentos 
elásticos, e a influência favorável da força cortante sobre a capacidade de rotação plástica é 
maior do que no vão – os momentos fletores elásticos, multiplicando-os pelo seguinte 
coeficiente de redistribuição δ , cf. a NBR 6118: 2014, itens 14.6.4.3 (elementos lineares) e 
14.7.3.2 (placas ou lajes): 
 

d

x
25,144,0 +≥δ        MPafck 50≤ , aços de dutilidade alta e muito alta (1) 
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, aços de dutilidade alta e muito alta (2) 

 
observando-se os limites: 

 
175,0 ≤≤ δ  nas lajes, nas vigas contínuas e nas vigas de pórticos indeslocáveis, para aços de 

dutilidade alta e muito alta, 
 

190,0 ≤≤ δ  em pórticos deslocáveis, para aços de dutilidade alta e muito alta. 
 
A classificação anterior para aços de dutilidade alta e muito alta é do MC-90, ficando implícito, 
na NBR 6118: 2014, que os aços nacionais CA-60 e CA-50 preenchem, nessa ordem, essa 
classificação. 
 
Obedecidas as condições do coeficiente δ , é arbitrária a escolha de quais momentos das 

seções críticas serão reduzidos, assim como é arbitrário o valor dessa redução. Feita a redução 
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dos momentos, refaz-se a análise para garantir o equilíbrio. Essas são as condições de 
dutilidade, que substituem as de compatibilidade e, com isso, é dispensável a comprovação da 
capacidade de rotação plástica. Outros valores do coeficiente δ  são possíveis, desde que se 
comprove que a demanda de rotação plástica seja inferior à capacidade de rotação plástica do 
elemento estrutural em questão. Este cálculo é feito através da análise elastoplástica, 
considerando-se na rigidez à flexão os fenômenos da fissuração e do enrijecimento da armadura 
tracionada, advindo das tensões de aderência despertadas entre a armadura e o concreto 
circundante, entre duas fissuras sucessivas. 
 
O coeficiente de redistribuição é associado à capacidade de rotação plástica, que por sua vez é 
associada à profundidade relativa da linha neutra no ELU por flexão, para facilitar o trabalho do 
calculista. Quanto maior for a redistribuição de solicitações, menores são os valores de δ  e de 

dx / , e maior deve ser a capacidade de rotação plástica. Enfatiza-se que na solução elástica 
)1( =δ  sem redistribuição esta capacidade não é nula, embora possa ser pequena. Da mesma 

forma, também não é nula a demanda de rotação plástica, mesmo que isto não seja apontado na 
análise elástica.  
 
Observe-se que, na análise linear, com ou sem redistribuição, não mais se permite escolher (nas 
peças hiperestáticas), por economia, dx /  na fronteira dos domínios 3 e 4, pois para tal valor 
(igual a 628,0 , para 50,50 −≤ CAMPafck , decrescendo a 557,0  para 

50,90 −= CAMPafck ) a capacidade de rotação plástica é baixa, e não há em absoluto a 

garantia de que a suposta distribuição de solicitações no ELU seja atingida.  
 
Note-se que os limites da profundidade relativa da linha neutra (LN), em função do coeficiente 
δ , impostos nos itens 14.6.4.3 (elementos lineares) e 14.7.3.2 (elementos de placas ou lajes) da 
NBR 6118: 2014, são obtidos fazendo-se 1=δ  (análise elástica, sem redistribuição) em (1) e 
(2), donde: 
 

45,025,1/)44,01( ≅−≤
d

x
 se MPafck 50≤  (3) 
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Na hipótese mais desfavorável, se fosse MPafck 90=  e 5,0==
d

x
ξ , a seção ainda estaria no 

domínio 3 e o correspondente alongamento do aço seria igual ao encurtamento limite do 
concreto, dado no item 8.2.10.1, Figura 8.2 da NBR 6118: 2014, donde: 
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Assim, se os aços CA-50 e CA-60, comumente usados em lajes, estão em escoamento para o 

limite 5,0==
d

x
ξ , com maior razão estão também para os limites 45,0  e 35,0 , dados pelas 

Equações (3) e (4). No caso de seção retangular, em flexão simples com armadura simples, pela 

igualdade das forças internas, a altura relativa do bloco retangular de tensões 
d

x

d

y λ
= , 

multiplicada pelo fator η , é igual à força relativa no concreto, 
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=ω . Os coeficientes ηλ,  do bloco de tensões, cf. o item 17.2.2 da 

NBR 6118: 2014, são dados pelas expressões: 
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Observando que o braço de alavanca relativo das forças internas é )
5,0

1(
η

ωd

d

z
−= , resulta o 

momento relativo em função da taxa mecânica, e vice-versa.  
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(6b) 
 

 
Logo, em correspondência aos valores máximos da profundidade relativa da LN, resultam os 
valores limites tanto da taxa mecânica da armadura quanto do momento fletor, como segue: 
 

36,045,08,08,0 =×≤=
d

x
dω , 30,0)18,01(36,0 ≅−×≤dµ  se MPafck 50≤  

(7a) e      
(7b) 
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(8a) e 

(8b) 

 
Como se vê, é possível controlar a profundidade relativa da LN (da análise elástica sem 
redistribuição) e o escoamento das armaduras através do valor máximo do momento relativo, ou 
da taxa mecânica, conforme seja a resistência característica do concreto. E na análise elástica 
com redistribuição, usando-se aços CA-50 ou CA-60 e sendo 1<δ , é desnecessário comprovar 
o escoamento da armadura, se forem atendidas as Inequações (1) e (2). Ver o Anexo 1 para as 
alterações das equações de dimensionamento/verificação por meio do bloco retangular de 
tensões e concretos de alto desempenho. 
 
 
2 Exemplos  
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Exemplo 1: A laje contínua de dois vãos iguais a ml 75,3= , armada em uma só direção, tem 
seus momentos fletores obtidos através de uma análise elástica linear, sem redistribuição de 
solicitações, cf. a Fig. 1a. Dados mmddh 25/85/110// =′ , MPafck 20= , aços CA-50 ou 

CA-60, as cargas de cálculo 2/43,588,34,1 mkNgd =×=  e 2/1,250,14,1 mkNqd =×= , 

1,8,0 == ηλ , cf. Equações (5a) e (5b), pede-se dimensionar a armadura da seção do apoio 
central. 
 
Solução:  
 
1º. Passo: Para as dadas cargas de cálculo, obtém-se na seção do apoio central, cf. a Fig. 1a, o 
momento fletor 
 

m

kNm
md 24,13

8

75,3
53,7

2
==  

 
Note-se que este momento é calculado por unidade de comprimento. Portanto, pode-se 
expressá-lo no dimensionamento como um momento total dM  dividido pela largura (também 

total) b  da laje. Logo, 
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2º. Passo: Cálculo de 30,0151,0
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3º. Passo: Cálculo de 164,0151,0211211 =×−−=−−= dd µω  

 
Logo, a área da armadura, sa , por unidade de comprimento da laje, vale: 
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Escolhe-se 8φ , cuja área é 2
2

50
4

8
mm=π . O espaçamento s  dessas barras é igual a 

mmms 125129,0
389

50
≅== . 
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(a): solução elástica sem redistribuição 
 

 
(b): solução com redistribuição de %20  do momento elástico do apoio central 

 

(c): distribuição de momentos com carga total num vão e carga permanente noutro 
 

 
Fig. 1: Laje contínua no ELU, momentos fletores para uma faixa de largura m1  
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Se for adotado aço CA-60, tem-se 
2

7,521
15,1

600

mm

N
f yd == , e a área da armadura será igual a 

6/5  da anterior:  
 

m

mm

b

A
a s

s

2
2

2 324389
6

5
====  

 

Escolhe-se 5φ , de área 220 mm , com o que resulta para um par de barras justapostas o 

espaçamento mmms 120123,0
324

202
≅=

×
= . 

 
 
Exemplo 2: A mesma laje do Exemplo 1 é agora dimensionada através de análise elástica 
seguida de redistribuição das solicitações. Ver a Fig. 1b. 
 
Solução: 
 
A inequação (1) do coeficiente de redistribuição, para MPafck 20= , pode ser posta da 

seguinte forma: 
 

)44,0(8,0 −×≤= δξ
d

x
 se MPafck 50≤   

 
Como se vê, escolhido o coeficiente de redistribuição entre os limites 75,0  e 1, tem-se 
imediatamente o limite superior da profundidade relativa da LN. Para a laje do exemplo, os 
momentos do vão e do apoio são iguais se 686,0=δ . Isto significa que, enquanto o percentual 

da redistribuição não ultrapassar %4,31100)686,01( =×− , o momento do apoio central 
superará o momento do vão, sendo, portanto, determinante no dimensionamento da laje. Há na 
solução deste problema várias alternativas. Duas delas são: 
 
a- Escolhe-se o coeficiente de redistribuição, mantém-se a altura útil da laje e, em relação à 

solução para 1=δ  dada no Exemplo 1, alteram-se apenas as armaduras, reduzindo a do 
apoio e aumentando a do vão. Com a diminuição da área de aço no apoio, consegue-se 
eventualmente um arranjo mais favorável da armadura, facilitando a concretagem nessa 
região.  

 
b- Escolhe-se o coeficiente de redistribuição e escolhe-se a profundidade relativa da LN igual 

ao limite superior dado pela expressão anterior. P. ex., se for decidido reduzir o momento do 

apoio em %20 , tem-se 8,0=δ  e 288,0)44,08,0(8,0)44,0(8,0 =−×=−×== δξ
d

x
. 

Com esta variável assim fixada, é possível liberar outra, que será a altura útil d . Isto 
porque, dada a profundidade relativa da LN, o momento relativo fica conhecido, podendo-
se obter d  de sua equação. 

 
Estas duas alternativas são examinadas a seguir. 
 

                            Alternativa a: Conforme a Fig. 1a, o momento de cálculo do apoio de continuidade vale 
mkNmmd 24,13= . Decide-se reduzi-lo em %20 , donde 8,0=δ . O momento solicitante de 

cálculo no apoio B passa, então, a ser, cf. a Fig. 1b: 
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 mkNmmd 60,10=  

 Simultaneamente, como mostra a Fig. 1b, aumentam a reação do apoio A e o momento máximo 
no vão, que vale: 

 mkNmm dvão /47,8, =   

Este novo momento é %14  maior que o anterior, a saber, mkNm /45,7 , cf. Fig. 1a. Agora, os 
momentos extremos, do vão e do apoio, estão mais próximos entre si. Esta aproximação dos 
momentos das seções críticas é um dos objetivos da redistribuição, resultando em economia de 
material.  

O dimensionamento da seção do apoio B considera o momento mkNm
b

M
m d

d /60,10== , e 

o momento relativo 
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M

cd

d

cd
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2º. Passo: Cálculo de dω   

 
Como há escoamento da armadura no apoio, tanto mais que o momento fletor é agora menor, a 
taxa da armadura, cf. (5b), é: 
 

129,0121,0211211 =×−−=−−= dd µω  

A profundidade relativa da LN vale 161,0129,025,125,1 =×== d
d

x
ω . Este valor, 

evidentemente, verifica a desigualdade (1) para 8,0=δ , i. e., 288,0≤
d

x
.   

 
Logo, usando-se aço CA-50, a área da armadura, por unidade de comprimento da laje, é igual a: 
 

m
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mm
d

f

f
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A
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yd
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d
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306306,085
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O valor anterior é 2389 mm . Escolhe-se 8φ , donde o espaçamento 

mmms 160162,0
306

4

82

≅==
π

.  

 

O dimensionamento da armadura do vão, feito de forma análoga, resulta na área mmm /240 2 , 

contra mmm /210 2  anteriores. Comparando os volumes de aço das duas soluções, tem-se para 
a laje de dois vãos iguais, desconsiderando-se a influência da força cortante e o comprimento de 
ancoragem: 
 
Solução sem redistribuição do Exemplo 1, com momentos negativos em l×35,0  por vão:  
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lllVol 69238935,022102. =×××+××=  
 
Solução atual, com momento negativos em l×28,0  por vão:  
 

lllVol 65130628,022402. =×××+××=  
 
Logo, há na atual solução um consumo ligeiramente menor e a seção do apoio será mais dútil do 
que antes. A extensão da armadura superior foi obtida com a sobrecarga apenas em um dos 
vãos, mantendo-se o mesmo momento do apoio central usado no dimensionamento, em 

qualquer alternativa. A Fig. 1c exemplifica o procedimento. No vão carregado só com a carga 
permanente, obtém-se a extensão da região de momento negativo igual a m04,1 , donde a 

fração do vão 28,075,3/04,1 = . O mesmo foi feito para a solução elástica sem redistribuição, 

cuja fração obtida é maior e igual a 35,075,3/30,1 = .  
 
Alternativa b: Neste caso decide-se alterar a altura útil da laje. Fixando-se novamente 

75,08,0 ≥=δ , o diagrama de momento fletor, após a redistribuição de %20  do momento do 
apoio central, cf. a Fig. 1b, permanece o mesmo da alternativa a (desconsiderada a redução no 
peso próprio da laje). Escolhendo-se o limite superior da profundidade relativa da LN, resulta, 

como se mostrou, 288,0==
d

x
ξ . Desta escolha decorre a menor altura útil possível dentro 

das condições do problema. O momento relativo de cálculo é determinado após o cálculo da 
força relativa do concreto, igual à taxa mecânica da armadura em escoamento, que vale:  
 

230,0288,08,08,0 =×===
d

x

d

y
dω  

 
donde 
 

204,0)
2

1(
85,02

=−== d
d

cd

d
d

fd

m ω
ωµ 30,0< , cf. (7b). 

 

Sendo mmNmmmd /1060,10 3×=  e 2/14,1285,0 mmNfcd = , o valor da altura útil é 

igual a: 
 

mm
f

m
d
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1060,10
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Logo, a área da armadura é igual a: 
 

m

mm

mm

mm

f
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b

A
a
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cd
d

s
s

22

2
2

2 420420,0
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Pode-se optar por 8φ  CA-50, com espaçamento mms 120= . Além disso, a altura total da laje 

agora passa a ser mmddh 902565 =+=′+= . Como se vê, em relação à solução para 1=δ  

do Exemplo 1, há uma significativa redução ( %18 ) no consumo de concreto, embora haja um 
pequeno aumento no consumo de aço. Chama-se a atenção para o fato de haver outros estados 
limites que também devem ser atendidos no projeto. Ao reduzir-se muito a espessura, a laje 
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poderá não atender às exigências de norma para flechas, ou para aberturas de fissuras, ou 
mesmo para vibração excessiva. 
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ANEXO 1: Flexão simples, seção retangular com armadura simples e concretos 
MPaafck 9020=  

 
- 
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Anexo: Flexão simples, seção retangular com armadura simples e concretos  
 
  
 
 
 
   
 
 
 

Figura A1: Seção retangular no ELU-Flexão simples 
 
Os coeficientes mostrados na Figura, que afetam a profundidade da LN e a resistência do concreto, são 
respectivamente iguais a: 
 

 
 

    
 

   
      

 
 

O momento relativo é definido pela expressão: 
 

  (A1) 
 
Das duas equações de equilíbrio obtém-se a taxa mecânica da armadura e o braço de alavanca 
correspondente: 
  

 ou  ou    (A2) 
 
Esta equação dividida por  fornece a taxa mecânica da armadura, dada a seguir, em função da 
altura relativa do bloco de tensões . Esta altura é obtida da igualdade entre os momentos resistente 
(interno, i.e., vindo das resistências dos dois materiais) e solicitante (externo, i.e., vindo da carga), ou 
seja:  
 

 
Destas duas igualdades resultam a taxa mecânica em função do momento relativo  e o braço de 
alavanca adimensional : 
 

 

 
(A3) 

 
/     (A4) 

 
Com  obtém-se a profundidade da LN , e o domínio de deformação fica conhecido. Em vigas e 
lajes, os domínios em que ocorre a flexão simples são o 2 e o 3. Usualmente (não sempre), lajes e vigas T 
estão no domínio 2 e as vigas de seção retangular estão no domínio 3.   
Exemplo A1: Dimensionar a seção retangular da Figura A1, dados: , aço 
CA-50, ; . Considerar duas classes de resistência de concreto, como 
segue. 

(1) , ,  

Momento adimensional: ,  
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Taxa mecânica e altura relativa do bloco de tensões: Com , obtém-se 

 
Limite da altura relativa para qualificar a seção como dútil com : 

. 
A armadura pode ser calculada de duas maneiras, a primeira através da taxa mecânica, a segunda através 
do braço de alavanca. 
1ª. : Taxa Mecânica: 
 

 
 
2ª. : Braço de alavanca: 

, ok  
 

(2) , ,  

   

 

 

 

Momento adimensional: ,  

Taxa mecânica e altura relativa do bloco de tensões: Com , obtém-se 
 

 
Limite da altura relativa para qualificar a seção como dútil com : 

 , ok.  

A armadura, como antes, pode ser calculada de duas maneiras: 
1ª. : Taxa Mecânica 
 

 
 
2ª. : Braço de alavanca 
 
  

, ok  

 
Confere-se neste caso o equilíbrio: 
 
Forças internas: 

 
 

, ok forças iguais. 
 
Momento: 
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, 

 
, ok momento resistente igual ao solicitante. 

 
 
Notar: 
(1) Para análise elástica linear sem redistribuição, os limites de , 0,45 e 0,35 estão respeitados. 
Entretanto, no primeiro caso a capacidade de rotação plástica é aprox. 5mrad, e no segundo cerca de 
15mrad, bem mais dútil, desde que sejam mantidas as dimensões da seção transversal dada. 
(2) Pouca diferença de área de armadura, cerca de 9% de economia, para  dobrando de 40 a 80 MPa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


