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A Semana da Matematica

A Semana da Matematica é um evento realizado pelo Departamento de Matematica ha trinta
e uma edicoes e em todas elas tem demonstrado a importancia de sua realizacdo. Particularmente, a 312
edicdo foi um evento de abrangéncia nacional que propiciou aos participantes o contato com a pesquisa, o

ensino e a extensdo tanto da UEL quanto de outras IES.

Historicamente, este evento tem envolvido diferentes publicos pertencentes aos cursos e
projetos que o Departamento de Matematica possui, além de professores da Educacdo Bdsica e estudantes
de cursos de dreas afins a Matematica. A Semana é capaz de aproximar o saber académico do saber
construido por meio de experiéncias advindas da sala de aula veiculados ou produzidos pelos professores

gue ensinam Matematica, tanto no ensino basico como no superior.

Oportunizamos esta aproximacao, ndo somente pelo publico alvo a que se destina o evento,
mas, sobretudo, pelo espagco na programacdao onde qualquer participante péde submeter trabalhos, na
forma de minicursos, comunicagdes cientificas ou relatos de experiéncia. Os resultados destas submissdes

se encontram nestes anais.

No campo cientifico temos pesquisadores que colaboraram com minicursos acessiveis,
difundindo suas pesquisas junto ao publico alvo, o que permitiu o entrelagamento entre pesquisa e ensino.
Este ano o evento contou com a participacdo de professores da Rede Publica de Educac¢do dos estados do

Parana e de Sao Paulo.

A 312 Semana da Matematica teve por objetivo promover reflexdes, debates e andlises sobre
a formacao de professores de Matemadtica. O evento articulou o principio da indissociabilidade das
atividades de ensino, pesquisa e extensdo no fazer académico, tendo em vista que o publico-alvo modifica
sua pratica pedagdgica pois, estudantes e professores constituem-se em sujeitos do ato de aprender. Ao
mesmo tempo possibilitou a democratizacdo do conhecimento, por meio de discussGes, debates, palestras,

minicursos e interacdo entre academia e escolas.

Maiores informagdes em https://www.facebook.com/events/1413474552293440/
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Gincana Académica

Primeira colocacao: até 2 alunos. Sequnda colocacao: até 2 alunos. Terceira coloca¢ao:
até 3 alunos. Prazo para entrega: até dia 20/outubro, 12h, na secretaria do evento. Todos
os desafios devem ser entregues, mesmo que parcialmente.

Desafio 1. Uma funcao polinomial de R? em R é uma funcao f : R? — R tal que

k
f(z,y) = Z ai; Ty’
i,j=0
onde £ € N e a;; € R sao fixos. Vamos definir o pseudo-poligono de Newton de f por
N(f):={(i,7) € N* : a;; # 0}. Dados w;,ws,d € N, diremos que f é quase homogénea
do tipo (wy, ws;d) quando a;; # 0 = wyi + wej = d.
(1) Prove que se f é quase homogénea do tipo (wy, ws; d), entdao quaisquer que sejam
t,r,y € R, vale
ft"a,t2y) = t'f (@, y).
(2) Prove que f é quase homogeénea se, e somente se, N(f) estd contido em uma reta
em R2.

Desafio 2. Dados ag, ay, ..., ay ntmeros reais, defina o polinomio
N
p(t) = ai (20 + 1)t + 2 + 1) 1.
i=0

Prove que se p(t) > 0 para todos os niimeros reais ¢, entdo ay = a; = - --a, = 0.

Dica: Pense por contradi¢gdo. Defina f(t) = Z?;O a;t' e prove que

_ (250
S

Dai prove que no intervalo aberto formado por dois zeros consecutivos de g(t) = (t +
t2)f(t)?, a derivada de g(t) necessariamente muda de sinal.

Desafio 3. Uma pessoa escrevendo a sucessao dos numeros naturais, comecando pelo
zero, interrompeu seu trabalho em um certo niumero. Qual é esse niimero se, até parar, a
pessoa escreveu 7350 algarismos?
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A monitoria e algumas de suas implicacgoes
na disciplina de Calculo 1

Luiza Camile Rosa da Silva
Orientacgao: Prof. Dra. Ana Marcia Fernandes Tucci de Carvalho
Universidade Estadual de Londrina (UEL), Centro de Ciéncias Exatas

E-mail: luiza.camile2@hotmail.com, anatuccicarvalho@gmail.com,

20 de agosto de 2016

1 Introducao

A palavra Célculo, segundo o Diciondrio Etimolégico da Lingua Portuguesa,
tem origem latina representada pelo verbete ”calculus”, que quer dizer estima-
tiva ou contagem. Ja do grego, para o mesmo Dicionario, Célculo origina da
palavra ”khalix” que significa ”pedra pequena”. Na Grécia antiga, essas pedrin-
has eram responséveis pelo sistema de contagem e elas foram consideradas como
uma calculadora primitiva.

No século XVII, o matematico inglés Isaac Newton, com um problema de célculo
para fluxoes, precisou a formulacao do cédlculo diferencial e integral que, re-
spectivamente, atendia o problema da reta tangente e da drea (Stewart, 2015).
Também no mesmo século, outro contribuidor para o aprimoramento do Céalculo
foi o alemao Gottfried Leibniz, que formalizou as notagdes usuais. Boyer (1992)
explica a diferenca do trabalho deles: "o trabalho de Leibniz ajustava-se mais a
aritmetizacao da analise, ao passo que o de Newton, muitas vezes, se expressava
na linguagem da geometria sintética”.

O desenvolvimento deste trabalho é a respeito de uma das aplicagoes, a Otimizagao,
que o Calculo proporciona para o aproveitamento de varias disciplinas. Em Nivel
Superior, o foco desse assunto é relacionar varios tipos de equagoes e, finalmente,
utilizar o Célculo Diferencial para a resolugao dessas. Nesse contexto, tem-se
como objetivo analisar dois exercicios, um de cada graduando que recorreu a
monitoria do Programa de Educagao Tutorial (PET), para verificar a adequagao
ou ndo de suas respostas.

2 Resultados e Discussoes

O PET Matematica da UEL tem como objetivo fortalecer os cursos de graduagao,
que se utilizam da Matematica, mostrando aos graduandos o interesse que cada
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petiano tem em auxilid-los a ter um bom rendimento nas disciplinas, como
o Célculo I, por meio da monitoria, entendida como ”atividade discente de
preparagao para o exercicio da docéncia” (UEL).

Com dois alunos de um curso de primeiro ano de licenciatura, estudante A e es-
tudante C, foram ensinados em como resolver os exercicios de Otimizagao para
seu rendimento tanto nas aulas quanto nas avaliagoes.

O primeiro exercicio, realizado na monitoria foi: ”Se 1200ecm? de material es-
tiverem disponiveis para fazer uma caixa com uma base quadrada e sem tampa,
encontre o maior volume possivel da caixa” (STEWART,2014, p. 300). Neste ex-
ercicio, ambos os estudantes seguiram um mesmo raciocinio, pois eles ja haviam
visto um exercicio andlogo a este tanto na monitoria quanto na sala de aula.
Porém, como a monitoria é realizada em grupo, os estudantes conseguiam dis-
cutir suas ideias um com o outro e, como consequencia, eles obtiveram alguns
acertos e outros erros de formalismo matemético, como o conceito de médulo,
conectivos e manipulagoes algébricas.

Ja no segundo exercicio proposto na avaliacdo da professora, que dizia ”En-
contre as dimensoes de um retangulo com perimetro de 100m cuja area seja a
maior possivel” (STEWART,2014, p. 299), tanto o estudante A como o estu-
dante C obtiveram resultados divergentes um do outro. O estudante A realizou
um raciocinio andlogo aos exercicios propostos na monitoria e, buscando corri-
gir seus erros durante o semestre, o exercicio da avaliacao estava bem realizado.
O estudante C buscou outro caminho, todavia, ndo atingiu o objetivo final da
questao, apresentando algumas falhas no conceito de perimetro e area.
Podemos justificar esses rendimentos com a seguinte inferéncia: atualmente,
véarios estudantes conseguem aprender Matemadtica a partir da resolucao de ex-
ercicios, porém este procedimento vem contribuindo para o insucesso deles, pois
os exercicios propostos em sala acabam se repetindo, o que nao estimula o
raciocinio. A importancia da resolucao leva em conta a capacidade de cada es-
tudante gerenciar as informacoes que estao na area da sala de aula e do cotidiano
deles, por isso, Lachini (2001, p. 78) afirma que hd uma "rede de relagdes entre
os sujeitos e destes com o contetido” onde cada estudante deve mostrar a relagao
do dia-a-dia deles com a Otimizagao, conteido em questdao. Com o raciocinio
sendo desenvolvido, a autoconfianca dos alunos também é estimulada, fazendo
com que eles se interessam por vérias resolugoes. Fazer com que o aluno tenha
vontade de resolver atividades, no entanto, é uma tarefa dificil, pois ha caréncia
por parte dos estudantes, em Matematica Elementar.

3 Conclusoes

As consideracoes, aqui expostas, tém ressaltado a resolucdo de problemas,
a fim de analisar o beneficio da monitoria com o conteiido presente em sala
de aula e nas avaliagbes. Além disso, desenvolver a capacidade dos alunos em
resolver problemas visa construir um posicionamento critico deles em questionar
o exercicio, ensinando a eles também como estudar, tratando de uma turma de
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primeiro ano de Célculo 1.

Para o jovem monitor, as experiéncias da monitoria académica sao marcas que
ficardo no intelecto de quem a vivenciou. Associa o ensino e a aprendizagem
contribuindo assim para a formacao inicial, pois exige paciéncia, dominio, 6tima
relacdo entre pessoas, obrigagoes e responsabilidades. Com essas qualidades, o
monitor obtém longos horizontes no ensino e grande perspectiva académica.

4 Agradecimentos
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RESUMO

O estudo de numeros transcendentes é o foco deste trabalho. Liouville, em 1844, publicou o pri-
meiro resultado caracterizando uma classe de numeros transcendentes: os numeros de Liouville. A
transcendéncia da constante de Thue-Morse foi estabelecida por Mahler em 1929. A transcendéncia
da fracao continua de Thue-Morse foi estabelecida em 1998 por Queffélec, e mais recentemente como
consequéncia do Teorema de Subespacos de Schmidt.

Palavras-chave: teoria de nimeros; transcendencia; Thue-Morse.
Introducao: a Sequéncia de Thue-Morse
O estudo e qualificacao de aproximacoes diofantinas e niimeros transcendentes ainda tem varios pro-
blemas em aberto. A histéria da compreensao da comunidade mateméatica a respeito do tema é com-
parativamente curta, de menos que 200 anos. Neste trabalho sao apresentados alguns estudos iniciais
que descrevem parte da compreensao dos autores a respeito do tema.

Seja A = {a,b} um conjunto formado por dois simbolos, e A* o conjunto de palavras finitas em
A. Define-se um morfismo £ : A* — A* por {(a) = ab e £{(b) = ba, estendido por concatenagao:
E(uw) = E(u)é(v), u,v € A*. Em AN, introduz-se a métrica produto da métrica discreta. Observe que

(a) =ab, £(a) = ¢ o&(a) = abba , £*(a) = abbabaab - --
Claramente £"(a) é prefixo de £"1(a), de modo que existe o limite

lim £"(a) = abbabaabbaababbabaababba - - - =: T
n—oo
T = (tn)n>0 é chamada sequéncia de Thue-Morse. Esta sequéncia ndo ¢é periddica, nem pré-periddica.
Quando a = 0 e b = 1, a sequéncia de Thue-Morse se identifica com a expansao na base 2 de um
numero, chamado constante de Thue-Morse:

- 1 1 11
P -n _
spi= Y tn2 =0+ Gt g0t gt

n=1
A sequéncia de Thue-Morse também pode ser definida por ¢, = soma, mdédulo 2, dos algarismos de
n € NU {0} na sua expansao bindria, tg = 0, t; =ty = 1, t3 = 0, to, = t, € topy1 = 1 — t,. Esta
sequencia aparece em diversos problemas, em areas distintas da Matematica, como sistemas dinamicos,
combinatdria, teoria de nimeros, entre outros [2].
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A constante de Thue-Morse
Pode-se perguntar sobre as propriedades da constante de Thue-Morse: existe um polinomio p com
coeficientes inteiros tal que p(s;) = 07 O valor de s; é aproximadamente dado, na expansao decimal [5],
por

sy = 0.412454033640. . .

E, em verdade, este niimero nao é algébrico, e sua transcendéncia foi provada por Mahler em 1929 [4, 3].
Seja F'(z) a fungao geradora da sequéncia t,:

F(z) = Ztnz" .

n>0
Pode-se provar que F satisfaz a seguinte equacao funcional: F(z) = (1 — 2)F(2%). Desta relacao,
obtemos iterativamente -
F(2) = (Hu - )) P(Y)
=0

A prova de que F nao é uma fungao racional, ou seja, ndo é uma razao de polinémios que Q|[z], se faz
por contradigao [3, 2].

A Fragao Continua de Thue-Morse
Outra abordagem que gera um nimero distinto, sobre o qual hé trabalhos mais recentes [1] é a fragao
continua de Thue-Morse. Se a = 1 e b = 2, definimos a seguinte fracao continua

1

ri= [to,tl,...] =
to +

t1 +
to +

1

t3+.'-

Pode-se demonstrar que r também é transcendente, resultado inicialmente provado por Queffélec (veja
2], p. 394). Adamczewski e Bugeaud, numa abordagem que usa o Teorema dos Subespagos de Schmidt,
no contexto de aproximagoes diofantinas, conseguiram uma prova mais curta [1].

O ponto central do argumento ¢é estabelecer, analogamente ao que fez Liouville, que r pode ser bem
aproximado por niimeros algébricos. Esta é uma propriedade interessante dos niimeros transcendentes:
grosso modo, eles se aninham em torno de infinitos nimeros algébricos de grau relativamente baixo.
Seja a um nimero algébrico e H(a) a altura do polinémio que p minimal ménico em Q[z] que anula «,
ou seja, o maximo do médulo dos coeficientes de p. Mostra-se que |r — a| < H ()™ para infinitos «
algébricos de grau 2, com w > 3. Isto é razao suficiente para provar a transcendéncia de r.

Por fim, hd a alternativa de provar a desigualdade: max{|r — 2/, |r? — 2 < #. para w > 3/2
e infinitas triplas (n,p,q) de inteiros nao nulos. Segue dos trabalhos de Schmidt em aproximagoes
diofantinas que r é transcendente.
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Introducéo

Este trabalho apresenta os principais resultados da monografia de
graduacdo, onde 0 objeto matematico constituiu-se pelos nimeros racionais e
0 objeto didatico-pedagogico fundamentou-se na metodologia da resolucao de
problemas. Estudamos a teoria formal sobre nameros racionais abordando,
também, outros assuntos correlatos, tais como: numeros irracionais, numeros
reais e aproximacdes de irracionais por racionais; além de questdes de
enumerabilidade e transcendéncia. Elaboramos e aplicamos atividades
referentes aos nimeros racionais junto a professores da rede publica de ensino
dos niveis fundamental e médio da regido de Foz do Iguacu. Durante a
aplicacao das atividades, utilizamos a metodologia da resolucdo de problemas,
os professores puderam rever 0s conceitos matematicos relacionados ao
conjunto dos numeros racionais e analisar a possibilidade de aplicarem esta
metodologia em sala de aula.

Os numeros racionais sdo assim chamados por serem razdo de

nameros inteiros. Formalmente falando, um namero é dito racional (ou fragédo

ordinaria) se puder ser colocado na forma % (a sobre b) onde a e b séo inteiros

e b ndo é zero. (NIVEN, 1984).

Segundo CAVALCANTI (2004), a construcdo do conceito de numero
racional é permeada por diversas dificuldades. Por exemplo, quando este
conteudo é apresentado pelo modelo parte-todo, acaba fazendo com que os
alunos vejam as fragbes como sendo dois niumeros inteiros, um sobre 0 outro.
Geralmente é apresentada uma figura dividida em partes iguais e com algumas

partes pintadas, na qual o denominador é o nimero de partes em que a figura
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esta dividida e o numerador € o numero de partes pintadas, isto dificulta a
construgcdo de um conceito significativo para estes numeros.

Pretendendo investigar estas dificuldades, apos realizarmos um estudo
sistematico da teoria matematica que elegemos como tema de trabalho,
elaboramos atividades sobre o conteudo matematico “numeros racionais” para
os niveis fundamental e médio, que foram aplicadas através da metodologia da
resolucao de problemas.

Quando baseamos nossa aula na metodologia da resolugdo de
problemas ndo comec¢amos explicando o contetdo, partimos de problemas
(ONUCHIC & ALLEVATO, 2004); exatamente o oposto do que geralmente é o
enredo de uma aula tradicional de determinado contetdo matematico, onde
praticamente ndo ha espaco para reflexdo, quer seja por parte do aluno ou
mesmo pelo professor. Durante uma aula pautada nesta metodologia o
professor que aplica as atividades assume, em um primeiro momento, 0
papel de observador e avalia a producdo dos participantes, sem interferir no
andamento das resolucdes. Assim, cria-se a oportunidade de explorar
conteldos matematicos através de questionamentos. Depois, em um
segundo momento, as duvidas sao resolvidas e o contetdo formalizado.

Ao utilizarmos esta metodologia junto aos professores da rede
publica, achamos interessante dividi-los em grupos, para que discutissem
os problemas com os colegas e propusessem solugdes. Um dos problemas
gue propomos foi o de classificar a seguinte afirmacédo em verdadeira ou falsa:
“O conjunto dos numeros racionais é formado por todos 0s numeros decimais
finitos e todas as dizimas periddicas”.

Houve uma discussdo sobre a seguinte questdo: Os numeros inteiros
sdo decimais finitos, dizimas peridédicas ou nenhuma destas coisas? Para
iniciarmos perguntamos se 6 é diferente de 6,0. Um professor que, além de
aulas de matematica, também da aulas de fisica disse que é diferente quando
estamos trabalhando com fisica. Entdo uma professora falou que naquele
momento estavamos falando de matemaética, acrescentando que se o professor
de uma disciplina diz alguma coisa que contradiz algum outro, os alunos ficam
perdidos e que para eles é dificil aceitar que para responder a uma pergunta

corretamente precisemos analisar em qual contexto estamos, isto é, pode
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haver respostas diferentes para uma mesma pergunta sem que uma delas
seja, necessariamente, incorreta. Acabamos por concordar todos que o0s
nameros inteiros estdo incluidos nesta afirmagéo, pois podem ser vistos como
um decimal finito, sendo assim a afirmacdo é verdadeira. Em um grupo de
professores, discutia-se o que € dizima periddica quando um dos integrantes
declarou aos colegas que 0,6387387 ... ndo € uma dizima periodica, 0 motivo
seria 0 algarismo 6 que aparece antes da repeticdo.Em outro momento,
percebemos que o periodo de uma dizima pode gerar equivocos, um dos

. ~ 9 ~ ., . .
professores afirmou que a fracao —; o representava um nimero racional, pois

havia efetuado apenas algumas interagcées no algoritmo da divisédo e ainda n&o
tinha encontrado repeticdo, continuamos a conta e logo em seguida
encontramos um valor que se repetia, entdo, sem mais argumentos, ele me

finalizou peremptoriamente “Eu sei que vocé esta certa, mas eu ndo acredito
que% é racional’.

Insistimos que nosso objetivo ndo foi 0 de constranger os professores,
ou constatar ignorancia, confundindo-os com palavras imprecisas ou obscuras.

Nosso principal alvo € o de nao ficarmos apenas diagnosticando problemas

sem agir de alguma forma.
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Aplicacao do Calculo Diferencial no Cinema

Carlos Roberto Takaessu Junior
Orientacao: Prof. Me. Rodrigo Vinicius da Costa
Departamento de Matematica, CCE, UEL,

Londrina, PR

E-mail: carlostakaessu@hotmail.com, rodrigocosta@uel.br,

O objetivo desse trabalho é achar a melhor fileira para se sentar em uma sala de cinema hipotética (figura 1),
isto é, a fileira que maximiza o angulo de visao () do espectador. Primeiramente, definiremos como serd a sala de
cinema analisada. Nesta sala de cinema hipotética, a tela apresenta 10 metros de altura, situada a 3 metros acima
do chao. As fileiras comecam a 3 metros de distancia da parede onde estd situada a tela e cada fileira tem 1 metro
de distancia da outra, contendo 20 fileiras, sendo que a partir da primeira fileira, o chao possui uma inclinacao de
20°. Consideraremos também que a pessoa sentada na poltrona ficard a 1,2 metros acima do chdo. Adotaremos 6
como o angulo de visao do espectador para a tela e x como a distancia da poltrona utilizada, sendo que 20 > = > 0
devido ao ntmero de fileiras. A figura 1 representa um esquema do cinema hipotético. Este problema foi retirado

do livro Stewart !.

10m

xsen(20°)

20°
3m xc0s(20°)

Figura 1: Sala de Cinema

Visto a sala de cinema, devemos achar o valor de 6 em fungao de x. Realizando alguns calculos, é possivel achar

que o valor do cos(0) é:

_ (a* + b* — 100)
cos(0) = R e— (1)

e portanto:
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B (a2 + b? — 100)
0 = arccos < 55 (2)

Sendo:
a? = (10 — ¢)? + (3 + zcos(20°))? (3)
b? = c? + (3 + wcos(20°))? (4)

Assim, encontramos o valor de 6 em funcao de z, pois a e b estdo em funcdo de x. Encontrada a funcao de 6 ,

podemos obter seu grafico utilizando o Geogebra.

Figura 2: Grafico de 6 em relacao a x

Como nao podemos ver com clareza qual o valor de x que maximiza 6, iremos olhar o grafico de sua derivada 6’

e ver qual sua raiz, pois serd o valor que maximizara 6.

Figura 3: Derivada de 6

Olhando para o grafico 2, obtemos que a raiz da funcao 6’ é aproximadamente x = 2,9, ou seja, quando = é 2,9
o angulo é maximizado, com valor § = 0,943 rad = 54,03°. Como x é a distancia, temos que a fileira que mais se
aproxima desse valor de x é a 4° fileira, onde x = 3. Assim, nesta sala de cinema, a melhor fileira para assistir o

filme é a 4° fileira.
REFERENCIAS

[1] Stewart, J. Cdlculo, Volume I, Cengage learning (2014). no. 7, p. 413.
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Esta oficina sera dividida em duas etapas: na primeira parte, faremos uma breve apresentacdo
dos referenciais tedricos (em Educacdo, Psicologia e Neurociéncia) que suportam o uso de
narrativas no ensino e na aprendizagem. Na segunda parte, de carater mais pratico,
mostraremos como videos podem ser usados na Escola para abordar conceitos em Matematica
e Estatistica por meio da exibi¢cdo de quatro videos e da realizacdo de atividades que podem
ser exploradas a partir dai. Os videos exibidos serdo: “Planolandia: O Flme”, “A Coelha e O

Cervo”, “Homer3” e “Romanos”, cujas sinopses sdo descritas a seguir.

Palavras-chave: Narrativas no Ensino e na Aprendizagem de Matematica e Estatistica,

Documentéario, Animagdo, Video.

1. Planolandia: o filme

Imagine viver em um mundo bidimensional onde os
habitantes sdo poligonos que acreditam ndo haver nada além de
seu mundo plano. Como mostrar que existe algo além: uma
terceira dimensdo? Como explicar essas nogdes para alguém que
sO sabe 0 que € direita e esquerda? Nesta animacédo vocé conhecera
a jornada de Artur Quadrado e sua neta Hex para convencer 0s

planolandeses que seu universo é muito maior do que imaginavam.
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2. Acoelhaeocervo

A coelha e o cervo vivem felizes até que sua amizade

é posta a prova pela obsessdo do cervo em encontrar um
caminho para a terceira dimensdo. Depois de um acidente, o

cervo se depara com um mundo até entdo desconhecido para

ele. A partir dai, os dois personagens se veem separados, em

diferentes dimensdes. Como esta amizade resistira?

3. Homer3

Neste divertido episédio dos Simpsons, Homer atravessa
um portal que o transporta do seu “mundo bidimensional” para o
misterioso “mundo tridimensional”. Que objetos do imaginario
matematico ele encontrara 14? Como ele fara para voltar? Junte-se a

essa aventura e descubral

4. Romanos

Neste curta-metragem divertido, Fabio Porchat interpreta
um professor de matematica da Roma Antiga que tenta ensinar aos
seus alunos como resolver uma equacdo matematica escrita com

algarismos romanos.
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Introducao

No Capitulo 1, mostramos como o conceito de curva quadrética aparece
no ambito do Ensino Fundamental.

No Capitulo 2, estdo alguns elementos histéricos sobre as Conicas, mos-
trando como Apoldnio apresentou seu trabalho Sobre as conicas que teve
um papel decisivo no século XVII, quando Kepler estudou as 6rbitas ce-
lestes.

No Capitulo 3, introduzimos objetos gerais que sdo utilizados em todo o
trabalho, como o Lugar Geométrico de pontos.

No capitulo 4, exibimos aplicagdes da parabola, como: Lan¢camento de
projéteis, Parabola de seguranca, Ponte pénsil, Farol de carro, Aquecedor
elétrico, Antena parabdlica, Radar aéreo, Telescopio parabolico.

No capitulo 5, existem aplica¢des da elipse, como: Rotas de naves espaci-
ais, Optica e Clinicas odontolégicas, Actistica, Lancamentos de projéteis,
Construcao de avides, Estudo de calculos renais, Orbitas de planetas e de
cometas, Meridianos e Paralelos, Sons emitidos em um foco e Arquitetura

No capitulo 6, estdo aplicagdes da circunferéncia, como: Utensilios nas
cozinhas, Materiais para midias eletronicas, Objetos nos banheiros, In-
volucros de vidros de perfumes e Ferramentas de mecanica e uso em
rel6gios.

No capitulo 7, estdo aplicagdes da hipérbole na arquitetura, na Engenha-
ria Civil e em Navegacdo Aérea e Maritima LORAN.

A bibliografia é grande, exatamente para mostrar que existem muitos li-
vros sobre este assunto com aplicag¢des diversificadas. Nao espere as coi-
sas prontas em suas maos!
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1 Elementos historicos sobre as cOnicas

O estudo das se¢des coOnicas e das suas propriedades geométricas come-
cou na Grécia, como parte da busca pela solu¢do do problema da dupli-
cac¢do do cubo. O problema consiste em determinar a aresta de um cubo
de forma que este tenha o dobro do volume de um outro cubo dado. A
complexidade do problema se deve ao fato que os gregos procuravam
uma solugdo geométrica com régua (sem escala) e compasso.

Menaecmo (400 a.C.), famoso pela descoberta das se¢des conicas, usou-as
fortemente na pesquisa do problema da duplicacao do cubo, obtendo ge-
ometricamente o ponto de interse¢do de uma pardbola com uma hipérbole.

Menaecmo nédo inventou as palavras pardbola e hipérbole, pois elas foram
apresentadas mais tarde por Apoldnio, mas existam trabalhos recentes
mostrando que os nomes parabola e hipérbole sdao bem mais velhos do que
Apolonio.

Apoloénio, O Grande Geometra, foi um famoso membro da escola matema-

tica, nasceu em Perga, cidade ao sul da Turquia atual, entre 246 a.C. e 221
a.C.

Apolodnio foi contemporaneo e rival de Arquimedes e, junto com Eucli-
des, formam a triade considerada como os maiores mateméticos gregos
da antiguidade. Apolonio estudou com os discipulos de Euclides em
Alexandria e foi astronomo notavel.

A obra prima de Apolonio é Segdes Conicas, composta por 8 volumes. A
maior parte das obras de Apolonio desapareceu. Da obra original so-
breviveram 7 volumes, sendo 4 escritos em grego e 3 traduzidos para o
arabe por Thabit Ibn Qurra, no século IX. Os trés primeiros volumes sao
baseados em trabalhos de Euclides e o oitavo volume, infelizmente, ficou
perdido.

Em 1710, Edmund Halley traduziu os sete volume sobreviventes de Se-
¢Oes Conicas para o latim e todas as demais tradugdes para as linguas
modernas foram feitas a partir da tradugao de Halley.

Os precursores de Apoldonio no estudo das conicas foram Manaecmo,
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Aristeu e o proprio Euclides.

Nesse periodo, elas eram obtidas pelo seccionamento de um cone circu-
lar reto de uma folha com um plano perpendicular a uma geratriz do
cone, obtendo trés tipos distintos de curvas, conforme a se¢cdo meridiana
do cone fosse um angulo agudo, um angulo reto ou um angulo obtuso.
Apoloénio foi o matemdtico que mais estudou e desenvolveu as se¢des
cOnicas na antiguidade. Suas contribui¢des foram:

e ter conseguido gerar todas as conicas de um tnico cone de duas fo-
lhas, simplesmente variando a inclina¢do do plano de intersegao;

e ter introduzido os nomes parabola, elipse e hipérbole, e

e ter estudado as retas tangentes e normais a uma conica.

A importancia do estudo de Apoldnio sobre as conicas dificilmente pode
ser questionada.

Temos a inegével influéncia dele sobre os estudos de Ptolomeu, Kepler,
Galieu e Newton.

desprezando a resisténcia do ar, a trajetdria de um projétil é uma pardbola.
(Galileu)

os planetas descrevem 6rbitas em torno do Sol, sendo que o Sol ocupa
um dos focos. (Kepler)

A importéancia do trabalho de Apolonio foi gerar todas as curvas conicas
por meio de um cone circular reto de duas folhas, permitindo a Mate-
maética ser um tipo de conhecimento mais geral e de maior amplitude de
aplicagdo do que tinha sido antes.

Apolonio langou os fundamentos algo que viria a assumir grande impor-
tancia para os mateméticos da Europa no século XVII.
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2 Elementos gerais

Lugar geométrico (LG) é o conjunto de todos os pontos de uma regido li-
near, plana ou espacial, que satisfazem a uma ou mais condi¢des geomé-
tricas dadas. Em geral, tais condi¢des geométricas podem ser descritas
por proposi¢des matematicas muito bem definidas.

2.1 Conjuntos e Curvas especiais

1. Circunferéncia em um plano: Uma circunferéncia é o LG dos pontos
P = (z,y) de um plano II que estdo a uma mesma distancia » de um
ponto fixado de II.

Quando r > 0 é o raio da circunferéncia e o ponto (a, b) é o centro da
circunferéncia. Este conjunto é descrito por:

C={(z,y) €I: (z—a)*+ (y —b)* =1"}.

Figura 1: Circunferéncia e Elipse

(=.¥)

2. Elipse em um plano: Uma Elipse é o LG dos pontos P = (z,y) de
um plano II cuja soma das distancias destes pontos a dois pontos
fixos (focos) é constante.

Quando os focos sdo (—c,0) € Il e (¢,0) € II, a distancia focal é
2c > 0. As medidas ¢ > 0 e b > 0 representam as medidas dos
semi-eixos sobre os eixos y = 0 e z = 0 e vale a relagdo pitagorica
a? = b* + ¢*. Este conjunto de pontos é dado por:

2 2

x Y
C:{(x,y)eﬂzg#—ﬁ:l}
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. Parabola em um plano: Uma parabola é o LG dos pontos P=(z, y)
de um plano II que estdo a mesma distancia de um ponto fixado
(foco) e de uma reta fixada no plano (diretriz). Quando o foco é
(c,0), a medida ¢ > 0 é o parametro focal e a reta fixada é y = —c.
Este conjunto de pontos pode ser descrito por:

C = {(z,y) €11 : dex = y*}

F=0,0) /

0.0) X

y=-C

Figura 2: Parabola e antena parabdlica

. Hipérbole em um plano: Uma hipérbole é o LG dos pontos P =
(x,y) de um plano cuja diferenca das distancias destes pontos a dois
pontos fixos (focos) é constante. Se os focos da hipérbole sdo (—c, 0)
e (¢, 0) e a distancia focal (entre os focos) é 2¢ > 0, este conjunto de
pontos pode ser descrito por:

_ oy 2 _ 32, 2
C—{(a:,y)eﬂ.g—ﬁ—l, a” =b"+c}

a e b sdo, respectivamente, os semi-eixos sobre os eixos y = 0 e x = 0.
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(=.y)

(-c,0)

(c.D)

Figura 3: Hipérbole

3 Curvas cOnicas

3.1 A origem dos termos: Elipse, Pardbola e Hipérbole

As palavras gregas elipse, pardbola e hipérbole significam, respectivamente,
falta, igualdade e excesso. A nomenclatura adotada por Apolonio remete ao
trabalho dos pitagoéricos de aplicagdo de retangulos a segmentos de reta
de tal forma que, caso a base do retangulo seja menor, igual ou maior que
o segmento de reta, definiriamos uma elipse, pardbola ou hipérbole.

Circunferéncia

Elipse

Parabola

Hipérbole

H

w.

X

A

Plano perpendi-
cular ao eixo de
simetria do cone.

Plano obliquo ao
eixo de simetria,
ndo paralelo a
uma geratriz.

Plano paralelo a
uma geratriz do
cone.

Plano paralelo
ao eixo de sime-
tria do cone.

Plano corta uma
folha do cone.

Plano corta uma
folha do cone.

Plano corta uma
folha do cone.

Plano corta duas
folhas do cone.
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4 Aplicacoes da Pardbola

4.1 Lancamento de projéteis e Parabola de seguranca

Ao langar um projétil, como exemplo, um dardo, alguns detalhes cha-
mam a nossa atenc¢do: o angulo de langamento do projétil, a velocidade

inicial e um objeto importante que fica escondido, a aceleracdo da gravi-
dade.

Figura 4: Projéteis: Dardo, bala de canhdo e peixe

Projéteis tém trajetOrias proximas as de uma parabola, pois existe atrito
devido a resisténcia do ar.

A componente quadratica no trajeto se deve a aceleracdo da gravidade,
que determina a forma do deslocamento na sua projegao vertical, mas no
deslocamento da projegdo horizontal o deslocamento é um movimento
uniforme.

Ver La Envolvente, V. G. Boltianski [9]

Considere uma situagdo em que sdo lancados projéteis de um canhdo
posto em local O da superficie terrestre, vy a velocidade inicial e o é o
angulo de inclinacdo que cada projétil faz com o plano do chéo (eixo OX).

A trajetdria de cada projétil serd uma parabola que depende dos elemen-
tos referidos mas a altura depende da aceleragdo da gravidade g.
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Lt

Figura 5: Parabola de seguranca

A questdo é: Onde pode ficar uma pessoa para que esteja segura, de
modo que qualquer projétil lancado nunca atinja esta pessoa?

A resposta é a Pardbola de sequranga. Ver La Envolvente, V. G. Boltianski

[9]

4.2 Farol de carro e Aquecedor elétrico

No caso do farol de um carro a fonte luminosa (e também no caso do
aquecedor, a fonte de calor) estdo localizadas no ponto conhecido como
foco e quando as ondas emitidas batem na lamina parabdlica, fazem a refle-
xdo dirigida de modo a refletir sempre raios paralelos ao eixo de simetria
da parabola. Ver o livro Mais Actividades Matematicas, Brian Bolt [7].

Figura 6: Farol de um carro
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4.3 Ponte pénsil sobre um rio

Durante muito tempo se pensou que a curva realizada pelo cabo de ago
que mantém uma ponte pénsil, era uma catendria (cosseno hiperbdlico).

Figura 7: Ponte pénsil Akashi Kai-kyo, Japao

Mas, esta curva é uma pardbola, pois ocorre a distribui¢do uniforme da
massa da ponte a cada distancia estabelecida entre os diversos poérticos
que sustentam o peso da ponte. Ver Mais Actividades Matematicas,
Brian Bolt [7].

4.4 Radar aéreo, Antena e Telescépio parabdlicos

Consideremos que um satélite emita ondas eletromagnéticas e que vocé
tenha em sua casa uma antena parabdlica.

As ondas refletem sobre o espelho e se projetam no foco do espelho para-
bélico, onde existe um equipamento que captura estas ondas e as trans-
formam em pulsos (demodulam) de tal modo que seu equipamento de
televisdo entenda tais sinais.

Se o espelho da antena ndo fosse parabdlico, isto ndo seria possivel.

Ver o livro Mais Actividades Matematicas, Brian Bolt[7].
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5 Aplicacoes da elipse

5.1 Rotas de naves espaciais

Rotas seguidas por naves espaciais e satélites artificiais sdo governadas
pelas mesmas leis que governam as 6rbitas dos planetas. Para uma via-
gem de um ponto a outro no espaco, pelo menos por enquanto, usamos
as leis de Kepler, e Isaac Newton explicou porque as leis de Kepler fun-
cionam, portanto, os navegadores espaciais usam as leis de Newton e as
leis de Kepler como principios operacionais.

As Leis de Kepler sdo essenciais para o estudo de fendmenos astronomi-
cos, como as eclipses, movimento e periodo das 6rbitas de cometas, even-
tos de alinhamento dos planetas e assim por diante. A primeira lei de
Kepler do movimento planetario: A 6rbita de cada planeta é uma elipse
e 0 Sol ocupa um dos focos. Com os dados observados por Tycho Brahe,
Johannes Kepler concluiu que os planetas orbitam em elipses.

5.2 Optica e Clinicas odontolégicas

Uma aplicagdo 6ptica aparece no dispositivo de iluminag¢do dos dentistas,
contendo um espelho na forma de elipse e uma ldampada posta no foco
mais proximo. A luz da lampada é concentrada pelo espelho no outro
foco, de modo a ajustar o dispositivo para iluminar o ponto desejado.

Figura 8: Abajur com uma sombra eliptica e outro com uma sombra hiperbélica

Certas lampadas em um abajur, possuem uma abertura circular, e pro-
jetam na parede uma hipérbole e no teto uma elipse. Especialistas de
iluminagdo usam isso para construir lampadas e lanternas.
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5.3 Lancamentos de projéteis

Trajetorias de projéteis, sob a acdo da gravidade e sem o atrito de qual-
quer natureza, sdo parabolas.

Como na terra existe a resisténcia do ar, tais trajetérias sdo arcos de elipses.

Quase ndo percebemos a diferenca entre trajetdrias elipticas e paraboli-
cas, na andlise de um jato de 4gua de uma mangueira, cuja abertura estd
inclinada para cima. A balistica (estuda as trajetérias de projéteis) usa
este fato para determinar o local da queda de um projétil.

5.4 Construc¢ao de avides

As extremidades das asas do avido britanico Spitfire, usado na II grande
Guerra, eram arcos de elipses. A escolha se devia a otimizagdo de espaco
para transportar mais munig¢des. O tipo de asa reduzia a resisténcia do
ar, com melhor performance para o avido em voo.

regiao de baixaaudibilidade

Figura 9: Avido com asas em formato eliptico e uma Aboboda eliptica

5.5 Sons emitidos em um foco

Sob uma abdboda eliptica, sons emitidos em um foco sdo melhor ouvi-
dos em pontos préximos ao outro foco, apesar de quase ndo se ouvir os
mesmos ha regido intermedidria entre os focos da elipse que serve de re-
feréncia para a construgdo da abéboda.
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5.6 Estudo de cdlculos renais

No campo da satde, existe um procedimento usado para eliminar célcu-
los renais, denominado litotripsia extracorpdrea.

No processo, como no esquema seguinte, ondas de choque criadas fora
do corpo do paciente passam pela pele e tecidos até encontrarem os cal-
culos mais densos, pulverizando-os.

O litotriptor possui um espelho eliptico que concentra os raios emitidos
em um certo ponto com grande preciséo.

Figura 10: Equipamento para tratar cdlculos renais

Ver: http:/ /parquedaciencia.blogspot.com.br/2013/04/ conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html

5.7 Arquitetura

Um famoso monumento arquitetdonico da Roma antiga foi o Coliseu. A
planta baixa tinha a forma eliptica, com eixo maior tinha 188m e o menor
156m.

A cobertura mével, a altura de 85m, era sustentada por um sistema de
tirantes, adicionada em caso de chuva para proteger seus 40.000 especta-
dores.
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Figura 11: O coliseu romano

5.8 Orbitas de planetas e de cometas; Meridianos e Paralelos

A 6rbita do cometa Halley ao redor do Sol ndo é circular mas eliptica,
com o Sol em um foco, sem considerar o deslocamento do sistema solar.
Kepler (1571-1630) desenvolveu esta teoria. Para o planeta Terra, os semi-
eixos sdo a = 1.53493F9 km e b = 1.53454F9 km. Pela excentricidade da
Orbita, a curva quase é uma circunferéncia. O eixo maior tem o periélio
(janeiro) e o afélio (julho), indicando as distancias minima e méxima da
Terra ao Sol.

Meridiano de

Greenwich

Figura 12: Orbitas planetérias elipticas, meridianos e a linha do equador

No globo terrestre, a linha do equador se aproxima de uma circunferéncia
(elipse degenerada) e cada meridiano tem a forma similar a de uma elipse.

-55-



o

Conicas: Historico e Aplicagdes no dia a dia - Leticia C. Milani e Ulysses Sodré

6 Aplica¢Oes da circunferéncia

No cotidiano, muitas vezes nos deparamos com véarios objetos e nem per-
cebemos que estes objetos sdo construidos com formatos de circunferén-
cias.

6.1 Utensilios nas cozinhas

A circunferéncia estd em nossas cozinhas, como por exemplo, nas pane-
las: permitindo um aquecimento uniforme da comida.

Figura 13: Panela, boca de fogdo, prato, copo e tigela com base circular

A maioria dos utensilios na cozinha de uma casa possui base circular.

Se as panelas tivessem quinas isto impossibilitaria um aquecimento uni-
forme podendo aquecer mais uma area do que outra.

O fogdo possui bocas circulares, para melhor distribuir o calor para as
panelas. Botdes de acendimento sdo circulares.

6.2 Materiais para midias eletrénicas

Em nossas casas identificamos aplicagdes da circunferéncia, como CD e
DVD.
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6.3 Objetos nos banheiros

No Banheiro existem chuveiros, ralos e banheiras com base circular:

e |

\ &4

Figura 14: Chuveiro, ralo de banheiro e DVD com base circular com base circular

-

6.4 Vidros de perfumes, Ferramentas de mecanica e Reldgios

Vidros de perfumes e de vasos possuem bases circulares. Também exis-
tem circunferéncias na rodas, nas engrenagens, polias e nos volantes de
carros: Um exemplo comum em nosso cotidiano é o relégio com base cir-

Figura 15: Roda, volante de carro e Rel6gio com base circular

cular. Os ponteiros sdo como raios de circunferéncias concéntricas que
fecham o ciclo a cada 12 horas, a cada 60 minutos e a cada 60 segundos.

http:/ /www.mat.uel.br/geometrica/ acessado em 10/08/13, 15:00 h.
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7 Aplicacoes da Hipérbole

7.1 A hipérbole na arquitetura e na Engenharia Civil

As hipérboles também sado usadas na arquitetura como se observa na cate-
dral de Brasilia e no Planetario do St. Louis Science Center (USA).

Figura 16: Catedral de Brasilia, Planetario do St. Louis Science Center (USA) e Usina
nuclear construida em forma de hiperboléide

O hiperboléide de revolucdo de uma hipérbole em torno de um eixo fi-
xado é usado para construir torres de refrigeracdo de usinas nucleares.
Isso se deve ao fato de que o hiperboldide é uma superficie duplamente
regrada, ou seja, para cada um dos seus pontos existem duas retas distin-
tas que se interceptam na superficie. Assim, as torres podem ser construi-
das com vigas de aco retas, permitindo assim a minimizagdo dos ventos
transversais e mantendo a integridade estrutural com um minimo uso de
materiais de construcao.

Ver: Avila, G. A Hipérbole e os telescopios. Revista do Professor de Mate-
maética, n. 34, p. 22-27, SBM, Sao Paulo, 1997.

7.2 Navegacio Aerea e Maritima LORAN

Um importante uso das hipérboles é no sistema de localizagdo em nave-
gacdo LORAN (Navegacdo de Longa Distancia), que permite a um nave-
gante de um navio ou avido obter a sua posi¢do sem confiar em marcos
visivelis.
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O sistema LORAN usa hipérboles com um dos focos em comum, onde es-
tdo os radares emitindo sinais. Cada dois radares produz uma hipérbole
com a posi¢do do navio ou avido, e a sua posi¢do exata é o ponto onde
as trés hipérboles interceptam-se. A posicdo é obtida pela intersecdo dos
graficos das hipérboles.

T, Mi.iil_t'nn‘

. NN
- ; -
- .\ - " .
~ _ . Radidsonde -
.

Figura 17: Visdo geométrica de hipérboles em um mapa e Esta¢des de radio situadas em
posi¢des Fi, Fy, F3 emitem sinais recebidos pelo navegante situado na posicdo P.

A técnica foi usada na Il grande Guerra, para detectar barcos japoneses.
Basta a diferenca entre os instantes que os sinais foram recebidos para
determinar que o navio estd em algum ponto P da hipérbole (ver figura
seguinte), usando para isso o conceito de lugar geométrico que define a
hipérbole.

Ver mais informacdes nas péginas: http:/ /www.sato.prof.ufu.br/Conicas/nodel8.html
e http:/ /parquedaciencia.blogspot.com.br/ Acessado: 14/08/2013.
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Resumo

Apresentamos a construcao do conjunto de Cantor dos tercos médios, algumas de suas propri-
edades e computamos a sua dimensao de contagem de caixas. Mostramos também a medida de
Hausdorff e, por fim, o mapa do padeiro.

Palavras-chave: conjunto de Cantor; fractal; dimensao de contagem de caixas.

INTRODUCAO

Uma exposi¢ao sobre o conjunto de Cantor dos tergos médios pode ser encontrada em [1]. Apresen-
tamos abaixo as suas principais propriedades.

A construgao do conjunto de Cantor dos tercos médios, denotado por K, é feita de modo indutivo.
Considere o intervalo [0, 1]. A primeira etapa do processo consiste em retirar o seu ter¢o médio aberto:
(1/3,2/3), restando os intervalos [0,1/3] e [2/3,1]. Na segunda etapa retira-se o tergo médio dos
intervalos que restaram na primeira etapa, e assim se procede indefinidamente.

Comecamos pelas suas propriedades topoldgicas.

Compacidade: Se I, I, ..., I,, ... sao os intervalos abertos retirados, entao F = R — UI,, é um
conjunto fechado (pois seu complementar é aberto), o que faz de K = [0, 1] NF um conjunto compacto.
Desconexo: Apds a n-ésima etapa da contrucao de K sobraram apenas intervalos de comprimento
1/3". Logo, qualquer intervalo J C [0,1] de comprimento ¢ serd mutilado em alguma etapa m da
construgao. Basta tomar m tal que 1/3™ < ¢. Segue entdo que K é totalmente desconexo, ou seja, nao
contém intervalos.

Todos os pontos sao pontos de acumulagao: Seja E o conjunto dos pontos que sao extremos dos
intervalos retirados durante a construgao do conjunto de Cantor. Se (¢, b) é algum intervalo retirado de
[0, 1] para construir K na n-ésima etapa, entao restou um certo intervalo [a,, ¢|. Nas etapas seguintes,
restarao tergos finais de intervalos do tipo [b,, |, cujo comprimento tende a zero quando o nimero de
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etapas vai para infinito. Portanto lim b, = ¢. Vemos entdao que todos os ponto de E sao pontos de
acumulagao. Se ¢ € K nao é extremo de algum intervalo, entao ele é interior a algum intervalo [z, y,]
que restou ap6s a n-ésima etapa de construgao. Como lim (y, —x,) = 0, segue que lim z,, = lim y, = c.
Isto prova que todos os pontos do conjunto de Cantor sao pontos de acumulacao.

Note que %L € K nao é um extremo de qualquer dos intervalos retirados, porque os extremos destes

a
3n)
a seguir, equivale ao axioma do supremo e ao principio de Dedekind, de que toda sequéncia mondétona

sao todos pontos da forma % para algum a € N. O Teorema dos intervalos encaixantes, que enunciamos

limitada de niimeros reais converge.

Teorema 1. Dada uma sequéncia decrescente Ay D Ay D ... D A,... de conjuntos compactos nao
vazios, existe pelo menos um niumero real que pertence a todos os A,.

ENUMERABILIDADE E MEDIDA

O conjunto de Cantor é nao-enumeravel. Seja {xi, xa,..., Zn,...} C K um conjunto enumeravel.
Com centro num ponto de K, tomemos um intervalo compacto nao degenerado I; de tal forma que
x1 ¢ I;. Como qualquer ponto do conjunto de Cantor é ponto de acumulagao, segue que [; N K é um
conjunto infinito e compacto. Agora, com centro num ponto de K interior a [;, tomemos um outro
intervalo compacto nao degenerado I, C I tal que x5 ¢ I5. Seguindo esta construcdo, criamos uma
sequéncia decrescente Iy D I D ... D I,... de conjunto compactos nao-vazios, tais que a intersecao
{z1, -+ ,x,} N I, é vazia. Pelo Teorema 1, existe um nimero ¢ que pertence a todos os I,,. Tomando
cada I,, de forma que seu comprimento seja menor que 1/n, e escolhendo, para cada n € N um nimero
yn € I, NK, temos |y, — c¢| < 1/n e entao lim y, = ¢. Como K é fechado, segue que ¢ € K, e como
c€l,, Yn €N, c+# x,. Vemos entao que, para qualquer conjunto enumeravel contido em K, é possivel
encontrar um ponto em K que nao pertence a ele. Logo o conjunto de Cantor é ndo enumeravel. (Repare
que o argumento tem certa semelhanca com a prova da nao-enumerabilidade dos reais pela diagonal de
Cantor.)

Expandir um nimero x € [0, 1] na base 3 (expansao ternaria) significa escrevé-lo na forma 0.z,25...,
onde cada z; pertence ao conjunto {0, 1,2}, de tal forma que
T

xr = — (1)

ieN 3

(Trocando-se 3 por 2 na expressao acima, temos uma expansao de x na base 2).

Para os niimeros no intervalo [0, 1], sua representacao na base 3 terd a forma 0.z1x2x3....

Considere a expansao ternaria de um nimero arbitrério x € [0, 1]. Na primeira etapa da construgao
do Conjunto de Cantor, retiramos o aberto (1/3,2/3), que continha todos os nimeros = para os quais
x1 = 1. Na segunda etapa, retira-se de [0,1/3] o aberto (1/9,2/9), e de [2/3, 1] o aberto (7/9,8/9), que
sao precisamente todos os nimeros para os quais zo = 1. De forma geral, na n-ésima etapa retira-se
todos os nimeros do intervalo [0, 1] cuja representagdo na base 3 tem z,, = 1. Entdao o Conjunto de
Cantor contém todos os pontos de [0, 1] cuja representacao na base 3 nao contém o digito 1, exceto
aqueles que tém o 1 como tultimo algarismo significativo. Notando que 0,1 = 0,02222..., podemos
substituir o digito 1 pela sequéncia 02222.... Assim, podemos dizer que K é o conjunto dos pontos do
intervalo [0, 1] que possuem uma representagao na base 3 que nao contém o digito 1, sem excegoes.

-64 -



METRICA DE HAMMING

Sejam A um conjunto finito, ou alfabeto, e u, v € A. Seja d a aplicacao definida a seguir:

1,se u #wv
0,se u =0

i) = {

chamada métrica discreta em A.
Considere dois pontos z,y € AY. A Métrica de Hamming p é dada por

play) = 3 Wonin) )
neN
Podemos mostrar que p satisfaz a todas as condigoes de uma métrica.
e p(x,z) = 0: Em qualquer termo do somatério, o numerador é do tipo d(z,, x,) = 0.
o x#y=p(x,y) >0: se x #y, entdo pelo menos um termo do somatdrio é maior que zero.
o p(z,y) = ply, )

e (Desigualdade Triangular) p(x,y) + p(y,2) > p(x,z): A demonstracao esta apresentada logo
abaixo.

Provaremos que, para qualquer natural n, d(x,,2,) < d(x,,yn) + d(Yn, z,). De fato, temos trés
possibilidades:

(1) zp=yn =20 = d(Tn, 2n) = d(Tp,Yn) + d(Yn, 2,) =0

(2) Dois valores iguais. Primeiro, se x, # Yy, = z,, entao d(x,,z,) = 1 = d(Tn,Yn) + d(Yn, 2n)-
Segundo, se T, = Y, # 2z, entdo d(x,, z,) = 1 = d(zp, yn) + d(Yn, 2,). Por fim, se x,, = z, # y,, entao
d(xp, 2n) =0 <2 =d(xn,Yn) + d(Yn, 2n).

(3) Se os trés valores sao diferentes entre si, entao d(z,, z,) = 1 < d(zp, Yn) + d(Yn, 2n) = 2.
Vemos entao que a aplicagao p definida em (2) satisfaz a todas as condigoes de uma métrica. Note
que a métrica p nao depende do alfabeto, no qual utilizamos a métrica discreta.

HOMEOMORFISMO ENTRE O CONJUNTO DE CANTOR E O INTERVALO [0, 1]

Denotamos por p; a métrica de Hamming em {0, 1} e por p, a métrica de Hamming em {0, 2},

Todo nimero no interavlo [0, 1] tem uma representacao na base 2 da forma 0, x;xexs..., onde cada
z; € {0,1}. Considere a aplicagao ® : {0,1}N — {0, 2}, dada por:

[®(x)]; = 2 (3)

Esta aplicacao transforma cada ponto de [0, 1] em um ponto de K e é claramente injetora.
Seja agora W : {0,2}N — {0, 1} dada por:

[W(y): = éyi (4)
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Observe que ¥ = &', ou seja, ¥(K) C [0,1].

Considerando dois alfabetos A e B, usando a métrica de Hamming em A" e em BY, faz sentido
estudar a continuidade de aplicacoes entre tais espacos. Seja f : AN — BY uma aplicacao, dizemos que
f é continua em zy € AN se dado € > 0 arbitrario, existe § > 0, que s6 depende de ¢, tal que

pr(x,m0) <0 = pa(f (), f(w0)) <€ (5)

Com isto, ® e ¥ sao imersoes isométricas de um conjunto em outro. De fato, tomando § = €
mostramos que essas duas aplicacoes sao continuas em todo o seus respectivos dominios. ¢ é uma
aplicacao continua e bijetora que transforma [0,1] em K, com inversa ¥ também continua. Dizemos
entao que [0, 1] e K sdo homeomorfos.

DIMENSAO DE CONTAGEM DE CAIXAS

Em R"™ considere cubos de aresta ¢ > 0 (para n = 1, os cubos sdo intervalos, para n = 2 sao
quadrados, e assim por diante). A seguinte defini¢ao ¢ extraida de [2].

Definicao 1. Seja A C U, U um aberto limitado, um subconjunto do espaco R™. Considere uma
cobertura de U por cubos de aresta €. Seja Na(€) o nimero de cubos desta cobertura que intersectam
A. A dimensao de contagem de caixas de A € dada pelo sequinte limite, se existir,

L ToglNa)
Do(4) = iy log (¢)

(6)

O numero de cubos necessario para cobrir o conjunto cresce, em funcao de £, com uma poténcia
igual a — Dy, isto é, N(g) ~ Ce=Po,

Para calcular a dimensao de contagem de caixas de K, notamos primeiro que na n-ésima etapa
de sua construgao existem 2" intervalos, cada um de comprimento (1/3)". Considere uma sequéncia
numérica &, = (1/3)". Tem-se que lim, ,,, €, =0e

log[N(e)] . log (2") log 2

Dy(K) =lim ————-+~= =1 =
o(K) 250 log (¢) " v log (37) log 3

~ 0.63. (7)

Conjuntos cuja dimensao de contagem de caixas ndo é um nimero inteiro (mas é maior que zero) sao
chamados de fractais, por alguns autores. Tais conjuntos podem apresentar uma caracteristica chamada
auto-similaridade, o que significa grosso modo que cada parte repete o todo, apds uma transformacao
de escala. Considerando o conjunto de Cantor, expandindo um intervalo que restou apds a n-ésima
etapa de sua construgao por um fator de 3", o resultado é um intervalo com o mesmo comprimento que
o intervalo original [0,1]. Além disso, na (n + 1)-ésima etapa, a construcao atua em cada um dos 2"
intervalos da mesma forma que na primeira etapa atuou no intervalo [0, 1].

A construgao do conjunto de Cantor dos tercos médios pode parecer artificial, apropriada para
o célculo da dimensao de contagem de caixas, mas de fato serve de modelo para situacoes bastante
frequentes nos fractais obtidos como conjuntos invariantes sob aplicagdes f de um intervalo sobre si
mesmo.

Entretanto, a dimensao de contagem de caixas nao é sempre apropriada para dar uma indicagao
sobre os conjuntos fractais. Considere o conjunto A = {1,1/2,...,1/n,---}. Observe que se 0 < € < %7
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ekeN, k>2 étal que
1 1
— > >
k(k—1) ~k(k+1)
entao um intervalo aberto U de diametro menor que e pode cobrir no maximo um dos pontos
{1, %, e ,%}, pois ﬁ — % = (k—+)k > ¢e. Portanto pelo menos k£ conjuntos de diametro € sao ne-

cessarios para cobrir A, donde N(e) > k e dai

log Na(€) S log k
logl/e ~logk(k+1)

Por outro lado, (k + 1) intervalos de comprimento € cobrem [0, 1/k], restando k — 1 pontos de A que
podem ser cobertos por outros k — 1 intervalos. Portanto N(e) < 2k, o que justifica a desigualdade a
esquerda:
log(2k) - log Na(€) - log k
loghk(k—1) = logl/e ~ logk(k+1)"

Tomando o limite quando k — oo, concluimos que Dy(A) = %

Sendo A um conjunto enumerével, o fato de Dy(A) = 1/2 # 0 é uma estimativa muito generosa.

DIMENSAO DE HAUSDORFF

Nesta secao definimos a dimensao de Hausdorff, que em muitos casos é equivalente a dimensao de
contagem de caixas, mas que da zero para conjuntos enumeraveis. Sua defini¢ao leva a calculos pouco
praticos, quando nao se pode usar o limite que define a dimensao de contagem de caixas.

Seja X um espaco métrico compacto. Dado um conjunto compacto U num espaco métrico, o seu
diametro é definido como segue:

diam(U) = max d(z,y)

z,yelU
Considere agora partigoes finitas {S;} de X, de tal forma que X C J; S; e, para cada 1,
0 < diam(S;) :==¢; <.
Seja a quantidade
I'Y(6) == inf » &f 8
w(0) = Inf S (8)

em que o infimo é tomado sobre todas as partigoes com diametro menor ou igual a §. A medida de
Hausdorff de dimensao d é definida por

I (X) = T (9) )

—0

Proposicao 1: Se X tem medida de Hausdorff finita em uma dimensao Dy, entao X tem medida de
Hausdorff nula para dimensoes d > Dy e medida de Hausdorff infinita para d < Dy. Chamamos Dy
de dimensao de Hausdorff de X.
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Demonstragao. Dado € > 0, existe uma partigao {S;} tal que

0§Z€?H<F§H(X)+e<oo.

Assim,
d>Dyp = Zs? = Zs?_DHezDH < §4-bu ZEZ-DH,

o que da
lim Y ¢4=0 |,
i

para toda particao com diametro menor que 4.
Se Dy > 0, podemos tomar d < Dy e deduzir que

lim Y /=00
6—0 “—
7

para toda particao com diametro menor que 9. ]

A medida de Haudorff é uma medida exterior, no sentido de que a uniao dos elementos das particoes
{S;}, que sdo compactos, contém o conjunto X.

Mostraremos agora uma relacao entre a dimensao de Hausdorff e a dimensao de contagem de caixas.
Seja X um compacto contido num espaco cartesiano N-dimensional. Particionamos X em cubos de
aresta €, de modo que se representarmos os cubos por S;, entao diam(S;) = ¢; = £v/N, implicando que

Za? = N(s)edN%,

onde N(e) é o nimero de cubos da particdo. Perceba que, dessa vez, ndo tomamos o infimo sobre as
particoes.
Sabemos que N(g) ~ e P onde Dy é a dimensdo de contagem de caixas. Logo,

Zs? = N(£)e? Nt ~ e D NE .= T5(5) |

em que § = eNz.
Se tomarmos o limite de f?{(é) com 6 — 0,

lim T3, (5) = Ty (X) =

6—0

0, se d > D
00, se d < Dy

Como nao tomamos o infimo sobre as partigoes, resulta que

T%(X) > T%(X) = Dy > Dy. (10)
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O MAPA DO PADEIRO

Esta aplicacao foi introduzido em Sistemas Dinamicos como um modelo para o estudo de atratores.
E definido como uma transformagao do quadrado unitério sobre si mesmo, ¢ : [0,1]? — [0, 1]*> dada por

(2.9) A,  sey <«
P1lT, Y) =
' (1—=X)+ X, sey>a

(5

sey <«

902(x7y) = { _;
5 sey >

‘< o

onde f=1—0a,0<a, s, s <1, e A, + A < 1. Tomando um ponto inicial (zg,yo) € [0, 1] x [0, 1],
temos uma 6rbita gerada pela recorréncia (., yn) = ©(Tn_1, Yn_1)-
A acao do mapa do padeiro sobre o quadrado unitario pode ser visualizada na figura abaixo, retirada

de [2]:

Y @ y| ®

o

.

\V/

!
u

Figura 1: A¢ao do mapa do padeiro

Em primeiro lugar, a largura da parte do quadrado abaixo da reta y = a é reduzida por um fator
A, enquanto a parte acima da mesma reta é reduzida por um fator de \,. Em seguida, cada uma das
partes é esticada até que tenham altura 1 (a parte inferior tem a altura aumentada por um fator de
1/« e parte superior por um fator de 1/5), e, por fim, a parte superior é transladada de forma que seu
vértice inferior direito coincida com o ponto x = 1. Se aplicarmos a transformacao mais uma vez, cada
uma das faixas sombreadas na Figura (d) sofre uma deformagao semelhante a deformagao do quadrado
unitario na primeira aplicagdo do mapa (veja a Figura , também retirada de [2]):
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L+ ;a (1 =X) (1 —;\é) 1
Figura 2: Segunda iteragao do mapa do padeiro

Se permitirmos que o nimero de iteracoes do mapa do padeiro va para infinito, as faixas sombreadas
tenderao a um conjunto limite, chamado atrator, que recebe esse nome porque quase toda condigao
inicial tomada em [0, 1] x [0, 1] convergird para pontos desse conjunto.

Calculemos a dimensao de contagem de caixas para o atrator, e posteriormente sua dimensao de
Hausdorff. Seja A a area do atrator. O numero de quadrados de tamanho e necessarios para cobri-lo
serd A/e% mas

Lh
g2 g2 g2

b

em que L é o comprimento da intersecao do atrator com o eixo z e h é a altura do quadrado unitario

(h=1). Assim,

log(L /&2 log(L log(1 ~
Dy = limM = lim og(L/e) + og(1/¢) =1+ Dy, (11)

20 Tog(1/2) =0 |log(1/2)  log(1/2)

onde DAO ¢ a dimensao de contagem de caixas da interse¢ao do atrator com o eixo x.

Para calcular 150, utilizaremos a propriedade de auto-similaridade do atrator: se tomarmos, na
Figura , a por¢ao do quadrado contido no intervalo [0, A\,] e aumentarmos a sua largura por um fator
de \;!, a Figura (d) é reproduzida. O mesmo acontece se tomarmos a porgao contida em [1 — M\, 1] e
aumentarmos a sua largura por um fator de )\b_l.

Se N (¢) é o ntmero de intervalos de tamanho € necessérios para cobrir a interse¢ao do atrator com o
cixo z, N, () é ntimero de intervalos necessarios para cobrir a por¢io [0,A,] do mesmo e Ny(£) a porgao
[1— Ny, 1], entao

N(g) = Ny(e) + Ny(e).
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Mas, de acordo com a nossa discussdo sobre a auto-similaridade do atrator, Nu(g) = N(g/Xo) e
Ny(e) = N(g/N). Como N(e) ~ Ke Do,

5 e\ ™ e\ A B
Ke ™ =K (—) +K (A—) = A+ A =1. (12)
b

Temos entdao uma equagao para Dy em fungao dos parametros A\, e \p. Se A, = A, = 1/3, entao
a interse¢ao do atrator com o eixo z é o conjunto de Cantor dos tergos médios, como ¢é facil verificar.

Nesse caso lA)O = }2%, o que da para a dimensao do atrator
log 2

Do=1+ 22
log 3

Finalmente, vamos calcular a dimensao de Hausdorff para o mesmo atrator. A relacao obtida em
(11) continua valida para Dy, pelo mesmo motivo, ou seja,

Dy =1+Dy . (13)

A medida de Hausdorff de todo o atrator, I'4(5), é a soma da medida da porciao contida em [0,),],
I'%,.(8) com a medida de porgao contida em [1 — Xy, Xp], ['%,(6):

[7(8) = T1(8) + T (6)
Usando novamente a propriedade de auto-similaridade, concluimos que
P7a(0) = e T5(6/Aa) e T (6) = XiT5(6/X)

Como I'%(8), com § — 0, tende a zero para d > lA)H e tende a infinito para d < ﬁH, podemos
escrever

4 (5) ~ Kod=Dn |

quando 0 é suficientemente pequeno. Entao

5 d—Dp 5 d—Dpr R
T%(8) = M T9(6/ M) + N T9(6/ M) = MK (A—) + MK (T) = Ko Pn
a b
— 1= AP 4 \Dr

e, portanto, neste caso,

DOZDH.
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Resumo

George Cantor foi o matemético responsavel por precisar conceitos até entao tratados de ma-
neira intuitiva pela comunidade cientifica. Entre estes conceitos, estao o de conjuntos finitos e
infinitos. Dentre aqueles que sao infinitos, Cantor estabeleceu um critério para classificar e orga-
nizar os conjuntos baseados em quao vasto seu infinito é. A ideia central empenhada por Cantor
foi sistematizar a vastidao de um conjunto através do uso de bijegoes.

Motivados por este pequeno histérico do problema, o propoésito deste trabalho é apresentar a
base da classificagao dos conjuntos apresentadas por Cantor: os conjuntos finitos e infinitos. Além
disso, nos preocuparemos com o primeiro tipo de infinito, o enumerével, representado por Cantor

pela letra Ry. Também apresentaremos neste trabalho exemplos e consequéncias das definigoes.

Resultados e Discussao

1 Conjuntos e Funcgoes

1.1 Conjuntos

Definigao 1.1. Sejam A e B conjuntos:

(a) Se x é um elemento de A, dizemos que = pertence a A e denotaremos por:

reA

TEste trabalho contou com o apoio financeiro do programa PET, vinculado ao Ministério da Educacéo.
¥ Aluno do curso de graduagio em Matematica, modalidade bacharelado.
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(b) Analogamente, se x nao ¢ um elemento de A, dizemos que x nao pertence a A:
x¢ A

(c) Se todos os elementos de A pertencem a B, entdo A é um subconjunto de B e dizemos que

A esté contido em B:
ACB

Observe que A e B podem ser o mesmo conjunto, ou seja, todo conjunto esta contido nele proprio.

(d) Dizemos que A é um subconjunto proprio de B se A estd contido em B e se existe pelo

menos um elemento de B que nao pertenga a A:
AcCB

Definigao 1.2. Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais se A esta contido em B e vise-versa.
Em simbolos:
A=B & ACBe BCA

Podemos definir um conjunto C' qualquer citando seus elementos, ou ainda especificando uma
propriedade que o define. Se P é uma propriedade a qual elementos de um conjunto S satisfaz,

entao definimos C' como

{zxeS: P}
Isto significa que o conjunto C é definido pelos elementos = de S tal que P é verdade.

Conjuntos especiais (usaremos o simbolo “ := 7 para denotar como o conjunto sera definido):
1. Conjunto dos naturais: N:={1, 2, 3, 4,...}
2. Conjunto dos inteiros: Z := {..., =2, =1, 0, 1, 2, ...}
3. Conjunto dos racionais: Q :={a/b : a,b€ Z e b # 0}

4. Conjunto dos reais: R

1.2 Operacgoes com Conjuntos

Definigao 1.3. Consideremos os conjuntos A e B,
(a) A unido de A e B é dada por:

AUB:={z:z€ Aouzx € B}
(b) A intersecgao de A e B é dada por:

ANB:={z:x€ Aex € B}
(¢) O complemento de B em relagao a A é dado por:

A\B:={zx:x€Aex ¢ B}
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Definicao 1.4. O conjunto que nao possui elemento algum é chamado de conjunto vazio repre-
sentado por (). Se A e B nao possuem em comum, entdo sao chamados de conjuntos disjuntos
além disso, temos

ANB=19

Teorema 1.5. (Leis de DeMorgan) Se A, B, C sdo conjuntos, entdo:
(a) A\(BUC) = (A\B) N (A\C)
(b) A\(BNC) = (A\B) U (A\C)

Demonstragao:

(a) Tomemos x € A\(BUC). Segue que x € Aex ¢ (BUC). Sex ¢ (BUC), entdo = ¢ B
ex ¢ C. Temos que x € A e x ¢ B e, além disso, x € A e ¢ C, ou seja x € (A\B) e
x € (A\C), o que mostra que z € (A\B) N (A\C).

Agora, tomemos = € (A\B) N (A\C). Segue que x € (A\B) e x € (A\C), istoéz € A e
x ¢ Bex¢C. Sendo assim, temos z € A e x ¢ (BUC), ouseja, z € A\(BUC).

Portanto, concluimos que A\(BUC) = (A\B) N (A\C).
(b) Tomemos z € A\(BNC). Segue que z € Aex ¢ (BNC). Sex ¢ (BNC), entdo x ¢ B ou

x ¢ C. Deste modo, temosz € Aex ¢ Boux € Aex ¢ C,istoéx € (A\B) ouz € (A\C),
o que mostra que z € (A\B) U (A\C).

Agora, tomemos x € (A\B) U (A\C). Segue que, z € (A\B) ou z € (A\C). Temos que,
r€Aexg¢Boux ¢C. Sex ¢ Boux ¢ C,entdoax ¢ (BNC). Sendo assim, x € A e
x ¢ (BNC(C), ouseja, x € A\(BNC).

Portanto, concluimos que A\(BNC) = (A\B) U (A\C).
c.q.d.

Definicao 1.6. Consideremos uma colegdo finita de conjuntos {A;, As, ..., A, } (a) Dizemos que
unido deles é o conjunto A que é formado por todos os elementos de pelo menos um dos conjuntos

Aj. Em simbolos:

UAk ={z:x € Ay, para algum k <n e k,n € N}
k=1

(b) Dizemos que a intersecgao deles é o conjunto A que é formado pelos elementos que perten-

cem a todos os conjuntos Ay.

mAk::{x:zeAk, para todo k <n e k,n € N}
k=1

Obs: Esta definigao pode ser estendida para uma colecao infinita de conjuntos.
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1.3 Produto Cartesiano e Fungoes
Antes de falarmos sobre funcao, primeiro definiremos um produto cartesiano.

Definigao 1.7. Se A e B s@o conjuntos nao-vazios, entdo o produto cartesiano A X B é o

conjunto de todos os pares ordenados (a,b) tal que a € Aeb € B.
Ax B:={(a,b):a€ Aebe B}

Observe que o conjunto A x B e um conjunto cujos elementos sdo pontos de coordenadas (a, b).
Uma vez que produto cartesiano esta definido, definiremos agora funcao.

Defini¢ao 1.8. Sejam A e B conjuntos. Uma fungao f de A para B (f : A — B) é um conjunto
f dos pares ordenados de A x B tal que para todo a € A existe somente um b € B com (a,b) € f.

Perceba que f é um subconjunto de A x B.

Chama-se dominio de f o conjunto A, denotado por D(f) = A. O contradominio de f é o
conjunto B, denotado por CD(f) = B. A imagem de f, denotado por Im(f), sdo elementos de

B que foram associados a elementos de D(f).Em simbolos:

y € Im(f) & Fx € Dom(f) tal que (z,y) € f

Note que Im(f) € CD(f).

Geralmente, se (a,b) é elemento de f, entdo escrevemos
fla)=b ou arbd

Isto é, b é o valor que f assume em a, ou ainda, diremos que b é a imagem de a em f.

1.4 Imagem direta e Imagem inversa
Consideremos uma fungao f: A - B

Defini¢ao 1.9. Se E C A, dizemos que a imagem direta de F ¢é o subconjunto f(F) de B dado
por:
f(E)={f(x):x€E},istoé ye f(E)eJaxecE: flx)y=y

Seja H C B, dizemos que a imagem inversa de H é o subconjunto f~!(H) de A dado por:
fHH) ={z: f(z) € H},istoé z € f1(H) & f(z) € H.

1.5 Tipos especiais de funcao

Definigao 1.10. Seja f : A — B uma fun¢ao, entao diremos que:

(a) A fungao f é injetora se para quaisquer que sejam x1,z2 € A, temos que

Ty # v3 = f(21) # f(22)

. O que é equivalente a f(z1) = f(z2) = 1 = z2.
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(b) A funcédo f ¢é sobrejetora se para todo y € CD(f), existir z € D(f) tal que y = f(x).

(c) Se a fungao f for simultaneamente injetora e sobrejetora, entdo dizemos que f é bijetora.

1.6 Funcao inversa

Sabe-se que sendo f é uma funcao de A para B, entdo f é um subconjunto do pares ordenados
(a,b) de A x B. S6 que, se pegarmos g, obtida de f, como sendo subconjunto dos pares (b, a)
de B x A nem sempre g é uma func¢do. Pois poderiamos ter elementos do dominio da g que nao
possuem imagem em A, ou ainda, ter um elemento do dominio da g que esta sendo associado a

mais de um elemento do contradominio.

Definigao 1.11. Seja f : A — B uma funcao bijetora, entdao
g:={(b,a) € Bx A:(a,b) € [}

¢ uma funcdo g de B para A que é chamada de fungio inversa de f e é denotada por f~!
= g. Uma vez que f ¢ bijetora temos que f~! também é, e ainda devemos perceber as relacoes
entre os dominios e contradominios da f e da f~!. Note que D(f) = Im(f~') = CD(f™!) e que

D(f~1) = Im(f) = CD(f).

1.7 Composicao de Funcao

Segue agora uma definigao para a obtencao de uma nova funcao fazendo a interacao de duas

funcoes compativeis. Esta fungao é chamada de fungao composta. Formalmente temos:
Definigao 1.12. Se f : A —> Beg: B— C, com Im(f) C D(g), entdo a fungdo composta
go f éafuncao go f: A — C, definida por:

(go f)(z) :==g(f(z)) Vx € A.

Teorema 1.13. Sejam as fungoes f: A — B eg: B — C e considere H C C, nestas condigdes:

(go f)~'(H) = f (g~ (H))

Demonstragao: Tomemos x € (gof) 1 (H). Segue da defini¢io de imagem inversa que (gof)(x) €
H. Sabemos que (g o f)(z) = g(f(x)), entdo g(f(z)) € H. Usando a definigdo de imagem
inversa novamente, temos que f(z) € g~ !(H). Analogamente temos que x € f~1(g71(H)).
Reciprocamente, seja x € f~1(g7*(H)), entdo f(x) € g~'(H). Assim, temos que g(f(r)) € H,
isto ¢, (go f)(x) € H. O que implica que = € (go f)~1(H).

c.q.d.

1.8 Restricao

Definiremos agora uma operacao, chamada restrigao, que nos permite obter uma fungao a

partir de outro dada.

Definigao 1.14. Seja f : A — B uma fungdo e A; C A , entdo definimos a fungéo f; : Ay — B

Ccomao:
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fi(z) == f(z) V x € A;.
A funcdo fi é chamada de restrigdo de f para A;.

A restri¢do é muito importante quando tratamos de fungoes inversas. Uma vez que se uma

funcao nao é bijetora, entao através de restrigoes esta fungao possui inversa.

2 Inducao Mateméatica

A inducao matematica ¢ uma ferramenta muito utilizada para mostrar a veracidade de uma

proposicao sobre os ntimeros naturais.

2.1 Principio da Boa Ordenagao

O Principio da Boa Ordenagao nos diz que todo subconjunto nao-vazio dos ntimeros na-
turais possui um elemento minimo. Ou seja, se S C N e S # (J, entao existe m € S tal que m < k
para todo k € S.

Teorema 2.1. (Principio da Indugdo Matemdtica)
Seja S um subconjunto de N tal que:
(a) 1€ S;
(b) para todo k €N, se k € S, entao (k+1) € S.
Nestas condigdes, S = N.

Demonstragao: Suponha por absurdo que S # N. Segue que o conjunto N\ S # (. Sendo assim,
pelo Principio da Boa Ordenagao, existe m € N\S tal que m < k para todo k € N\S. Isto ¢, m é
elemento minimo de N\S. Por hipétese, 1 € S e sabemos que 1 € N. Como m € N\S e 1 ¢ N\S,
entdo m # 1, o que implica que m > 1. Uma vezquem—1 € Nem—1 < m, temos que m—1 € S,
pois se m — 1 ¢ S terfamos m — 1 € N\'S' e m néo seria elemento minimo. Dito isto, aplicamos a
hipotese (b), que nos diz quese k=m—1¢€ S, entdo k+1=(m—1)+1=m € S. Um absurdo,

pois quando m € N\ S, temos m € N e m ¢ S. Portanto, concluimos que S =N
c.q.d

O Principio de Indugao é geralmente usado pra mostrar que certas proposigoes referentes aos
nimeros naturais sao validas. Dito isto, podemos reformular o principio com relacdo a essas

proposicoes.

Teorema 2.2. (Principio de Indu¢cdo Matemdtica - Reformulagdo)
Seja n € N e P(n) uma proposi¢ao referente a n. Se:
(a’') P(1) é verdade, e
(t') para todo k € N, se P(k) € verdade, entio P(k+ 1) é verdade

entido P(n) € verdade para todo n € N.

Vejamos a equivaléncia entre este principio e o citado em 2.2. Para isto, chamamos de S o

conjunto formado pelos naturais tais que P(n) é verdade, ou seja, S := {n € N: P(n) é verdade}.
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Sendo S definido desta forma, temos que (a) equivale a (a'), assim como (b) equivale a (b).
Concluindo-se P(n) ser verdade para todo n € N é o mesmo que concluir que S = N.
Em alguns casos, teremos proposi¢oes que sao verdadeiras a partir de um certo nimero natural.

Enunciaremos agora a 2% versao do principio de indugao.

Teorema 2.3. (Principio de Indugdao Matemdtica - 2° versdo)
Seja ng € N e P(n) uma proposi¢io referente aos naturais n > ng. Se:
(a) P(ng) € verdade, e
(b) para todo k > ng, se P(k) é verdade, entao P(k + 1) ¢ verdade

entio P(n) € verdade para todo n > ny.

Demonstragao: Seja A o conjunto definido pelos n € N tal que n > ng e P(n) é falso. Como
queremos mostrar que P(n) é verdade para todo n natural, mostremos por absurdo que A = {.
Suponha que A # (). Pelo Principio da Boa Ordenagao, existe m € A tal que m < k para todo
k € A. Ou seja m é elemento minimo de A. Como m € A ¢é elemento minimo e ng ¢ A, pois
P(ng) é verdade (por hipotese), temos que m > ng, e consequentemente m — 1 > ng. Uma vez
que m—1<m, m—1¢ A, caso contrario m — 1 seria elemento minimo. Sendo assim , P(m — 1)
é verdade. Agora, por (b), como P(m — 1) é verdade, entdo P((m — 1) + 1) = P(m) é verdade.
Concluindo assim que m ¢ A, o que é um absurdo, pois m é elemento minimo de A. Portanto

mostramos que A = (). Concluimo entdao que P(n) é verdade para todo n € N com n > ny.
c.q.d.

Teorema 2.4. (Principio Forte de Indugdo)
Seja S um subconjunto de N tal que
(a")1€S;
") para to k €N, se {1, 2,3, ..., k} CS, entao k+1€ S.
Nestas condicoes S = N.

Observemos a equivaléncia com o Principio de Indugao de 2.2. De fato, as primeiras condigoes
sdo equivalentes. Vejamos agora a segunda condigdo. Supondo que k € S, temos que se m < k
com m € N entdo m € S. Ou seja, m =1, 2, 3, ..., k. Sendo assim, {1, 2, 3, ..., k} C S. Dai,

mostramos que k + 1 € S e, portanto, concluimo que S = N.

3 Conjuntos Finitos e Infinitos

Definicao 3.1. Consideremos um conjunto S

(a) O conjunto vazio é dito que ndo possui elementos.

(b) Seja n € N. Dizemos que S possui n elementos se ha uma bijecdo de N,, em S, onde
N, ={1, 2, .., n}.

(¢) O conjunto S é finito se ele for vazio ou se possui n elementos, para algum n € N.

(d) O conjunto S ¢é infinito se ele nao for finito.

Teorema 3.2. Sejam m,n € N, m > n. Entao nao existe uma inje¢ao de N,, em N, .
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Demonstragao: Mostraremos por indugao em n.

Assim, sejan = 1 e m > 1. E facil observar que f : N,, — N; é ndo injetora, pois f(1) =
f2)=..=f(m)=1

Agora, suponha 1 < k < m e além disso que g : N,,, = N é ndo injetora. Mostremos que se
k+1 < m, entao h : N,, = Ny é nao injetora.

Caso 1: Se h(N,,) € N C Ni1, a hipotese de indugao implica que h é nédo injetora de N,,
em Ny, e portanto nao é em Ny .

Caso 2: Suponha h(N,,) ndo contido em Ny. Entao, se existem ¢; € N,,, com ¢ = 1,..., n, tais
que h(c;) = k+ 1, entdo h ndo é uma injegdo. Por isso, suponha que somente um p € N, é tal
que h(p) = k+ 1. Seja hy : N1 — Ny, definida por:

h(q) = h(q) seq=1,..,p—1
= h(g+1) segq=p,..,m—1

Uma vez que K+ 1 <m & k <m — 1, temos que a hipotese de indugao implica que h; nao é

injetora. E consequentemente h também nao é injetora.
c.q.d
Lema 3.1. Se f: A— B eg: B — C sao bijegoes, entdo go f : A — C € uma bije¢ao.

Demonstragao: Devemos mostrar que g o f é sobrejetora e injetora.

Tomemos ¢ € C. Como g é sobrejetora, existe b € B tal que g(b) = ¢. Como f é sobrejetora,
se b € B, entao existe a € A tal que f(a) =b. Logo, go f = g(f(a)) = ¢, o que mostra que go f é
sobrejetora.

Agora, sejam p,q € Dom(g o f) e suponha go f(p) = go f(q). Segue que g(f(p)) = g(f(q)),
como g injetora, temos que f(p) = f(q). E como f & injetora, entdo p = q. Logo, g o f & injetora.

c.q.d.
Lema 3.2. Se f: A — B € bijetora, entio f~1(f(A)) = A e f(f~1(B)) = B.

Demonstragao: Seja © € f~(f(A)), entdo f(z) € f(A). Ou seja, existe zg € A tal que
f(z) = f(zg). E como f é injetora, segue que x = xy. Agora seja x € A, assim f(z) € f(A), e
consequentemente z € f~1(f(A)). Logo f~(f(4)) = A.

Agora, tomemos y € f(f 1(B)). Segue que existe x € f~1(B) tal que f~!(y) = x. Deste
modo, f~(y) € f~1(B), o que implica em y € B. Reciprocamente, se y € B, temos que
I~ (y) € f~Y(B), e consequentemente y € f(f~!(B)). Logo f(f~(B)) = B.

c.q.d.
Lema 3.3. : Se f: A — B ¢ uma bijecdo, entio g = f~': B — A também é.

Demonstragao: Sejam y;,y2 € B, como f é sobrejetora, existe x1,z9 € A tais que f(z1) = 1
e f(z2) = y2. Assim, suponha g(y1) = g(y2), o que equivale a f~(y1) = f~(y2). Isto &,
Y f(z1)) = f~1(f(22)), o que implica em z; = 5. Logo, f~! ¢ injetora.

Agora, mostremos que f~! é sobrejetora. Assim, tome x € A. Como f é funcdo, existe y € B

tal que f(z) =y. Logo, = = f~(y) = g(y), o que mostra que f~* é sobrejetora.
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c.q.d.

Teorema 3.3. (Teorema da Unicidade) Se S é um conjunto finito ndo vazio, entdo o nimero

de elementos n € N € inico.

Demonstragao: Sejam f; : S — N,,, e fo : S — N,, bijegoes. Vejamos agora os seguintes casos:
Caso 1: Suponha m > n. Pelo Lema 3.1 e 3.3, temos que f5 0 ffl : N,, = N,, é uma bijegao,
porém isto contraria o Teorema 3.1.
Caso 2: Suponha n > m. Pelo Lema 3.1 e 3.3, temos que f; o fg_1 : N,, = N,,, é uma bijegao,
porém isto também contraria o Teorema 3.1.

Logo, concluimos que m = n.
c.q.d.
Teorema 3.4. Seja n € N. Entdo nao existe uma injegio de N em N,

Demonstragao: Suponha que f: N — N,, é injetora, e seja m =n + 1.
Como N,,, C N, podemos fazer uma restricao de f como sendo f; : N,, — N,,, que também é

injetora. Porém, isto contrario o Teorema 3.1. Portanto, nao existe uma injecao de N em N,,.
c.q.d.

Teorema 3.5. : O conjunto N dos numeros naturais € infinito.

Demonstragao: Suponha N finito. Entao existe n € N tal que f : N,, — N é bijetora. Assim,
pelo Lema 3.3, f~'N — N,, também é bijetora, ou seja, injetora e sobrejetora. O que contraria o

teorema, anterior.
c.q.d.

Teorema 3.6. (a) Se A é um conjunto com m elementos e B um conjunto com n elementos e,
além disso, AN B =10, entao AU B tem m + n elementos.

(b) Se A é um conjunto com m elementos e C um subconjunto unitdrio de A, entdo A\C possui
m — 1 elementos.

(c) Se C' é um conjunto infinito e B um conjunto finito, entao C\B € infinito.
Demonstragao:
(a) Sejam f: A— N, e g: B— N, bijegdes. Mostremos que h: AU B — N,,1,, é uma bijegao,
onde h é definida por:
f(@) seic€ A

h(Z){ gli)+m sei€B

Para mostrar que h é sobrejetora, vamos supor j € Ny, 1,

Caso 1: Se 1 < j <m, entdo j € N,,,. Como f é sobrejetora, existe a € A tal que f(a) = j.
Observe que h(a) = f(a) = j.

Caso 2: Sem<j<m+n<0<j—m<n,entao j —m € N,,. E como g é sobrejetora,
existe b € B tal que g(b) = j — m.
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Assim, h(b) = g(b) + m = (j — m) +m = j. E portanto h é sobrejetora.

Agora, vamos mostrar que h é injetora. Sejam iy,is € Dom(h) e suponhamos h(i1) = h(iz).

Desta suposigao, seguem os seguintes casos.
Caso 1: f(i1) = f(i2), e como f é injetora, temos que i; = is.

Caso 2: f(i1) = g(i2) + m. Observe que f(i1) € N,, e g(i2) + m ¢ N,,,. Deste modo temos

que este caso néo ocorre.
Caso 3: g(i1) + m = f(iz). Caso analogo ao anterior.
Caso 4: g(i1) + m = g(i2) + m < g(i1) = g(i2), e como g é injetora, temos que i1 = is.
Portanto, h é injetora. O que h é bijetora.

(b) Por hipotese, o conjunto A possui m elementos, e C C A possui 1 elemento. Seja x a
quantidade de elementos de A\C.
Note que (A\C)UC = A, e além disso, (A\C)NC = @. Assim, por (a), quando (A\C)NC = 0,
o namero de elementos de (A\C)UC é x4+ 1. Mas (A\C)UC = A, entdo v + 1 =m o que
implica que z = m — 1. Portanto a quantidade de elementos de A\C' é m — 1.

(c) Vejamos os seguintes casos:
Caso 1: Se B =), entao C\B = C, que é infinito;
Caso 2: Se CNB =0 e B#{, entdo C\B = C, que é infinito;
Caso 3: Se CNB # (e B CC. Observe que (C\B)UB =C e (C\B) N B = {). Assim,

suponha que (C\B) é finito, entdo possui m elementos. Seja B com n elementos. Como
(C\B)N B = 0, por (a), temos que (C\B) U B possui m + n elementos, um absurdo pois
(C\B) U B = C ¢ infinito. Logo C\ B ¢ infinito

Caso 4: Se CN B # () e B nao contido em C. Seja C N B = B’. Note que B’ C C. Assim,
pelo caso anterior, C'\ B’ é infinito, e consequentemente C'\ B também é.

c.q.d.

Teorema 3.7. Sejam S e T conjuntos e T C S':
(a) Se S € um conjunto finito, entdo T € finito;

(b) Se T é um conjunto infinito, entao S € infinito.
Demonstragao:
(a) Se T =0, entao T ¢é finito. Por isso, suponha T # ) e seja n a quantidade de elementos de S.
Se n =1, entdo o tnico subconjunto 1" nao vazio de S é o proprio S. Logo, T é finito.

Agora, suponha que todo subconjunto de um conjunto com & elementos é finito. Mostraremos
que todo subconjunto de um conjunto S com k + 1 elementos é finito. Se S possui k& + 1
elementos, existe uma bijegao f : Ny4q — S. Por hipotese, T' C S. Note que se f(k+1) € T,
entdo o conjunto 7' coincide com o conjunto S, que é finito. Assim, se f(k+ 1) ¢ T, entdo

T ¢é subconjunto de S; = S\ f(k + 1) que possui k elementos. Logo, T ¢ finito.
(b) Uma vez que sao proposigoes equivalentes, a proposicao (b) fica provado por (a).

c.q.d.

-83-



3.1 Conjuntos Contaveis

Definicao 3.8. Seja S um conjunto, entao:

(a) Dizemos que S é enumeravel ( ou infinito contével ) se existe uma bijegdo de N em S
(b) O conjunto S é dito contavel se ele for finito ou enumeravel,

(c) Se S nao for contavel, entdo ele é nao-contavel.

Teorema 3.9. O conjunto N x N é enumerdvel.

Demonstragao: Devemos mostrar que existe uma bijecao de N x N em N. Primeiramente

observemos o seguinte esquema.

Pela figura acima podemos definir uma funcéo ¥ que nos de a quantidade total de pontos até
a k-ésima diagonal.

w(k):1+2+...+k:§(k+1)

E facil mostrar que (k) < ¥(k + 1), para qualquer que seja k € N, isto é 1 é crescente. E
ainda temos que

(k) =k —1)+k

Note ainda que o ponto (m,n) pertence a k-ésima diagonal quando k = m +n — 1. Além disso
m é o m-ésimo ponto da diagonal. Agora precisamos definir uma fungao que associa a cada par
ordenado a um numero natural. Isto significa que precisamos de uma maneira para contar cada
par ordenado. Deste modo, para contarmos o ponto (m,n), nos primeiro achamos a quantidade
de total de pontos até a diagonal k — 1 = m +n — 2, isto é ¥(k — 1), e em seguida somamos m.

Assim, temos a funcéo h : N x N — N definida por:
h(m,n) =¢Y(m+n—2)+m

Agora, para mostrarmos que N x N é enumerével, basta mostrar que h é bijetora.

Provemos que h é injetora. Assim, suponha (m,n) # (m’,n’). Entdo m+n # m/+n’ (diagonais
distintas) ou m +n = m’ +n’ com m # m’ (mesma diagonal). Seguem os seguintes casos:

Caso 1: Sem+n # m' +n' entao m+n < m' +n' ou m+n > m +n'. Sem perda

de generalidade, suponha m +n < m’ + n’. Sabendo que 1 é crescente e usando o fato de
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P(k) =k —1)+k , temos:

h(m,n) =¢p(m+n—2)+m
<¢(m+n—2)+(m+n—1)
=p(m+n—1) <p(m' +n' —2)
<p(m’ +n' —2)+m’ =h(m',n)

Logo h(m,n) < h(m/,n’).
Caso 2: Se m+n = m' +n' com m # m’/, entdo pertencem a mesma diagonal k. Assim,

m4+n—1l=m'+n' -1 m+n—-2=m'+n" —2. Segue entdo:
Y(m+n—2)=yv(m +n —2)= h(m,n)—m=h(m',n)—m.

E como m # m/ temos que h(m,n) # h(m’,n’). Portanto, h é injetora.

Provemos que h é sobrejetora. E facil de ver que h(1,1) = 1. Assim, seja p € N com p > 2.
Devemos achar (m,,n,) € N de tal forma h(m,,n,) = p. Uma vez que p < ¢(p), temos que
E, ={k € N:p <(k)} & ndo vazio (pois p € E,). Pelo Principio da Boa Ordem, seja k, > 1
elemento minimo de E, (k, representa a diagonal que contém p). Como p > 2, segue que:

Yy —1)<p<tlky) & VYkp—1)<p<tYlhky—1)+ky, & 1<p—2(k,—1) <k,

Veja que k, = m, +n, — 1, pois (m,,n,) pertence a diagonal k,. Definamos:

mp '=p — w(l{;p — 1) tal que 1 S myp S kpa

nyp =k, —mp+1 talque 1<n, <k,
Veja que (my,np,) € N x N. Assim, no que segue, temos que
h(myp,np) = Y(my +nyp — 2) +myp = p((mp +np — 1) = 1) +my =Pk — 1) +my = p.

O que mostra que h é sobrejetora. E portanto, uma vez mostrado que h é uma bije¢ao, concluimos

que N x N é enumeréavel
c.q.d.

Teorema 3.10. Se A C N e A ¢ infinito, entdo existe ¢ : N — A tal que p(n+1) > p(n) > n

para todo n € N. Além disso, ¢ é uma bijecdo.

Demonstracgao: Definamos ¢ para todo n € N.

Uma vez que A é infinito, temos que A # (). Pelo Principio da Boa Ordem, definiremos ¢(1)
como elemento minimo de A. Entao, ¢(1) > 1. Como A ¢ infinito, o conjunto A; = A\{p(1)} ¢é
nao vazio. Definiremos ¢(2) como elemento minimo de A;. Segue que ¢(2) > ¢(1) > 1. Sendo
assim, p(2) > 2.

Agora, suponha que ¢ esteja definido para satisfazer p(n+1) > ¢(n) >ncomn=1,...,k—1.
Entao, ¢(k) > ¢k —1) > k — 1, ou seja, ¢(k) > k. Por A ser infinito, temos que Ay =
A\{¢(1),...,0(k)} € ndo vazio. Definiremos ¢(k 4+ 1) como elemento minimo de Ay. Entdo
ok +1) > p(k) > k, e consequentemente p(k+ 1) > k + 1.
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Portanto ¢ esté definido para todo n € N e satisfaz a desigualdade desejada.

Provemos que ¢ € injetora. Sejam m,n € N com m > n. Entao existe r € N tal que m = r+n.
Se r =1, entdo p(m) = p(1 +n) > p(n). Agora, suponha ¢(k+n) > ¢(n). Vamos mostrar que
©((k+1) +n) > ¢(n). De fato, observe que ¢((k+ 1) +n) = p((k+n) +1) > o(k+n) > p(n).
Sendo assim, ¢(m) > ¢(n) para qualquer que seja m > n. Logo, ¢ é injetora.

Provemos agora que ¢ é sobrejetora. Deste modo, suponha ¢ nao sobrejetora. Entao o conjunto
A = A\p(N) & nio vazio. Seja p elemento minimo de A e suponha p € {¢(1),...,¢(p)}. De fato,
se p & {©(1),...,0(k)}, entao p € A\{p(1),...,¢(p)} = Ap. E para que ¢(p + 1) seja elemento
minimo de A, teriamos ¢(p + 1) < p. Porém isto contraria o fato de ¢(p + 1) > ¢(p) > p. Logo,
o conjunto A = () e ¢ é sobrejetora.

Portanto, ¢ : N — A é bijetora.

Teorema 3.11. Se A C N, entao A € contdvel.

Demonstracao: Se A é finito, entdo A é contével. Assim, suponha A infinito. Pelo teorema

anterior segue que existe ¢ : N — A bijetora. Logo, A é enumerével e consequentemente contavel.
c.q.d.
Lema 3.4. Se vy : T — S € uma bijecao e S € contdvel, entdo T € contdvel.

Demonstragao: Analisemos os seguintes casos:

Caso 1: Se S for finito, entao existe ¥; : S — N,, bijetora para algum n € N. Observe que
101 : T — N, é uma bijecao (pelo Lema 3.1). Logo T é finito.

Caso 2: Se S for enumeravel, existe ¥y : S — N bijetora. Observe que 12 0% : T'— N é uma
bijegao (pelo Lema 3.1). Logo T é enumerével.

Portanto, pelos casos 1 e 2, temos que 1T é contavel.
c.q.d.
Lema 3.5. Se ¢ : S — T ¢ injetora e S; C S, entdao existe iy : S1 — ¥(S1) bijetora.

Demonstragao: Definiremos 11 por 11(s) = ¥(s). Mostremos que 11 é bijetora.

Sejam, p,q € S1 e suponha 1(p) = 1(g). Note que P1(p) = ¥(p) e ¥1(q) = ¥(q), temos
¥(p) = ¥ (q). Como ¢ & injetora, temos p = q. Logo, ¥ é injetora.

Agora, tome t € 1(S1). Segue que existe s € S tal que ¢(s) = t. Observe que 1 (s) = ¢¥(s) =
t. Logo, 11 é sobrejetora.

c.q.d.

Teorema 3.12. Sejam S eT conjuntos e T C S.
(a) Se S € contdvel, entao T é contdvel;

(b) Se T é nao contdvel, entdo S é nao contdvel.

Demonstragao:

-86 -



(a) Se S for finito, segue do Teorema 3.6 que T' também ¢ finito. Assim, suponha S enumeravel.
Entao existe um bijecao ¢ : S — N. Como ¥(S) C N, segue do Teorema 3.9 que 1(S)é
contavel. Note que ¥(T") é contavel, pois ¥(T') C ¥(S) C N. Aplicando o Lema 3.5, temos
que existe ¢ : T — (T') bijetora. Logo, aplicando o Lema 3.4 temos que T' é contéavel.

(b) Observe que esta proposi¢ao é equivalente a (a), assim fica provado que se T é ndo contéavel,

entao S também é nao contével.

Teorema 3.13. Sdo equivalentes as sequintes proposi¢oes:
(a) S é um conjunto contdvel
(b) Eziste uma sobrejegao de N em S

(c¢) Existe uma inje¢io de S em N
Demonstragao:

(a) = (b) Se S for finito, entao existe h : N, — S bijetora, para algum n € N. Assim, definiremos
H :N — S por:

h(n) sei>n

H(z):{ h(i) sei=1,...,n

Note que H é sobrejetora. De fato, seja s € S. Como h bijetora, existe i € N,, C N tal que
h(i) = s. Logo, H & sobrejetora.
Agora, se S for enumeravel, entdo existe uma bijecio de N em S. Ou seja, existe uma

sobrejecao.

(b) = (c¢) Seja H : N — S sobrejetora. Definiremos Hy : S — N como sendo H;(s) elemento
minimo do conjunto H~1(s) = {n € N: H(n) = s}. Mostremos que H; & injetora. Assim,
sejam s,t € S e suponha Hi(s) = Hy(t) = ng. Observe que quando ny € H1(s) temos

H(ng) = s, e quando ny € H1(t) temos H(ns) = t. Logo, s = t, ou seja, Hy é injetora.

(¢) = (a) Se Hy : S — N é uma injegao, pelo Lema 3.5 existe H; : S — H;(S) é uma bijetora.
Note que H;(S) é contével, pois H1(S) C N. Logo, pelo Lema 3.4, temos que S é contével.

c.q.d.

Teorema 3.14. Se A e B sdo conjuntos contdveis, entio A X B € contdvel.

Demonstragao: Se A e B sao contéaveis, pelo Teorema anterior existem f:N— Aeg: N— B

sobrejetora. Definiremos h: N x N — A x B por:

h(m,n) = (f(m),g(n)).

Note que h é sobrejetora. De fato, sejam a € A e b € B. Como f e g sdo sobrejegdes, segue
que existem m,n € N tais que f(m) = a e g(n) = b. Assim, observe que h(m,n) = (f(m),g(n)) =
(a,b), o que mostra que h é sobrejetora.

Sabemos que N x N ¢ contavel, entao existe h : N — N x N sobrejetora.

Deste modo, hoh : N — A x B é sobrejetora. Logo, A x B & contavel.
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c.q.d.
Teorema 3.15. Se A,,, é um conjunto contdvel para cadam € N, entao A =J;_, Ay, € contdvel.

Demonstragao: Seja ¢,, : N — A, sobrejetora (pelo Teorema 3.11) para cada m € N. Definire-
mos ¥ : N x N = A por ¢p(m,n) = om(n).
Mostremos que v é sobrejetora. De fato, se a € A, entao existe m € N tal que a € A,,. E como
©m € sobrejetora, existe n € N tal que a = ¢,,(n). Assim, »(m,n) = a. Logo, ¥ é sobrejetora.
Sabemos que NxN é contavel. Deste modo, pelo Teorema 3.11 existe f : N — Nx N sobrejetora.

Uma vez que ¢ o f : N — A é sobrejetora, concluimos que A = J~_; A, é contavel.
c.q.d.
Corolario 3.1. Se A; € contdvel para cada i € N,,, entdo A = U?:l A; € contdvel.

Demonstragdo: Seja A; = () para j > n. Notemos que A = [J]_; A; = Up; Ak. Assim, pelo

Teorema anterior temos que A é contéavel.
c.q.d.
Teorema 3.16. : O conjunto dos nimeros racionais Q € enumerdvel.

Demonstragao: Mostremos que QT é contavel. Sabemos que N x N é contével. Assim, existe
f : N = N x N sobrejetora (pelo Teorema 3.11). Definiremos g : N x N — Q* por g(m,n) = 2.
E facil de ver que g é sobrejetora. Assim go f : N — Q% ¢ sobrejetora. Logo, Q1 é contavel.
Segue de forma analoga que Q~ ¢é contavel. Deste modo, pelo Corolario 3.1, Q- U {0} UQT =Q

é contéavel.
c.q.d.

Teorema 3.17. (Teorema de Cantor) Se A é um conjunto qualquer, entdo ndo existe ¢ : A —

P(A) sobrejetora, onde P(A) é o conjunto das partes de A.

Demonstragao: Suponha ¢ : A — P(A) sobrejetora. Uma vez que ¢(a) C A, é facil de ver que
a pertence ou néo a p(a). Seja o conjunto D = {a € A:a ¢ ¢(a)}. Observe que D C A, temos
que D = p(ap) para algum ag € A. Assim, ap € D ou ag ¢ D.

Se ag € D, pela definicao de D, temos que ag ¢ p(ag). Mas D = p(ag), uma contradi¢do.

Se ag ¢ D, pela definigdo de D, temos que ag € ¢(ag). Mas D = ¢(ag), 0 que também é uma
contradicgao.

Logo, ¢ nao é sobrejetora.

c.q.d.
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Resumo:

Este trabalho apresenta uma experiéncia de ensino e de aprendizagem que foi inspirada no
desenvolvimento do conteido de Geometria na turma do 3° Ano A, do Ensino Médio, no
periodo matutino do Colégio Estadual José Alexandre Chiarelli, na cidade de Rolandia,
Estado do Parand. O Conteldo Estruturante abordado € Geometria, e os Contetdos Basicos
sdo Geometria Plana e Geometria Espacial. A estratégia utilizada foi a Investigacdo
Matematica e a utilizacdo de materiais manipulaveis, de modo a "dar voz aos alunos" durante
a aula para enriquecer o processo de ensino e de aprendizagem.

Palavras-chave: Geometria Espacial. Representacdes de solidos. Investigacdo Matematica e
Educacdo Matematica.

1. Introdugéo

Este trabalho apresenta uma atividade com geometria e a construcéo de representacgdes
de sélidos geométricos, com materiais de facil acesso e baixo custo, que foi desenvolvido na
sala de aula, com o intuito de que os alunos manipulassem e fizessem suas préprias

construcdes geométricas, direcionando a aprendizagem para a investigacdo da geometria.

~Figura

S

1: Estruturas feitas pelos alunos.
el bl .

Fonte: Autor

1. Objetivos
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Ampliar a visao espacial dos alunos por meio de constru¢ées manipulaveis;
. Construir, reconhecer e nomear os principais poliedros;

. Identificar os elementos dos poliedros: vértices, faces e arestas;

Utilizar a Relacdo de Euler na resolucao de problemas;
. Ampliar e aprofundar os conhecimentos de Geometria Plana e Geometria

Espacial

2. Metodologia

A atividade iniciou-se com a entrega de materiais: (canudos plasticos e bala de goma),
juntamente com uma proposta de atividades para os grupos, onde foram listados: a construcao
de estruturas geométricas e o reconhecimento das mesmas, ( figuras 1 e 2).

Figura 2: Construcdo da estrutura.

Fonte: Autor

3. Resultados

Possivelmente algumas das dificuldades que os alunos apresentam pode estar
associada a deficiéncia na interpretagdo das atividades, isto se deve as exigéncias do
imediatismo moderno. Muitos alunos ainda se perdem no tempo e no espago, pela pressa com
que vivem o que prejudica e retarda o seu amadurecimento. O que fazer entdo? Explorar a
interpretacdo, resgatar os pré-requisitos necessarios, oportuniza-los com novas praticas e parar
de culpar apenas o sistema. Foi possivel observar o envolvimento deles durante a investigacdo
das estruturas, a discussdao gerada nos grupos frente as construcdes, bem como o
reconhecimento das classificacdes das suas estruturas, como: piramides e prismas gerou um

resultado que ultrapassou as expectativas iniciais.
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4. Consideraces Finais

Com a realizacdo desse trabalho, foi possivel perceber que as duvidas a respeito dos
conteidos ndo foram mais as mesmas, 0 que 0 que causa ainda mais inquietacdo. Portanto
agora, € possivel perceber que a causa dessas duvidas terem mudado, se deva ao fato de que
os alunos tenham ampliado horizontes, referente ao assunto tratado, pois houve uma
compreensdo real por meio da manipulacdo dos materiais. E a reflexdo que inquieta é que
“para planejar aulas atrativas ¢ necessario ndo s6 conhecer defini¢des e estratégias elaboradas
por meio de muita leitura, mas acima de tudo, uma preocupacéo do professor com o aluno que

apresenta dificuldades, e que tem todo o direito de aprender.”
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Resumo:

O projeto esta voltado ao estudo da otimizacdo e gestdo de estoques em uma empresa
localizada no norte do Parand. A empresa estudada neste projeto apresenta necessidade de
melhorias na sua gestdo de estoque. Verifica-se no cenario atual uma necessidade de
localizagdo eficiente dos produtos dentro da inddstria além de um monitoramento e controle
da entrada e saida de insumos para a producdo. O objetivo do trabalho é realizar uma analise
do estoque, focada nas curvas ABC dos materiais para determinar, por exemplo, através do
Modelo de Lote Econémico de Compra (LEC) o tamanho do lote de compra e a periodicidade
gue minimizem os custos totais de estocagem. Alguns resultados serdo mostrados e discutidos
juntamente com objetivos futuros.

Palavras-chave: otimizacéo; gestdo de estoque; curvas ABC; Modelo LEC.

1. Introdugéo

Existe uma grande necessidade de se estocar materiais para a producao, porem estocar
materiais tem um custo, portanto, a falta de organizagdo pode resultar em um custo muito alto
para o produto final, e a ma gestdo do estoque pode gerar outros problemas na cadeia de

producdo. Entdo para evitar tais custos, esse trabalho tem por objetivo trazer uma solucéo
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inteligente e otimizada para os problemas do estoque da empresa, por meios de modelos

matematicos e simulagdes numéricas.

Dificuldades e problemas sdo comuns em qualquer meio empresarial, em geral dentro
de um estoque identificamos que sdo comuns problemas relacionados a controle e
organizacdo dos materiais. Os problemas de organizacdo, dimensionamento e niveis de
estoque tém papel importante dentro de uma industria, e na maioria dos casos estes problemas
sdo tratados somente pela parte de logistica. De acordo com Ching, 2010, o estoque tem que
ser eficiente, pois estd integrado na cadeia de producdo da empresa com uma funcdo de
grande importancia. Nosso foco sera a utilizacdo da Matematica para descrever a performance

de estoque e deixa-los na sua melhor forma organizacional, funcional e rentavel possivel.
Alguns dos principais problemas classicos que identificamos sdo:

A) Desorganizacéo e falta de controle.
e Dificuldade de acesso ao produto (espago/no¢éo)
e Atraso na producdo devido a demora em encontrar o produto no estoque
e AcUmulo de materiais inutilizados (lixos)
e AcUmulo de produtos prontos parados no estoque
B) Gestdo de estoque
e Discordancia entre estoque fisico e contabil
e Falta ou excesso de material no estoque
e Atraso no recebimento em relacdo ao fornecedor
e Incompatibilidade entre pedidos e demanda

A empresa estudada apresenta necessidade de uma melhor gestdo de seu estoque, um
dos principais problemas que possuem atualmente, é a discordancia entre o estoque fisico e

contabil.

2. Metodologia Matematica

A analise e classificacdo dos dados sobre o estoque sera realizada com base na curva
ABC, que é focada na importancia dos materiais, considerando suas quantidades e seus

valores, ordenando-os pelo grau de importancia para a empresa. Depois, durante a
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organizacdo do estoque, serdo usados principios de controle e politica de estoque, que
consistem em ordenar os aspectos que receberdo prioridade durante o armazenamento. J& para
a otimizacdo do estoque, serdo usadas algumas técnicas de modelagem matemaética: o ajuste
de curvas, que permite transformar problemas reais em equacfes matematicas; a metodologia
de multiplicadores de Lagrange, que usa derivadas para encontrar pontos de maximos e
minimos de funcgdes; problemas de programacao linear, que visam encontrar 0s maiores ou
menores valores dentro da funcdo considerando as equagdes que restringem o problema e o
objetivo da modelagem. A simulacdo numérica computacional serd feita por meio de
softwares livres conhecidos no meio matematico, sendo eles escolhidos conforme as
necessidades da simulagéo.

Inicialmente € preciso realizar uma analise do estoque, focada nas curvas ABC dos
materiais, para identificar quais sdo os itens mais relevantes no estoque, assim para trabalhar
com o Modelo LEC em cima desses itens. Neste trabalho abordamos com prioridade a curva

ABC e 0 modelo LEC para o estoque estudado.

2.1. Curva ABC

A andlise ABC é uma forma eficiente de entender o tamanho do investimento no
estoque. Ela basicamente classifica os materiais em 3 classes, classe A de maior importancia,
classe B e classe C de menor importancia, levando em consideracdo o valor monetario de
cada material. O valor monetério seria o pre¢o unitario do produto multiplicado pelo consumo
médio mensal, ou seja, quanto maior este valor, o item possui maior importancia dentro
daquele estoque. Suas classificacdes sdo feitas da seguinte forma:

e Classe A: 0% ~ 70%
e Classe B: 71% ~ 90%
e Classe C: 91% ~ 100%

As porcentagens sdo em relacdo ao valor monetério total somados de todos os itens.
Reforcando, os produtos de classe A possuem maiores prioridades de controles rigidos, ja que
se trata dos itens mais caros e com maiores rotatividades dentro do estoque. Como o estoque
possui uma quantidade muito grande de tipos de itens a priori em nosso estudo iremos levar
em consideracao os itens da classe A, ja que sdo mais importantes, e eventualmente aplicando

para os itens de classe B e C.
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2.2.  Modelo LEC

O Modelo do Lote Econdmico de Compra (LEC) é um modelo basico de controle de
estoque, permite determinar uma quantidade 6tima de pedido de compra para um item do
estoque, tendo em vista minimizar os custos totais de estocagem (por isso a denominacéo de
Lote Econdmico). Dentro desse modelo, utilizam-se abordagens gréficas e matematicas
(formulas) com variaveis do tipo custo de manter estoque, demanda do item, custo de pedir,
quantidade do pedido e custo total.

O modelo LEC considera os seguintes custos:

e Custos de manutencao:
Termo: (Q/2) * cm
Sdo os custos diretamente proporcionais a quantidade estocada. Incluem os
custos de armazenagem, propriamente dita, os custos de seguro, os custos de

transporte e manuseio, 0s custos de obsolescéncia, etc.

e Custo de pedido:
Termo: (D/Q) * cp
S80 0s custos inversamente proporcionais a quantidade estocada. Custo
associado ao trabalho de efetuar o pedido de determinado lote de produtos.
Engloba custos de mado de obra, de transporte de pedido, controle do
recebimento do produto, controle de qualidade do pedido recebido, entre

outros. No caso de itens fabricados sdo chamados de custos de preparacéo.

e Custos de aquisig&o:
Termo: D* P
Correspondem aos custos de compra de materiais que serdo estocados. Esses

custos independem do tamanho do lote.

O objetivo do modelo LEC é determinar o tamanho do lote de compra e a
periodicidade ou ponto do pedido, de forma a minimizar os custos totais de estocagem. A
funcéo objetivo pode ser expressa como:

min z = f(Q) = (Q/2) * cm + (D/Q) * cp + D* P

em que:
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Q: tamanho do Tote de compra.

D: demanda anual do produto.

P: Preco de compra unitaria.

Cm: Custo unitéario de manutencdo do estoque (anual)
Cp: Custo unitério do pedido

O comportamento do nivel de estoque ao longo do tempo no modelo do lote
econdmico de compra esta representado na Figura 2.1. Pode se dizer que este seria um

comportamento de movimentacao ideal para um item dentro do estoque.

Figura 2.1: Nivel de estoque de um item ao longo do tempo

3. Base de Dados e Resultados Preliminares

Os dados da empresa que contem histdricos de entradas e saidas de todos os tipos de
itens desde 2009 até agosto de 2016 sdo conhecidos. Essas tabelas possuem colunas que
informam: Nome do item; tipo do movimento (“E” se entrou, “S” se saiu); Data do
movimento; Quantidade (em unidade); Quantidade (em KG, positiva se entrou negativa se
saiu). Na tabela 5.1 segue um exemplo de um trecho de como ¢é esta tabela.
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Nome Movimento Data Qtd. Saldo KG

item A E 10/01/2011 200 22,8
item A S 24/09/2011 -300 -34,2
item B E 10/01/2011 734 88,08
item B E 31/03/2011 3352 402,24
Item C E 17/08/2011 1500 265,5
item C E 20/10/2011 300 531
item C S 30/08/2011 -692 -122,484
item C S 31/08/2011 -682 -120,714
item D E 14/01/2011 400 12
item D S 05/01/2011 -60 -1,8

Tabela 5.1: Exemplo de um trecho do dado fornecido

Sabemos que os precos dos materiais sdo referentes a cada Quilograma do material
entdo basta agora identificarmos os pregos por quilo de cada material para a classificacdo dos
materiais pela curva ABC.

A partir dos historicos de entradas e saidas é possivel extrair diversas informacdes, por
exemplo: numero total de tipos de itens, quais itens possuem maiores frequéncias de entradas
e saidas, quais itens possuem maiores demandas em quesito quantidade, quais itens possuem
maiores demandas em quesito quilogramas. E também construir graficos que representam as
movimentacOes de cada item.

Entdo construimos algumas listas para identificar quais sdo os itens com maiores
demandas. A partir desses dados construimos graficos que representam a movimentacao desse
item nos ultimos anos para observar se o item possui frequéncias de rotatividade estavel, se €
periddica, como é o tipo de movimentacdo do material, suas quantidades maximas de lote de
compra e se é gerenciado de forma eficiente. Seguem alguns exemplos de gréaficos

construidos:

180001
16000
14000
12000
10000

8000

6000

4000

2000

3/10/2011

Figura 5.1: Gréfico do item A
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Na Figura 5.1 vemos um exemplo de grafico cujo resultado e satisfatorio, pois nao

possui grandes picos e flutuacdes e aparentemente as movimentagoes sdo periodicas.

.....

‘‘‘‘‘‘

Figura 5.2: Gréfico do item B

Ja na Figura 5.2 podemos observar que existe uma certa flutuacdo no periodo entre
maio de 2014 a outubro de 2015, isso mostra que durante esse periodo uma certa quantidade
de materiais esteve parada no estoque e mesmo com itens ainda estocados continuou entrando
mais materiais acrescentando desnecessariamente. O que deixa evidente a possibilidade na

melhoria da gestdo do estoque.

N R A A

Figura 5.3: Gréfico do item C
Também existem casos de itens com graficos como na Figura 5.3, podemos observar
que os itens sdo comprados e ja utilizados logo em seguida, fazendo com que os itens fiquem

menos tempo parado no estoque, o que é bom.
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4. Consideragdes Finais

Analisando os gréaficos concluimos que de fato a maioria dos itens ndo possuem
frequéncias periddicas, ou seja, aparentemente as movimentacOes sdo aleatorias e dificeis de
serem previstas, e que existe uma possibilidade de melhoria na sua gestdo por meio das
metodologias estudadas. A quantidade e tipos de itens no estoque séo grandes e variadas,
porem tendo os valores de demanda e o custo por quilo de cada item, é possivel classificar
utilizando a curva ABC, tendo classificados quais os produtos mais importantes, e tendo
coletados todos os dados necessarios para a funcdo objetivo do modelo LEC podemos
identificar as variaveis que irdo otimizar o tamanho do lote para cada item e minimizar os
custos gerados dentro do estoque. Assim os graficos de movimentagdes dos itens que agora

sdo praticamente aleatdrias poderdo se aproximar para um modelo ideal citado neste trabalho.
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Resumo:

Este artigo tem por objetivo analisar as falas de estudantes recém-formados do curso de
Matematica, na habilitacdo de Bacharelado ou Licenciatura, com relacdo as suas impressdes
sobre o que eles aprenderam de matematica durante a graduacdo. Foram realizadas entrevistas
e, a partir de uma andlise dos audios, pudemos fazer algumas inferéncias sobre a no¢do dos
estudantes a respeito de matematica e as relagcdes que estabelecem entre a Educacéo Bésica e
0 Ensino Superior.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Educacdo Matematica Realistica; Matematica;
Matematizacao.

1. Introducao

Um dos itens do planejamento anual do PET* Matematica UEL é a participacio em
eventos com a apresentacdo de trabalho. Essa caracteristica do PET e o interesse pessoal por
Educacdo Matematica levaram a primeira autora deste texto buscar investigar o que recém-
formados do curso de Matematica, tanto na habilitacio de Bacharelado, quanto na de
Licenciatura, pensam a respeito do que aprenderam sobre matematica no periodo na
graduacdo. Apresentaremos neste resumo expandido o referencial teérico utilizado, seguido

dos procedimentos metodoldgicos, dos resultados e das nossas consideracgdes finais.
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4 Programa de Educacéao Tutorial.
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A Educacio Matematica Realistica (RME)® é uma abordagem de ensino de
Matemética que se originou na Holanda ao final da década de 60 em contrapartida as
abordagens de educacionais existentes.

Hans Freudenthal, precursor da RME, acredita que a matematica é uma atividade
humana e ndo é um conjunto de conhecimentos prontos que deve ser transmitido do professor
para o aluno, ou seja, matemética é uma acdo. Além disso, ela deve ser fundamental na
constituicdo da humanidade do individuo e relevante para a sociedade na qual ele estd
inserido (SILVA, 2015).

Esta acdo de “fazer matematica” ¢ chamada de matematizacdo. De acordo com
Treffers e Goffree (1985, p. 109), matematizar ¢ “uma atividade de organizacao e estruturagao
pela qual se recorre a conhecimentos e habilidades adquiridos para descobrir regularidades,

conex0es e estruturas ainda desconhecidas”.

Sdo atividades requeridas pela matematizagdo: ¢ identificar as especificidades
matematicas no contexto geral; * esquematizar; ¢ formular e visualizar o problema;  descobrir
relagdes e regularidades; * reconhecer similaridades em diferentes problemas; ¢ representar
uma relacdo em uma formula; « provar regularidades; ¢ refinar e ajustar modelos; * combinar e

integrar modelos; ¢ generalizar (DE LANGE, 1999).

3. Procedimentos Metodoldgicos

Esta pesquisa tem carater qualitativo, cujos dados foram coletados por meio de contato
direto com os recem-formados em Matematica, utilizando o recurso de audio. Durante 0 més
de outubro, entrevistamos estudantes do programa de POs-Graduacdo em Matematica
Aplicada e Computacional (PGMAC) do Departamento de Matematica da Universidade
Estadual de Londrina fazendo a seguinte pergunta: “O que vocé aprendeu de matematica
durante seu curso de graduag@o?”. As respostas foram gravadas em 4udio e transcritas para

posteriormente serem analisadas.

4. Resultados e Discussao

Para discussao, elaboramos um quadro contendo o significado dado a matematica e as
relacbes entre matemética da Educacdo Basica e do Ensino Superior apontadas pelos

estudantes.

5 Sigla para o termo em inglés Realistic Mathematics Education.
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Impressdes de egressos do curso de matematica a respeito de matematica

Quadro 1T —Inferéncias a partir das falas dos estudantes.

Alunos

O que é matematica

Relac0es entre a Matematica da
Educacéo Basica e do Ensino Superior

Conjunto de conteudos formais
que tém aplicacoes.

A do Ensino Superior é mais
“avancada” e possui mais aplicagdes que
a Educacdo Basica, além de explicar o
que estd por trds da matematica da
Educacéo Basica.

E uma linguagem; um meio para
que o cidadédo se torne critico e
rigoroso com informagbes do
seu dia-a-dia, das ciéncias e da
propria matematica.

A da Educacdo Bésica consiste em
somente  aplicar  contetdos  em
exercicios e problemas e da do Ensino
Superior ensina-o a ser critico com as
informacdes.

E um meio para que o cidadio se
torne critico e rigoroso com
informacdes do seu dia-a-dia.

A do Ensino Superior o tornou mais
maduro e critico, além de ser mais
abrangente que a da Educacao Baésica.

E uma ferramenta para resolver
problemas.

A da Educacdo Baésica é pura aplicacdo
de valores em foérmulas e ndo se
questiona de onde vieram e porque
servem. Tais questionamentos s&o
ensinados no Ensino Superior, além de
novos contedos.

E um meio para que o cidad3o se
torne critico e rigoroso com
informagdes do seu dia-a-dia.

A da Educacdo Basica era pura
memorizagdo e a do Ensino Superior
envolve o raciocinio, organizacdo de
ideias e interpretacdo de resultados.

Possui diversos sentidos, mas,
em todos eles, ela estd sempre
relacionada a alguma realidade.

Na do Ensino Superior estdo presentes
as estruturas formais da matematica, que
mostram como funciona o que aprendeu
na Educacdo Baésica.

Fonte: os autores.
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RESUMO
Este trabalho trata de forma introdutéria do problema de particoes de inteiros positivos e das
fungoes geradoras, entendidas como séries formais de poténcias numa variavel. Aprentamos uma de
suas aplicagoes com um teorema.
Palavras-chave: Particoes; fungoes geradoras; combinatoria.

INTRODUCAO
Nosso trabalho visa mostrar parte dos conteudos estudados na iniciagao cientifica, sobre Particoes de
Inteiros positivos. Utilizamos as referéncias [1, 2].

Este problema tem implicagoes bastante profundas em combinatéria, ou problemas enumerativos
em geometria, como na determinacao do niimero de solugoes inteiras nao-negativas de equagodes como

{E1+l‘2+$3+l’4+1‘5:7.

PARTICOES DE INTEIROS POSITIVOS

Dado um ntumero natural n, pergunta-se de quantas formas ele pode ser escrito como soma de niimeros
naturais. Abaixo listamos as possibilidades para n = 4,5 e 6:

4 ) 6

3+1 4+1 5+1
242 3+2 442
24+1+1 3+1+1 4+1+1
1+1+1+1  242+1 3+3

24+1+1+1 3+2+1

14+14+14+14+1 34+141+1
24-24-2
2+2+1+1
24+1+1+1+1
1+1+1+1+14+1

Uma particao de um nimero natural n é uma forma de escrevé-lo como soma de numeros naturais.
A fim de nao contar uma particao duas vezes, convenciona-se escrever a soma com os termos em ordem
nao-crescente. Nos exemplos, quando se escreve 5 = 3+ 1 + 1 tem-se que 3, 1 e 1 sao as partes em
que 5 se decompos. Uma questao natural é sobre quantas particoes hé para cada natural n. Isto define
a fungao p(n): o nidmero de particoes de um nimero natural n. Evidentemente, p(n) é uma fungao
estritamente crescente. Dos exemplos acima vemos que p(4) =5, p(5) =7 e p(6) = 11.

-110-



Destes exemplos vemos que o crescimento de p(n) é irregular. Os valores p(20) = 627 e p(100) =
190569292 mostram ainda que p(n) cresce muito rapido. Isto sugere a questao sobre se existe uma
férmula que permite calcular p(n) para qualquer n, mas nio a trataremos neste espaco.

FUNCOES GERADORAS

Associada a fungao p(n), definimos a funcao geradora pela sére formal:

oo o 1
;p(n)l’” = ]Hl T

Observe que os coeficientes de ™ no membro direito sao exatamente iguais ao nimero de decomposicoes
possiveis de n como soma de nimeros naturais.

Podemos considerar outras fungoes geradoras, que permitem contar particoes com determinada
caracteristica. A funcao geradora acima responde a questdao sobre quantas particoes existem para
cada n. Entretanto através de manipulagao algébrica podemos obter diversas funcoes geradoras com
caracteristicas distintas como, por exemplo, a da quantidade de particoes de n com apenas partes pares,
dada por (HJ = 562]) A fungao geradora com parti¢coes com apenas partes impares é anédloga.

Algumas dessas caracteristicas das particoes de n se relacionam de maneira surpreendentes.

Teorema 1 (Teorema de Euler). O numero de parti¢ées de n em partes distintas € igual ao nimero
de particoes de n em partes impares.

A demonstracao deste fato pode ser obtida construindo-se uma correspondéncia 1-1 entre os con-
juntos I de particoes impares e D de particoes em partes distintas.

Outra forma de se fazer esta demostragao é utilizando as fungoes geradoras, uma vez que a fungao
geradora de particoes com apenas partes impares de n é dada por

" 1
=
k=1

e a de particoes de n em partes distintas é
[Ja+a% .
k=1

O seguinte argumento, baseado em manipulagoes algébricas, demonstra o teorema:

st 1+x 1—x = (1 — 2%k 1—22)(1 —2%)(1—2%) ...
,H H ) 171! ) )( )( )

Pl l—xk _kzl (1—aF)  (1—2)(1—22)(1 —a3)(1 —az)...
1 — 1 - T 1
S0 -1 — 7). :HW:IH“”):IHW

Pode-se atribuir a Euler os primeiros estudos sobre parti¢oes dos niimeros naturais. O Teorema dos
Numeros Pentagonais é outro exemplo de aplicacao desta teoria.
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Microsoft MATHEMATICS

Para alunos e educadores
Prof. Dr. Ulysses Sodré
Bruno Beloni Damas
Eduardo Lima
Cleyton Vinicios Mendonca Lima

Objetivo: O Microsoft Mathematics oferece uma calculadora grafica capaz de
plotar em 2D e 3D, solug¢des passo a passo de equacoes e ferramentas Uteis para
ajudar alunos em estudos de matematica e ciéncias. O grande ponto do programa é
capacidade de mostrar solugdes passo a passo dos mais variados problemas de
matemadtica, o que também conta com uma interface bem interativa e simples, mas
com um alto grau de desenvolvimento e gratuito. O objetivo do trabalho é levar
essa ferramenta para o dia a dia do aluno e do professor.

Publico alvo: alunos e docentes de ciéncias exatas, pois o programa tem grandes
recursos para facilitar o estudo de ambos, o que também favorece no entendimento
de determinados assuntos e a praticidade de determinados calculos.

1. O programa Microsoft MATHEMATICS
2. O espaco de trabalho do Microsoft

3. Procedéncia de operadores
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1. O programa Microsoft MATHEMATICS

Mathematics deve ser lido como maete-meetiks, de acordo com: An English-Reader’s
Dictionary (Brazilian Edition for Yazigi Schools). London. Oxford University Press.
1969. Esta pronuncia é similar a das palavras: sedes aegypti (edes egipti).

O Microsoft MATHEMATICS fornece um conjunto de ferramentas matematicas que
ajudam os estudantes a fazer os deveres escolares de forma rapida e facil.

Com o Microsoft Mathematics, os estudantes podem aprender a resolver equacdes
passo a passo, ao mesmo tempo em que obtém uma melhor compreensao dos
conceitos fundamentais de pré-algebra, algebra, trigonometria, fisica, quimica e
calculo.

O Microsoft MATHEMATICS inclui uma calculadora grafica completa projetada para
funcionar como uma calculadora de mao. Ferramentas matematicas adicionais
ajudam a avaliar tridngulos, converter de um sistema de unidades para outro e
resolver sistemas de equacgdes.

O Microsoft MATHEMATICS pode ajuda-lo em muitas tarefas, incluindo:

e calcular valores de fun¢des como raizes e logaritmos.

e resolver equacdes e inequacgoes.

¢ resolver triangulos.

e converter medidas de uma unidade em outra.

e calcular valores de funcGes trigonométricas, como seno, cosseno tangente.

» efetuar operagGes com matrizes e vetores como inversas e produtos cruzados.
e calcular estatisticas basicas, como média e desvio padrao.

e efetuar operagdes em numeros complexos.

e Plotar graficos 2D e 3D em coordenadas cartesianas, polares, cilindricas e
esféricas.

¢ obter derivadas, integrais, limites, somas e produtos de sequéncias.

e obter, plotar e resolver equacdGes e usar formulas comuns.
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2. 0 espaco de trabalho do Microsoft MATHEMATICS
Quando o Microsoft MATHEMATICS é aberto, os seguintes elementos sao exibidos:

¢ Teclado da calculadora: 0 teclado da calculadora inclui um teclado numérico
com os seguintes grupos de botdes: N'numeros Complexos, Calculo, Estatistica,
Trigonometria, ‘Algebra Linear, Padrdo e Botdes Favoritos.

¢ Guia Planilha: Esta guia padr3o, é o lugar onde realizamos a maior parte do
calculo numérico. Essa guia inclui um painel de entrada e um painel de saida. Vocé
pode usar expressdes matematicas de entrada com o teclado, com o mouse ou a
entrada de tinta (escrita na tela). Quando vocé encerra uma expressdo, o Microsoft
MATHEMATICS avalia de modo simbdlico e numérico (caso aplicavel) e, depois,
exibe os resultados no painel de saida. Em alguns casos, a saida pode incluir
solucdes passo a passo ou informacgdes adicionais sobre a solucdo.

¢ Guia Representacgao Grafica: Esta guia pode ser usada para criar a maioria
dos graficos matematicos. Essa guia inclui um painel de entrada para a insercao da
funcdo, equacdo, inequacgao, conjunto de dados ou equagao paramétrica. Para
trabalhar com o grafico apds plota-lo, a guia Representacdo Grafica também inclui
um painel que descreve o que é plotado no grafico e um painel grafico que exibe o

grafico.

* Faixa de Opgodes: Foi projetada para ajudar a localizar rapidamente os
comandos necessarios para concluir uma tarefa. Os comandos sdao organizados em
grupos légicos, reunidos em guias. Cada guia esta relacionada a um tipo de
atividade, como insergao de dados. Para reduzir o numero de itens na tela, algumas
guias sdo mostradas sé quando necessario. Por exemplo, a guia Ferramentas de
Representacao grafica sé é mostrada quando vocé estd plotando graficos.
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3. O Microsoft MATHEMATICS avalia as operacdes digitadas, em uma ordem de
acdo. Operadores na mesma linha tém a mesma precedéncia, sendo avaliados da
esquerda para a direita, a menos que usemos parénteses para agrupar operagdes.

Abaixo o quadro de operagdes logicas.

Precedéncia Operador Fungao realizada
1 I Fatorial duplo
2 ! Fatorial
3 ({ Agrupamento, definicdo de lista
4 A Expoente
5 + - Mais undrio, menos unario
6 / * % Divisdo, multiplicacdo, resto
7 + - Adicao, subtracdo
8 =>>=<<=<> Comparagdes
9 not Nao ldgico
10 and E légico
11 xor Ou exclusivo
12 or Ou ldgico
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Resumo:

Neste trabalho é discutido as técnicas de generalizacdo de modelos probabilisticos aplicados
ao estudo de dados de sobrevivéncia. Dados de sobrevivéncia referem-se ao tempo até a
ocorréncia de um evento de interesse, denominado tempo de falha. Uma funcdo muito
importante para a caracterizacdo e ajuste desses dados € a funcdo taxa de falha que é
interpretada como a probabilidade de que a falha ocorra no instante t dada que ndo ocorreu
antes de t. O gréafico da taxa de falha pode apresentar algumas das seguintes formas:
constante, unimodal, crescente, decrescente e forma de U, todas com diferentes interpretacdes
praticas. A vantagem na generalizacdo de modelos esta na possibilidade em obter todas as
formas para a fungdo taxa de falha em um unico modelo. Os modelos generalizados beta
Weibull e Kumaraswamy log-logistico sdo discutidos e considerados no ajuste de dois
conjunto de dados reais na area da saude e engenharia.

Palavras-chave: Generalizacdo de modelos probabilisticos; Analise de sobrevivéncia;
distribuicdo beta Weibull; distribuicdo Kumaraswamy log-logistica; Funcéo taxa de falha.

1. Introducgéo

A analise de sobrevivéncia é uma das areas da estatistica que mais cresceu nas ultimas
décadas. A razdo deste crescimento é o desenvolvimento e aprimoramento de técnicas
estatisticas combinadas com computadores cada vez mais velozes, (Colosimo, 2006). Uma
evidéncia quantitativa desse sucesso € o nimero de aplicacdes em campos diversos, como
medicina, biologia, saude publica, epidemiologia, engenharia, economia, estudos

demogréficos, entre outros.

Os dados em andlise de sobrevivéncia referem-se ao tempo até a ocorréncia de um
evento de interesse. Este tempo € denominado tempo de falha, e apresenta algumas
caracteristicas especiais. A primeira & que a varidvel resposta, geralmente, apresenta
distribuicdo assimétrica positiva, ndo sendo portanto, adequado assumir que tenha distribuicéo
normal. A segunda caracteristica € a presenca de dados censurados, isto é, para alguns
elementos em estudo n@o se conhece 0 tempo de interesse exato sabe-se, apenas que o tempo
de falha ocorreu a direita ou a esquerda do valor registrado. Em geral, dados censurados
ocorrem, uma vez que nem sempre € possivel que o evento de interesse ocorra para todas as

observagdes em teste.
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Por outro lado, nos altimos anos tem crescido muito a generalizacdo ou a modificacao
de alguns modelos probabilisticos (distribuicGes de probabilidade) utilizados na analise de
sobrevivéncia, com a finalidade de melhorar o ajuste do modelo aos dados observados.
Existem diferentes formas de se modificar uma distribuicdo de probabilidade, sendo que
algumas das classes de generalizacbes mais trabalhadas sdo as familias de distribuicGes
obtidas pelo método desenvolvido por Marshall e Olkin (1997), as distribuicGes
exponenciadas apresentada inicialmente por Mudholkar e Srivastava (1995), as distribui¢des
estendidas discutidas por Barros (2008) e as distribui¢fes betas que receberam maior atengédo

apos o trabalho de Eugene et al. (2002).

Em particular, Cordeiro e Castro (2010) apresentaram uma classe de generalizacdo
baseada na distribuicio Kumaraswamy. A classe modela a maioria das formas de risco
béasicas, ou seja, formas crescente, decrescente, unimodal e forma de U ou de banheira, como

também é conhecida.

Esse trabalho apresenta uma breve introducdo as metodologia utilizadas no estudo de
dados de sobrevivéncia, assim como a nova distribuicdo de probabilidade proposta por
SANTANA (2012) denominada Kumaraswamy Log-logistica.

O objetivo principal desse trabalho é apresentar ao aluno de matematico (licenciatura,
bacharelado e empresarial) a aplicacdo estatistica nas diversas areas de estudo. Os conceitos
aqui abordados véo além do contetdo visto em sala de aula e portanto, alguns métodos sdo
apresentados sem maiores detalhes e explicag&o.

O trabalho esta dividido em quatro partes: Conceitos basicos em andlise de
sobrevivéncia (secdo 2), onde os dados, objeto de estudo em sobrevivéncia, sdo caracterizados
e as principais funcdes utilizadas definidas; Principais modelos probabilisticos em analise de
sobrevivéncia (secdo 3), onde as distribuicbes mais utilizadas sdo apresentadas e suas
caracteristicas e propriedades discutidas; Métodos de generalizacdo de modelos (secéo 4),
onde os principais métodos de generalizacdo de distribuicGes de probabilidade propostos
recentemente sdo apresentados; e por fim, a secdo de aplicacdo (secdo 5), onde duas
distribuicdes generalizadas (beta Weibull e Kumaraswamy log-logistica) e dois conjuntos de
dados na area de engenharia e na area de salde sdo utilizados para ilustrar o ganho no ajuste

dos dois modelos.

2. Conceitos basicos em analise de sobrevivéncia
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A analise de sobrevivéncia é caracterizada pelo fato que a variavel resposta é
composta de dois fatores, o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse e
frequentemente pelas censuras, Colosimo e Giolo (2006). O evento em estudo é denominado
falha e o0 tempo até a ocorréncia da falha é chamado de tempo de falha. A censura é o registro

parcial do tempo de falha, devido a perda ou retirada de um elemento do estudo.

A censura é dita ser do tipo | quando ocorre devido ao término do estudo apds um
periodo de tempo pre-determinado e, do tipo Il quando ocorre devido ao término do estudo
apos um numero de falhas fixado previamente e censura aleatoria, sendo a mais comum em
situacOes praticas, quando um elemento deixa o estudo sem que o0 evento de interesse tenha

ocorrido.

As censuras previamente citadas sdo conhecidas como censura a direita, pois a falha
ocorre sempre a direita do tempo registrado. Existem ainda outros mecanismos de censura,
como por exemplo, as censuras a esquerda, onde o tempo registrado € maior que o tempo de
falha; e censura intervalar, onde ndo se sabe o tempo exato de falha, e a Unica informacéo
disponivel é que o tempo de falha ocorreu em um certo intervalo de tempo. Neste trabalho,
entretanto, serd discutido apenas o mecanismo de censura aleatoria a direita que sera

denominada simplesmente por censura.

Seja T uma variavel aleatdria ndo negativa que representa o tempo de falha de um
elemento, e seja C uma variavel aleatoria, independente de T, que representa o tempo de
censura associado a este elemento. Assim, os dados observados sdo representados por

t=min(T,C) e § o indicador de censura, dado por:

5:{0, ;fcc

em gque 6 = 0 indica censura e § = 1 indica falha.

)

A distribuicdo de probabilidade da variavel aleatoria T pode ser especificada por meio
da funcdo densidade de probabilidade, fungdo sobrevivéncia ou funcdo taxa de falha, sendo as
trés formas equivalentes. A funcdo de sobrevivéncia quantifica a probabilidade do tempo de

falha de uma observacgéo ser maior que t e é dada por

S(t)=P(T>t),
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de onde segue que S(t) =1 — F(t). A funcdo sobrevivéncia pode ser interpretada como a

probabilidade de uma observacédo néo falhar até o tempo t.
A funcdo taxa de falha é obtida por meio da seguinte expressdo

PE<T<t+hT=t) f(t)
h S’

o) = i

em que f(t) é a funcdo densidade de probabilidade da varidvel aleatoria T. A funcdo taxa de
falha ¢ interpretada como a probabilidade de que a falha ocorra no instante t dada que néo
ocorreu antes de t. O grafico da funcdo taxa de falha pode apresentar algumas formas basicas
conforme pode ser visualizado na Figura 1 (no gréfico a esquerda), com diferentes
interpretacdes praticas. O grafico pode ser crescente ou decrescente conforme indicado por
hi(t) e h,(t) respectivamente, constante representado por hs(t), ou alternar entre intervalos
decrescentes, constantes e crescentes, como por exemplo h,(t), que é uma forma da fungdo
taxa de falha conhecida por forma de U ou forma de banheira e hg(t) conhecida por forma

unimodal, que inicia com um intervalo crescente até atingir um maximo e entéo decresce.

hy(
\ hy(t

h(t) ha(t) G(r/n)

h,(t)

Figura 1: A esquerda: Exemplo das possiveis formas para a taxa de falha: h, (t) - crescente, h,(t) - decrescente,
hs(t) - constante, h,(t) - forma de U e hs(t) - unimodal. A direita: As diferentes formas que o grafico TTT
pode assumir: Curva A - constante, curva B - decrescente, curva C - crescente, curva D - forma de U, curva E -
unimodal.
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A funcdo taxa de falha é mais informativa do que a funcdo sobrevivéncia, pois
diferentes funcdes sobrevivéncia podem ter formas parecidas e funcbes taxa de falha
totalmente diferentes. Portanto, a modelagem da funcéo taxa de falha é um importante método

de anélise para dados de tempo de falha, conforme explana Colosimo e Giolo (2006).

Devido ao fato da existéncia de diversas distribui¢cbes que podem ser associadas ao
tempo de falha, é necessario adotar uma metodologia para selecionar um modelo adequado.
Os dados amostrais possuem informacdes qualitativas sobre a funcéo taxa de falha que podem
ser obtidas a partir de uma analise grafica, como descreve Silva (2008). Assim, o método
grafico proposto por Aarset (1987), denominado grafico do tempo total em teste (grafico
TTT), é uma metodologia valida de selecdo de modelos. O grafico TTT é obtido plotando os
pares (r/n, G(r/n)) obtidos a partir da expressdo

Gﬁjn)z(n_rﬂhn+ZLlnm

i=1 Ti:n

emquer =1,...,neT.,, i = 1,...,n € aestatistica de ordem da amostra.

A Figura 1 (no gréfico a direita), apresenta as diferentes formas que o grafico TTT
pode assumir. Quando a curva, obtida do grafico TTT, € uma reta diagonal (curva A), a
funcdo taxa de falha é constante; quando a curva é convexa (curva B) ou céncava (curva C), a
funcdo taxa de falha € monotonicamente decrescente ou crescente, respectivamente; quando a
curva é convexa e entdo céncava (curva D), a funcdo taxa de falha tem forma de U, e no caso

reverso (curva E) é unimodal.
3. Principais modelos probabilisticos em analise de sobrevivéncia

Existem alguns modelos probabilisticos, que devido a natureza dos dados, sédo
largamente adotados para ajuste de conjunto de dados de tempo de falha. Os mais conhecidos
e utilizados s&o os modelos: Exponecial, Weibull, log-normal e log-logistica. Nesta se¢do sera
apresentado as principais caracteristica de cada modelo e suas respectivas funcoes

sobrevivéncia e taxa de falha.
3.1.  Modelo exponencial

O modelo de probabilidade exponencial é o modelo de tratamento matematico mais

simples em sobrevivéncia sua fungéo sobrevivéncia e taxa de falha sdo expressas por
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S(t) = et/a e h(t)=1/a

em que @ > 0 é o tempo de vida médio de sobrevivéncia (E(T) = a). Na Figura 2 os graficos

para as fungdes sobrevivéncia e taxa de falha séo apresentados.

10
10

08

04
04

02

00
|
0.0

Figura 2: Exemplo de gréficos das fungdes sobrevivéncia (S(t)) e taxa de falha (h(t)) do modelo

exponencial

Observa-se que a funcdo taxa de falha é sempre constante, indicando que o risco de
uma falha ocorrer em qualquer instante permanece inalterado, esse € o Unico modelo que
apresenta essa caracteristica. A distribuicdo exponencial é muito utilizada para descrever o
tempo de falha de 6leos isolantes e dielétricos e alguns estudos clinicos, como por exemplo

para dados de tempo de vida de pacientes com leucemia (Colosimo e Giolo, 2006).
3.2.  Modelo Weibull

O modelo Weibull foi proposto por Waloddi Weibull em 1939 e desde entdo vem
sendo amplamente utilizado em estudos biomédicos, como por exemplo em estudo do tempo
até a ocorréncia de tumores em humanos ou em animais em laboratérios. Em estudos
industriais na analise de dados de tempo de vida e durabilidade de produtos manufaturados,
no ajuste de dados de rolamentos de esferas, componentes automotivos e isolantes elétricos
(Lawless, 2003).

Sua grande popularidade em aplicacBes praticas deve-se a capacidade de acomodar
uma grande variedade de formas, todas com uma propriedade bésica: a sua funcdo taxa de

falha € mondtona, ou seja, apresenta formas crescente, decrescente e constante.
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A expressao para a funcdo sobrevivéncia e taxa de falha é

S(t) = e_(é)d) e h(t) — %td,_l

a

emquet > 0éotempodefalhae a > 0e ¢ > 0 sdo chamados parametros de escala e forma
respectivamente. As formas para as funcfes sobrevivéncia e taxa de falha sdo apresentadas na

Figura 3.
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Figura 3: Exemplo de gréficos das funcfes sobrevivéncia (S(t)) e taxa de falha (h(t)) do modelo Weibull

Uma caracteristica importante da distribuicdo Weibull é que ela possui submodelos
como caso particulares, por exemplo, fazendo ¢ = 1 obtém-se 0 modelo exponencial, como
caso particular. Essa caracteristica é bastante Util para realizar comparacdo de ajuste de

modelos.
3.3.  Modelo log-normal

A distribuicdo log-normal tem sido utilizada como modelo em diversas aplicagcdes em
engenharia, medicina e outras areas (Lawless, 2003). O tempo de falha T é dito ter
distribuicdo log-normal se Y=Ilog(T) tem distribuicdo normal com média u e variancia o2, ou
seja, a distribuicdo log-normal é obtida da transformacdo T = e’ de uma variavel

normalmente distribuida. Sua funcéo sobrevivéncia é
r 1 1/=1In(®) + p\’ —1In(¢t) +
V2m 2 o o
t
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em que t > 0 é o tempo de falha, u > 0 é a média do logaritmo do tempo de falha, ¢ > 0 é 0
desvio padrdo do logaritmo do tempo de falha e ®(.) é a funcdo distribuicdo acumulada de
uma normal com média 0 e variancia 1, conhecida por normal padrdo. E sua funcdo taxa de

falha apresenta expressao

1 _1/=In(t) tu 2
tVZnaZeXp{ 2( o )}

h(t) = 0

Note que devido a relacéo da log-normal com a normal tanto a fungéo sobrevivéncia,
quanto a taxa de falha dependem de ®(.), que ndo tem forma analitica, sendo necessario
procedimentos de computacdo numérica para obtencdo dos valores para essas funcdes o que
dificulta o uso desse modelo. A Figura 4 apresenta os graficos da sobrevivéncia e da taxa de

falha quando fixado os parametros u e o.

1.0

S(t)
06 08

h(t)

02 04

04

0.1

Figura 4: Exemplo de gréficos das funcdes sobrevivéncia (S(t)) e taxa de falha (h(t)) do modelo log-normal

O grafico da taxa de falha da log-normal apresenta a forma unimodal, ou seja inicia-se
em zero em t=0 em seguida cresce atingindo um maximo e entdo decresce tendendo a zero
novamente. Este tipo de forma ocorre em muitas situagdes, por exemplo, quando a populacéo
em estudo consiste de uma mistura de individuos que tende a ter longos e curtos tempo de
vida, respectivamente. Por exemplo, o0 tempo de cura ap6s o tratamento de algumas formas de
cancer ou a duracdo do matrimonio, onde ap6s um certo periodo de anos o risco da dissolugao

do casamento devido a divorcio tende a diminuir (Lawless, 2003).
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3.4. Modelo log-logistico

Outro modelo probabilistico muito utilizado na &rea de sobrevivéncia é o modelo log-
logistico, que também é conhecido como distribuicdo Fisk em economia, e ajusta-se a dados
de distribuicdo de riqueza e renda e em hidrologia é utilizado para modelar escoamento fluvial
(Santana, 2010). A Figura 5 apresenta os graficos para as funcbes sobrevivéncia e taxa de

falha, cuja expressdes sao

1
1+(t/a)Y

y(t/a) ™!
a[1+(t/a)Y]

S(t) =

e h(t) =

em que t > 0 é o tempo de falha, @ > 0 € o pardmetro de escala e y > 0 é o parametro de

forma.

08 08 1.0
| |
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Figura 5: Exemplo de gréficos das funcbes sobrevivéncia (S(t)) e taxa de falha (h(t)) do modelo log-

logistico

Sua taxa de falha apresenta duas formas basicas unimodal e decrescente que associado
as formas analiticas das funcGes sobrevivéncia e taxa de falha fazem desse modelo, em muitas
situacOes praticas, uma alternativa as distribuicdes de Weibull e a log-normal. Da mesma
forma que o modelo log-normal o modelo log-logistico é obtido da transformacdo Y = In(T),
em que Y tem distribuicdo logistica, com funcdo densidade de probabilidade dada por

0 = Lerp (5 [ exp (4]
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em que —o<u<o e o>0 sdo os parametros chamados de locagcdo e escala
respectivamente e a = exp(u) e y = 1/0. Esse tipo de transformacdo € uma caracteristica
muito importante em um modelo de probabilistico, pois pode-se inserir covariaveis no modelo

obtendo os modelos de regressao, para mais detalhes consulte (Colosimo e Giolo, 2006).
4. Métodos de generalizacdo de modelos

Diversos autores nos Ultimos anos tem concentrado seus esfor¢os na generalizacdo de
familia de distribuicGes de probabilidade, obtendo maior flexibilidade da funcdo densidade de
probabilidade e consequentemente, ganho na modelagem de dados e a capacidade de
incorporar um grande nimero de submodelos nas distribui¢cdes generalizadas, além da
capacidade de modelar formas unimodais, crescente, decrescente, constante e forma de U para

taxa de falha.

Algumas classes de generalizacdes mais estudadas nos ultimos anos séo as familias de
distribuicGes obtidas pelo método desenvolvido por Marshall e Olkin (1997); as distribuices
exponenciadas apresentada inicialmente por Mudholkar et al. (1995); as distribuicGes
estendidas discutidas por Barros (2008); as distribuicdes betas que receberam maior atencéo
apos o trabalho de Eugene et al. (2002) e as distribuicdo Kumaraswamy, desenvolvida por
Cordeiro e Castro (2010).

Nas proximas duas secOes, serd discutido algumas caracteristica dos métodos
propostos por Eugene et. al. (2002), para obtencdo das distribui¢bes betas e a proposta de
generalizacdo de Cordeiro e Castro (2010) para obtencdo dos modelos generalizados

Kumaraswamy.
4.1  Classe de distribuicgdes betas

A classe de distribuicdes betas, é uma generalizacdo baseada na distribuicdo beta, e
que considera G(t) para definir a fungdo distribuicdo acumulada dessa familia de modelos, a

qual é expressa por

G(t)

! f wé (1 —w)Pldw, (D
0

FO =555
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em que 6 >0 e b > 0 sdo os dois novos parametros de forma e B(6, b) é a funcdo beta,
definida por B(8,b) =T(5)I'(b)/T(6 + b), em que T'(x) = fooo w* le™Wdw é a funcéo
gama e G(t) a funcgdo distribuicdo acumulada de uma variavel aleat6ria continua, como por
exemplo a exponencial, Weibull ou log-logistica. Alguns modelos pertencentes a classe de
distribuicGes betas sdo: Beta logistica e beta log-logistica, propostos por George e Ojo (1980);
Beta Gumbel, proposto por Nadarajah e Kotz (2004); Beta exponencial, proposto por
Nadarajah e Kotz (2005); Beta generalizada semi-normal, proposto por Pescim et al. (2010) e

Beta Burr XII, proposto por Paraniba et al. (2011).

Existem vantagens e desvantagens na obtencdo de um modelo generalizado por meio
da classe beta de distribuicdes. Como vantagens pode-se citar: A existéncia de um nimero
maior de submodelos envolvidos; a possibilidade de testar a eficiéncia do ajuste dos
submodelos; a maior flexibilidade, devido a adi¢cdo dos parametros § e b e a possibilidade de

modelar formas mondtonas e ndo monotonas da funcéo taxa de falha.

As desvantagens dessa classe sdo: As funcBes obtidas ndo tem forma analitica. E
necessarios procedimentos numéricos para obtencdo das fungdes de sobrevivéncia e taxa de
falha, por exemplo; O modelo é mais complexo, pode ser de dificil tratamento matematico;
Perda da interpretacdo de parametros. Com o0 aumento do numero de pardmetros a
interpretacdo pratica desses parametros torna-se dificil ou sem significado; Dificuldades
computacional para estimacdo dos parametros. Devido a complexidade do modelo a
estimacdo dos parametros envolvidos pode ser complicada e necessitar de procedimentos de
estimacdo computacionais mais complexos; Falta de identificabilidade. O modelo pode
apresentar varios pontos de maximo global o que implica em falta de unicidade para a

estimativa dos parametros.
4.2  Classe de distribui¢des Kumaraswamy

A classe de distribuicbes Kumaraswamy, proposta por Cordeiro e Castro, (2010),
baseia-se na generalizacdo da distribuicdo Kumaraswamy proposta por Kumaraswamy (1980)
para variaveis assumindo valores em um intervalo fechado. A distribuicdo acumulada de

probabilidade dessa classe € obtida por meio da expressao

FO) =1-[1-G(®)°, (2)
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em que a>0 e b >0 sdo os novos parametros de forma e G(t) é a funcdo distribuicdo
acumulada de uma variavel aleatdria continua, como por exemplo a exponencial, Weibull,

log-normal ou log-logistica.

Nota-se que em comparagdo a classe beta a classe de modelos Kumaraswamy
apresenta expressdo matematica mais simples e ndo depende de nenhuma funcédo especial, 0
que € uma caracteristica bastante importante em procedimentos computacionais. Alguns
modelos pertencentes a classe de distribuicbes Kumaraswamy sdo: Kw-gama, Kw-gumbel,
Kw-gaussiana inversa, Kw-normal e Kw-Weibull, proposta por Cordeiro e Castro (2010);
Kumaraswamy Weibull, proposta por Cordeiro et al. (2010); Kumaraswamy-gama-
generalizada, proposta por Pascoa et al. (2011) e Kumaraswamy log-logistica e

Kumaraswamy logistica, proposta por Santana et al. (2012).

Da mesma forma que a classe beta a classe Kumaraswamy apresenta vantagens e
desvantagens. As vantagens dessa classe sdo: Existem véarios submodelos envolvidos;
Possibilita testar a eficiéncia do ajuste dos submodelos; O modelo é mais flexivel, devido a
adicdo dos parametros a e b; A fungdo taxa de falha apresenta formas monétonas e néo
monotonas, em geral; Possui forma analitica. O tratamento matematico e computacional dessa

classe é mais tratavel.

As desvantagens sdo: O modelo é mais complexo do que 0os modelos usuais; Devido a
complexidade do modelo existe a perda de interpretacdo dos parametros envolvidos; Ainda
gue essa classe seja mais tratavel que a classe beta, ainda existe dificuldades computacional

para estimacdo dos parametros e Falta de identificabilidade.
5. Aplicacao

Para ilustrar a aplicacdo dos dois modelos obtidos a partir das classes betas e

Kumaraswamy, dois conjuntos de dados reais foram utilizados.

O primeiro conjunto, na area de engenharia, € referente a tempos até a falha de filme
de tereftalato de polietileno (PET) usado como isolante elétrico em transformadores. Para esse
conjunto foi considerado a distribuicdo beta Weibull, obtida da classe de distribui¢des betas
quando considerado em (1) G(t) =1 —S(t), em que S(t) é a funcdo sobrevivéncia da
Weibull.
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O segundo conjunto é referente ao tempo até a soro-reversdo de 143 criancas expostas
ao HIV por via vertical (ainda na gestacdo) e para o ajuste desse conjunto de dados a
distribuicdo considerada foi a Kumaraswamy log-logistica, que pertence a classe de
distribuicbes Kumaraswamy e obtida a partir de (2) substituindo G(t) por 1 — S(t), em que

S(t) é a fungdo sobrevivéncia do modelo log-logistico.
5.1 Distribuicéo beta Weibull

A distribuicao beta Weibull foi proposta por Famoye, Lee e Olumolade (2005) como
alternativa a distribuicdo Weibull, para ajustar-se a dados cuja taxa de falha apresenta as
formas ndo mondtona, ou seja unimodal e forma de U. Sua fungdo densidade de probabilidade

apresenta a seguinte expresséo

6-1

F© = 5 ttem|-5 () {1 - e [- O]}

comt,a,¢,6,b > 0.

Portanto, a distribuigdo beta Weibull apresenta quatro parametros sendo « o parametro
de escala e ¢, e b os parametros de forma. Fixando alguns desses parametros obtém-se
outras distribuicBes ja conhecidas na literatura, como submodelos. Por exemplo tém-se que:
Se b = 1 obtém-se a distribuicdo Weibull exponenciada; Se ¢ = 1 obtém-se a distribuicdo
beta exponencial; se ¢ = b = 1 obtém-se a distribuicdo exponencial exponenciada; se ¢ =
& = 1 obtém-se a distribuicdo exponencial; se § = b = 1 obtém-se a distribuicdo Weibull; se
¢ =2 e b=1 obtém-se a distribuicdo Burr tipo X e se ¢ =2 e 6§ =b =1 obtém-se a

distribuicdo Rayleigh.

A taxa de falha do modelo beta Weibull apresenta as formas monotonas e nao
monotonas e podem ser determinas a partir de quatro regides do espago paramétrico
determinado pela equagGes ¢ =1 e ¢ =1 com ilustrado na Figura 6 (no grafico a
esquerda). Na Figura 6 (no gréfico a direita) as formas para a taxa de falha, fixando b =1 e

variando os demais parametros da distribuicdo sdo apresentadas.
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Figura 6: A esquerda: As quatros regides do espaco parameétrico, com b=1, do modelo beta Weibull com as
respectivas descri¢des das formas da fungdo taxa de falha; A direita: Exemplos de curvas de taxa de falha para
valores atribuidos aos parametros e mantendo b=1.

5.3 Aplicagéo: Filmes de tereftalato de polietileno

Para essa aplicacdo foi utilizado um conjunto real de dados na area de engenharia
elétrica sobre o tempo de falha de filmes de tereftalato de polietileno (PET) em
transformadores isolados com gas SFe. Os dados foram publicados por Hirose (1993) o qual
utilizou dados de teste de vida acelerado para estimar o tempo de vida médio de filmes de
PET submetidos a stress. O objetivo do estudo é relacionar o tempo até o filme PET (usado

como isolante elétrico) falhar com o nivel de voltagem submetido.

Considerou-se os tempos em horas até os filmes de PET falharem e quatro niveis de
voltagens 5, 7, 10 e 15 medidos em quilovolt (kV) foi considerado. Totalizando uma amostra

de n = 41 observaces e a covariavel x;, nivel de voltagem.

O gréfico TTT, Figura 7, apresenta curva convexa e entdo cdncava (curva D)
indicando que a taxa de falha empirica tem forma de U, e portanto o modelo beta Weibull é
adequado para ajustar-se aos dados em comparacao ao modelo Weibull que ndo modela forma
de U.

A Tabela 1 apresenta as estimativas dos parametros para os modelos Weibull e beta
Weibull e os respectivos valores das estatisticas Critério de Informacdo Akaike (AIC),
Critério Akaike de Informacéo Consistente (CAIC) e Critério de Informacéo Bayesiano (BIC)
gue compara o ajuste de modelos encaixados (submodelos). Quanto menor o valor dessas
estatisticas melhor sera o modelo.
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Observa-se da Tabela 1 que os valores de AIC, CAIC e BIC para o0 modelo beta
Weibull foram os menores valores quando comparados ao modelo Weibull dando indicativo

que o ajuste do primeiro modelo € o mais adequado. O modelo final, portanto, € dado por
y; = e>3860-05743x; — 211 8757x0,5631% .

E portanto, tém-se que aumentando o nivel de voltagem em 1 kV o tempo de falha dos

filmes de PET diminuem em 43,7%.
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Figura 7: Grafico TTT para os dados de tempo de falha de tereftalato de polietileno. Observa-se uma curva
inicialmente convexa e entdo céncava (curva D) o que indicando que a taxa de falha empirica tem forma de U.

Tabela 1: Estimativas dos parametros para os modelos Weibull e beta Weibull (BW)

Modelo b é [0} Bo B4

BW 0,2007 100,3800 0,4115 5,3860 -0,5743

AIC=486,4 CAIC =488,2 BIC=495,0

Modelo - - () Bo B

Weibull - - 0,8252 11,7694 -0,6881

AIC=501,4 CAIC =502 BIC =506,6

5.4 Distribuicdo Kumaraswamy log-logistica

A distribuicdo Kumaraswamy log-logistica foi proposta por Santana et al. (2012),
como alternativa a distribuicdo beta log-logistica proposta por George e Ojo (1980), devido ao
modelo possui forma analitica e consequentemente o tratamento matematico e computacional
simplificado e por ajustar-se a dados que apresentam taxa de falha com formas mondtonas e

nao mondtonas.
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O modelo Kumaraswamy log-logistico é obtido substituindo G (t) na equacéo (2) por
1 —S(t), em que S(t) é a funcdo sobrevivéncia da distribuicdo log-logistica. A sobrevivéncia

desse modelo apresenta expressao

so-{1-[+(3)T}

e taxa de falha

—a—-1 — -1

ro=af(Q) 1@ i[O
em que, a, b, a,y > 0 s@o os parametros do modelo e t > 0 o tempo de falha.

A Figura 8 apresenta as formas da taxa de falha para alguns valores fixados dos
parametros. Note que todas as formas basicas sao modeladas pela distribuicdo (unimodal,

crescente, decrescente e forma de U).

O modelo Kumaraswamy log-logistico apresenta varios submodelos como casos
particulares. Por exemplo: Se b = 1 obtém-se a distribui¢do log-logistica exponenciada; Se
a =1 obtém-se a distribuicdo log-logistica estendida; Se a=1 e b =1 obtém-se a
distribuicdo Log-logistica; Se a = 1, = 1 e y < 0 obtém-se a distribuicdo Burr XII; Se a =
1,b=1,a = 1ey =1 obtém-se a distribui¢do Log-logistica padrdo; E se Y = In(T), em que
T tem distribuicdo Kumaraswamy log-logistica, obtém-se a distribuicdo Kumaraswamy

logistica.
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Figura 8: Formas da taxa de falha do modelo Kumaraswamy log-logistico.

5.5 Aplicacéo: Soro-reversdo em criancas expostas ao HIV por via vertical

Para essa aplicacdo considerou-se um conjunto de dados referente ao tempo até a soro-
reversdo de 143 criancas expostas ao Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV) por via
vertical, nascidas no hospital das clinicas da faculdade de medicina de Ribeirdo Preto, entre
1995 a 2001, onde as mées nao foram tratadas, Silva (2004) e Perdon& (2006).

A soro-reversdo é o processo de desaparecimento dos anticorpos anti-HIV do sangue
em um individuo que anteriormente apresentava sorologia anti-HIV positivo. Com 0 passar
dos meses os anticorpos maternos véo sendo eliminados e a sorologia anti-HIV deixa de ser
positiva, tornando-se negativa. Foi administrada a droga Zidovudina, conhecida como AZT

nas primeiras 24h de vida sendo administrado por 6 semanas (42 dias).

O grafio TTT, apresentado na Figura 9, indica que a forma empirica da taxa de falha é
unimodal, forma que a distribuicdo log-logistica ndo ajusta. As estatisticas AIC, CAIC e BIC
apresentaram os menores valores para 0 modelo Kumaraswamy log-logistico (AIC=1616,5,
CAIC=1616,8 e BIC=1628,4) em comparacdo ao modelo log-logistico (AIC=1650,4,
CAIC=1650,5 e BIC=1656,4), indicando o melhor ajuste por parte do modelo mais geral. O
gréfico apresentando o ajuste da curva de sobrevivéncia para os dois modelos em comparagédo

a sobrevivéncia empirica (kaplan-Meier) € apresentado na Figura 9.
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Da informacéo grafica do ajuste dos modelos e dos valores das estatisticas AIC, CAIC
e BIC tém-se que o melhor ajuste aos dados ocorre quando considera-se 0 modelo

Kumraswamy log-logistico.
6. Consideracoes Finais

A técnica de generalizacdo de modelos, em geral, traz ganho no ajuste de conjuntos de
dados de sobrevivéncia, pois possibilita um mesmo modelo ajustar varias formas da funcéao
taxa de falha, caracteristica muito importante no ajuste desse tipo de dados. Em contrapartida
0 modelo obtido é mais complexo, pois possui dois parametros adicionais no caso das classes
beta e Kumaraswamy o que pode implicar em dificuldades computacionais na estimacao dos
parametros. Destaca-se que a classe Kumaraswamy, em geral, apresenta forma analitica e ndo
depende de nenhuma funcéo especial 0 que ndo ocorre com a classe beta. Para as aplicacoes
apresentadas os modelos generalizados foram mais eficientes que os modelos ja estabelecidos

na literatura (Weibull e log-logistico), demonstrando a utilidade e ganho dessa metodologia.
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Resumao:

Este trabalho tem como objetivo relatar a experiéncia obtida em um grupo de trabalho
com professores da Educacdo Béasica — 0 GETOM (Grupo de Estudos e Trabalho das
Olimpiadas de Matematica). O grupo existe ha oito anos e é constituido por professores
da Educacdo Baésica que ensinam Matematica, professores do Departamento de
Matematica desta Universidade Estadual de Londrina (UEL) e estudantes da graduacao
dos cursos de Matematica, Economia e Engenharia Civil. Esta atividade é uma acéo
desenvolvida por meio de um projeto de extensdo vinculado a Prd-Reitoria de Extenséao
da UEL cujo publico alvo sdo professores da Educacdo Bésica (EB) que participam
voluntariamente do projeto. O grupo retne-se mensalmente com o objetivo de discutir a
Matematica presente na sua pratica docente subsidiando o seu trabalho em sala de aula.
Este grupo surgiu por iniciativa da professora Ana Lucia da Silva coordenadora regional
da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e dos
professores da EB que demonstraram interesse em realizar estudos referentes as
questBes das olimpiadas, motivando a criacdo do grupo. As atividades do grupo séo
desenvolvidas a partir de problemas e dos materiais que subsidiam o PIC — Programa de
Iniciacdo Cientifica da OBMEP. Tomamos como base os problemas, que a principio
podem ser considerados bésicos e de facil resolucdo, do ponto de vista do Ensino
superior, mas proporcionam o estudo de diferentes conceitos e ideias necessarios para o
ensino de Matematica. Os problemas, junto as suas resolucdes, sdo capazes de trazer a
tona uma discussédo de alto nivel matemaético, remetendo-nos aos conhecimentos
relativos a areas da Matematica que por vezes sdo questionadas por pertencer a
formacdo inicial dos professores que ensinam Matemética, como a Analise, por

exemplo. Como estratégia para o desenvolvimento do trabalho nos encontros mensais
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utilizamos a Resolugdo de Problemas (RP) na perspectiva de Onuchic & Allevato
(2011) ao colocar um problema como "tudo aquilo que nédo se sabe fazer, mas que se
estd interessado em fazer" (p. 81). Dessa forma, trazemos a RP como estratégia de
ensino em que o problema é ponto de partida para que conhecimentos matematicos
sejam construidos e, o contetdo em si, que desejamos abordar, seja sistematizado a
partir da resolucdo de um, ou de mais problemas. Nossa experiéncia mostra que na
formagé&o inicial dagqueles professores existem lacunas que séo percebidas ao longo de
suas praticas e 0 GETOM tem sido uma oportunidade para que possam aprender
constantemente. A dinamica de trabalho segue as etapas da Resolucdo de Problemas,
onde um ou mais problemas sdo escolhidos pelas docentes coordenadoras do grupo
previamente, os professores resolvem o problema em grupo e na lousa uma ou mais
solugdes, quando construidas sdo apresentadas. A partir desta apresentacdo €
estabelecida uma plenaria. Conhecimentos sdo veiculados e sistematizados e geram uma
discussdo capaz de emergir as lacunas citadas anteriormente. Entendemos que néo
somente os professores da EB, que sdo o publico alvo do projeto, mas todos os que
participam dos encontros sdo beneficiados com o trabalho desenvolvido. Neste sentido,
nosso fazer vem colaborar com a formacdo continuada do professor no que diz respeito
a exploracdo de problemas e exercicios desafiadores como metodologia diferenciada na
sala de aula; ao estimular o uso de problemas desafiadores como material didatico na
sala de aula, ja que constantemente em contato com material especializado; com isso
oportunizamos o desenvolvimento de uma cultura entre os professores que situe 0s
problemas como elementos importantes para as aulas de matematica; além de oferecer
um ambiente académico e orientado para que possam se expor e manifestar frente as
dificuldades de sua pratica e que permita realizar discussdes sobre assuntos veiculados
na sua pratica tanto do ponto vista de vista matematico quanto do metodoldgico e mais
ainda, podemos utilizar os “erros” que possivelmente sdo cometidos como instrumento

de aprendizagem.
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Resumo
No ano de 2015, entre as atividades realizadas pela equipe de alunos do Pibid

Matematica no Colégio Estadual Vicente Rijo em Londrina, destacou-se a intervencdo com
um sujeito portador da Sindrome de Down, que culminou neste trabalho.

Ao longo dos anos em que o PIBID Matemaética tem se desenvolvido, suas agdes se
ampliaram e, atualmente, a tematica de inclusdo esta sendo contemplada, abarcando
pibidianos que procuram realizar atividades junto a alunos com necessidades especiais,
particularmente, destacamos 0 acompanhamento deste aluno com Sindrome de Down.

Etiologicamente a Sindrome de Down (SD) resulta da triplicacdo do material genético
referente ao cromossomo 21. Pesquisas apontam a frequéncia de ocorréncia desta alteracéo
como 1:750 nascidos vivos, compreendendo cerca de 18% do total de deficientes mentais
frequentando instituicdes especializadas (BISSOTO, 2005; LUIZ et.al., 2008). Muitas vezes o
diagnostico ocorre logo apds ao nascimento, j& que ha caracteristicas fisicas tipicas
(fenotipicas) que podem ser observadas. As causas bioldgicas desta trissomia séo
multifatoriais, mas € comum a associacdo com gestagdes em mulheres acima dos 40 anos,
onde a prevaléncia chega a 35% dos casos (NAKADONARI e SOARES, 2006).

Embora textos sobre a educacdo inclusiva apontem a necessidade de adaptacdes e
adequagdes, bem como modificacBes, no processo de ensino e avaliagfes, na pratica do
cotidiano escolar isso ndo acontece. Os alunos com necessidades especiais sdo aprovados
independentemente de saberes curriculares adquiridos ou nao.

Permanecem questdes nestes contextos: qual o papel da escola com relagcdo a

aprendizagem formal destes alunos? Deveria ser a escola apenas um espacgo de socializagéo,
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sem preocupacdo como os conteudos curriculares? No fundo estas questdes trazem a baila a
prépria concepc¢do de educacdo inclusiva que se pretende.

A valorizacdo continua dos processos de producdo do saber docente a partir da préatica
cotidiana ¢ uma das metas do PIBID — Matematica. Assim existe a intencionalidade de
enfatizar a cooperacdo e a troca de experiéncias entre o profissional professor: tanto o futuro
professor, hoje licenciando em matemaética, na formac&o inicial que ndo dispde da pratica e
experiéncia do docente da Educagdo Bésica; quanto o praticante, professor de matemética em
exercicio, da educacdo basica, formacdo continuada, que pode, assim, retomar conhecimentos
do ambiente universitario. A base que alicerca esta valorizacdo é a troca de experiéncias entre
estes participantes (CARVALHO, 2010).

Foram realizadas intervencGes diretas por um bolsista de iniciacdo a docéncia
pibidiano, sob a supervisdo da professora regular do aluno, com o desenvolvimento de
algumas atividades direcionadas para este aluno, cuja metodologia pautou-se numa
aprendizagem dialogada, com respeito as necessidades especiais que se apresentavam na
situacao.

Nossos objetivos foram defender que a escola publica regular ndo é apenas um espago
de socializacdo para o aluno com deficiéncia, mas lugar para que conhecimentos especificos,
particularmente, matematicos, sejam trabalhos; e destacar a valorizacdo do programa Pibid na
formacéo do aluno de licenciatura.

Nossos resultados apontam que € possivel ao portador da Sindrome de Down aprender

matematica também no Ensino Médio.
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Resumo

Neste trabalho usamos as ideias apresentadas em [2, [3]] para determinar uma solugio ex-
plicita de um problema de fronteira envolvendo a equagdo de Laplace com condi¢des ndo
homogéneas no bordo de um disco unitdrio em R2. O método utilizado foi separacio de

variaveis e séries de Fourier.

Palavras-chave: Séries de Fourier; equagdo de Laplace; separagdo de variaveis.

1 Introducao

O objetivo deste trabalho € resolver o seguinte problema de Dirichlet para a equagdo de

Laplace

{ Au=0 em (2, (L.1)

U|OQ = fv

onde € € o disco unitério dado por
Q0= {(:L‘,y) eR%: 22+ < 1},

f € C(09) serd uma fungdo continua dada sobre 9Q = {(z,y) € R* 2>+ > =1} e A :=
Oge + Oy, € 0 operador Laplaciano no caso bidimensional. Mais precisamente, vamos mostrar
que o problema (1.1)) possui uma solugdo u € C?(Q)NC/(Q). Para isto, consideramos a seguinte

mudanca de varidveis

x =rcosb,
y =rsind,

v(r,0) = u(z,y),
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comr € [0,1),0 € [0,27) e definimos g(0) = f(cos @, sin #) no conjunto das fun¢des continuas
e periddicas Cp.,(27), a fim de converter o problema (1.1)) no seguinte problema de Dirichlet
na varidvel v = v(r, )

v + 10, + 99 = 0; 17 €[0,1), 0 €R,
v(1,0) = g(0).

(1.2)

Usando separacao de varidveis, mostraremos que existe uma fun¢io em séries de Fourier
que ¢é candidata a solugdo de (I.2). Em seguida, usando resultado teéricos de andlise, mostrare-

mos que tal candidata pertence a seguinte classe de fungdes

v e C*[0,1) x R)nC([0,1] x R), 13
v(r,0+2m) =v(r,0); rel0,1], 6 €R, '

e é, de fato, a solug@o de (1.2). Como consequéncia, usando novamente a relagéo v(r, ) =
u(z,y), entdo concluimos que a fun¢do u = u(x,y) é a solugdo de (1.1).

2 Separacao de Variaveis

Vamos resolver o problema (I.2) pelo método de separacdo de varidveis, procurando

solucdes da forma

v(r,0) = @(r)y(0). 2.4)

Substituindo esta expressao na EDP (1.2)), segue que

2 .1 ! "o
r(r) +re () __9"(0) = )\ := constante,

(r) (o)

de onde obtemos as seguintes EDO’s na varidveis ) e ¢:

U(0) + Mp(6) = 0,
(0 + 2m) = (0),
720" (r) + r¢' (1) — Ap(r) = 0.

No que segue, devemos determinar uma solugdo geral ndo identicamente nula ¢ para
a seguinte da EDO

2" (r) +1¢'(r) — Ap(r) = 0, (2.5)
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e uma solucdo ndo identicamente nula v para o PVI

U(0) + Mp(0) =
(0 +2m) = ¥ (0).

(2.6)

Um valor de A para o qual o problema (2.6) possui uma solugdo nio trivial (ou seja, que
ndo € identicamente nula) é chamado um autovalor e as solu¢des ndo triviais correspondentes

sao0 as autofungdes associadas ao autovalor \.

Neste caso, para os valores de A > 0, pode-se resolver diretamente o PVI (2.6) e

concluir que a solugédo v(6) é da forma
Ur(0) = Ay, cos(kl) + Bysin(kd); ke Z*. 2.7)
E que a solu¢do geral da EDO (2.5) € da forma

or(r) = Cwrk + Dir=*,  keN,
(2.8)
wo(r) = Cy+ Dolnr.

Como estamos procurando uma solugdo de (1.2) que esteja na classe (1.3]), vamos con-
siderar apenas as solugdes da forma ¢y (r) com k # 0. Usando as expressdes (2.4), (2.7), (2.8)

e o principio da superposi¢do, concluimos que

Qo
=5+ ; ax cos(kf) + by, sin(k6)]r"

¢ um candidato a solugdo de (1.2).

Vamos usar a forma complexa de v(r, §) dada por

v(r,0) = Z cret0rlkl,
k=—00
Seja o nicleo de Poisson definido por
Pty = Y cpe™rltl (2.9)
k=—0c0

Observe que, se 0 < r < 1, a série (2.9) converge e

4 1—7r?
k —it\k
= E —i—E = ; 0,1], t € R. 2.10
— re”) 1 —2rcost+r?’ relodl te (2.10)
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Juntamente com a condicdo v(1, ) = ¢g(#), chegamos a seguinte expressao para a solu-
cao v(r, 0)

<1 (7 ) .
v(r,0) = Z %/ g(t)e ™ at eh0 |kl
k=—o00 -

1 T (2.11)
= 5= | 9®P.©O-bat

—T

= (9 P)6).

3 Resultados

O Teorema a seguir mostra que v(r, #) dada em (2.11)) é solugio do problema.

Teorema 3.1. Seja P, o niicleo de Poisson definido por (2.10). Entdo, a fun¢do v(r,0) dada
por

W@zi/Emmmwﬁ:@wwm

2 J_.

satisfaz (I.2)-(T.3). Além disso, definindo u : Q — R por

v(r,0) se z=rcosf, y=rsinh, 0<r<1,0 € R,
flzy) se a®+y* =1,

entdo u é a solugdo de (1.1J).

Ideia da prova. Para uma demonstracdo completa do Teorema indicamos as seguintes
referéncias [1, 2, 3]. No que segue, apresentamos uma sequéncia de lemas que apresentam uma
ideia da demonstragdo em alguns passos. |

Lema 3.1. Seja P(r,t) = P.(t), 0 < r < 1, t € R. Entdo, para cada r € |0,1) fixo,
P(r,.) € Cper(2m), P € C([0,1) x R) e
PP 10P 10°P

L =0 0,1) x R.
3r2+p8r+r26t2 em (0,1) x

[
Lema 3.2. Sob as notagées acima, tem-se que v € C*°([0,1) x R) e satisfaz
Pv  10v  10%
e Y 0,1) x R.
8r2+7"8r+r2892 em  (0,1)
[
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Lema 3.3. Quaisquer que sejamr € [0,1) e 6 € R, tem-se que

1 —r?

- rei? — ¢it]2’

P(r,0 —1t) VteR,

P(r.0 — 0)d0 — 2i/ PO t)dt = 1.

2m ) . s

—T

Em particular, P(r,t) > 0 para (r,t) € [0,1) x R.
|

Lema 3.4. Sob as notacées acima, a funcdo v(r,0) converge uniformemente a g(6) quando
r— 1.

4 Conclusao

Concluimos que o método de separacdo de varidveis nos dd um “bom" candidato a
solucdo em séries de poténcia para o problema de Dirichlet envolvendo a equagdo de Laplace e

que tal método € apropriado para resolver EDPs lineares de segunda ordem.

S Agradecimentos

Os autores gostariam de expressar seus agradecimentos ao Governo do Estado do Parand,
a Secretaria de Ciéncia e Tecnologia em Ensino Superior, a Fundagao Araucaria, a CAPES, a
Universidade Estadual de Londrina e ao Departamento de Matematica/UEL.

Referéncias

[1] EVANS, LAWRENCE C., “Partial differential equations.”, American Mathematical Society,
Providence , 1998.

[2] FIGUEIREDO, DJAIRO G., “Andlise de Fourier e equacdo diferenciais.”, Impa, Brasilia ,
1977.

[3] IORIO, VALERIA, “EDP Um Curso de Graduacdo”, Impa, Rio de Janeiro , 2005.

- 150 -



-151-



O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA EQUACAO DE LAPLACE NO
RETANGULO

Ndgela Faustino
Universidade Estadual de Londrina

nagelafasutinol 34 @ gmail.com

Marcio A. Jorge da Silva
Universidade Estadual de Londrina

marcioajs @uel.br

Resumo

Neste trabalho usamos as ideias apresentadas em [2l 3] para determinar uma solugdo ex-
plicita de um problema de fronteira envolvendo a equacdo de Laplace com condi¢des na
fronteira de um retingulo em R2. O método utilizado foi separacio de varidveis e séries de

Fourier.

Palavras-chave: Séries de Fourier; equagdo de Laplace; separagdo de variaveis.

1 Introducao

Uma equagdo a derivadas parciais ou equagao diferencial parcial (EDP) € uma equacao
envolvendo uma funcdo desconhecida (varidvel dependente) de duas ou mais varidveis indepen-
dentes e suas derivadas parciais. A equacdo de Laplace é uma EDP que descreve fendmenos
estaciondrios e problemas relacionados a equacao de Laplace sdo denominados problemas de
contorno ou problemas de Dirichlet.

A equacdo de Laplace, embora tenha aparecido pela primeira vez em um artigo de Euler
sobre hidrodinamica em 1752, ficou com o nome de Laplace em honra a Pierre-Simon Laplace
(1749-1827) que, a partir de 1782, estudou suas solugdes enquanto investigava a atragcdo gra-
vitacional entre corpos no espagco. A equacdo de Laplace aparece em muitos problemas da
Fisica-Matematica. Neste trabalho, para resolver o problema de Dirichlet envolvendo a equa-
cdo de Laplace no interior de um retangulo serd utilizado o método de separacdo de varidveis e

séries de Fourier.
Mais precisamente, abordaremos no presente trabalho o seguinte problema:
Ugy + Uy, = 0 em (0,a) x (0,0),
u(z,0) =u(xz,b) =0, z€[0,al, (1.1)
u(0,y) =0, u(a,y) = f(y), y <[00,
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onde a,b > 0e f € C(]0,b]) é uma fungdo continua dada satisfazendo determinadas hipéteses.

2 Séries de Fourier

Nesta secao vamos resolver o problema (I.1)) pelo método de separagio de varidveis.
Procuramos solu¢des da forma

u(z,y) =w(x)v(y), = €][0,a],y € [0,b]. (2.2)
Substituindo (2.2)) em (I.1)) obtemos

= — = « := constante. (2.3)

Impondo as condi¢des de contorno homogéneas em (I.1)) e por (2.3)) obtemos as seguin-
tes EDO’s

w"=aw em (0,a), w(0)=0, (2.4

—v"=av em (0,b), v(0)=0=uv(b). (2.5)

O problema (2.5)) s6 tem solucdo ndo trivial se

72n?
o=, = 72 (2.6)
Nesse caso, as solugdes sao da forma
v(y) = vu(y) = a, sin <7T7ny> , neN, yel0,b]. 2.7
Além disso, a solugdo geral da equacdo (2.4) para o = «,, € dada por
w(z) = wy(z) = ¢y [exp (%) — exp (—%ﬂ = 2¢, sinh (7?_::15) : (2.8)

Logo, usando (2.2)), (2.7) e (2.8) e aplicando o principio da superposi¢do, um candidato a solu-

¢do do problema (1.1)) é da forma

u(z,y) = i d,, sinh (ﬂ_?;:{;) sin (%) ) (2.9
n=1

Impondo a condigdo de contorno em (L.T]), obtemos
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= i d,, sinh (WTM> sin (%ny> , y €[00

n=1

E pelos coeficientes de Fourier tem-se

d,, sinh (7”;@) —b,, neN,

/f sm( )dtneN

Slnh ) ™y
b, i (—> , 2.10
Z "sinh 7”“’“) b ( )
onde x € [0,al, y € [0,0]. E pela expressao para b,, acima, podemos reescrever (2.10) como
=2 [P mnt sinh (T72) ™y
=32 £) si dt b/ ( ) , 2.11
u(z,y) ;b/o f()sm( 2 ) sinh (22) sin ( — (2.11)

para (z,y) € (0,a) x (0,0b).

onde

Portanto,

3 Resultados

Nesta se¢cdo vamos mostrar que a funcdo dada em (2.10) é a solucdo de (L.I). Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Seja f € C([0,b]) satisfazendo f(0) = 0 = f(b) e diferencidvel em (0,b) a
menos de um niimero finito de pontos com f' € SC([0,b]). Entdo a série em (2.10) converge

uniformemente em |0, a] x [0, b] para uma funcdo
u e C([0,a) x [0,6]) N C>([0, a] x [0,0]),
a qual é a solugdo de (1.1]).
A demonstragdo do Teorema 3.1/ € baseada na seguinte sequéncia de resultados.

Lema 3.1. A funcdo K definida por
2 & smh T mt\ . [7Tny
Klow =32 Sy e (75 (55)

pertence ao espago C*([0,a] x R x R) e satisfaz a equagdo K., + K,,, = 0.
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Demonstracao: A prova é andloga a apresentada em [3, Lema 1.2].
|

Lema 3.2. Seja f € C([0,b]) como no Teorema[3.1| Entdo a série em converge unifor-

memente em [0, a] x [0,b]. Além disso,

b
u(eg) = [ FOKG@yt) dt ¥ (@9) € 0.0) x 0.8 (.12
0
Demonstracao: A prova é andloga a apresentada em [3), Lema 1.3].
]
Teorema 3.2. Seja I C R um intervalo (finito ou infinito) e suponha que F € C([a,b] x I) é
tal que a derivada parcial Fm existe e é continua em |a,b] X I. Seja
Y

b
f(y):/F(:B,y)d:)s, yel.

Entdo f é continuamente diferencidvel em I com f'(y) = /a ’ ?9_1; dr, y € 1.
Demonstracao: Ver [3, Teorema 1.4] .

|
Ideia da Demonstraciio do Teorema [3.1; Pelo Lema 2, a série em converge uniforme-
mente em [0, a] x [0,b] com u € C(]0,a] x [0,b]). Pelo Lema 1, K € C*([0,a] x R x R) e
K. + K, = 0. Sendo assim, aplicando o Teorema 2, a expressao e indugdo, obtemos
que u € C*([0,a] x [0,b]) e

b
o () + 1y (2, ) = / FO) K, 1, 1) + Ky (2, , )]t = 0
0
sembre que (z,y) € [0,a) X [0,b]. Além disso, como
Ki(z,0,t) =0, Ki(xz,b,t)=0 e Ki(0,y,t) =0,

paratodos k € N, x,y,t € R, entdo u satisfaz as condi¢des de contorno. Finalmente, como a
série de Fourier de f converge uniformemente em [0, b] e u(a,y) = f(y) para todo y € [0, b],
entdo concluimos que a fungio « dada em (2.10) € a solugdo de (L.TJ.

|

4 Conclusao

Concluimos que o método de Séries de Fourier constitui uma ferramenta eficaz na reso-
lucao da Equacgdo de Laplace, bem como na resolu¢dao de EDPs lineares de segunda ordem, nos

fornecendo uma solugdo explicita para o problema de forma analitica.
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Resumo:

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pablicas encontra-se em sua 112 edicdo e
desenvolve o Programa de Iniciacdo Cientifica Jr. (PIC) para atender os alunos medalhistas da
OBMEP. Atualmente, o PIC esta ligado ao programa OBMEP NA ESCOLA que tem como
objetivo a melhoria do ensino de Matematica no pais. Nesse trabalho, fazemos um relato do
desenvolvimento do PIC na regido PR-01 que engloba norte, norte velho, noroeste do Parana e
estad vinculado a um projeto cadastrado na pro-reitora de extensdo da Universidade Estadual de
Londrina.

Palavras-chave: OBMEP; Matematica; PIC/OBMEP.
1. Introducdo

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas encontra-se em sua 112
edicdo e desenvolve o Programa de Iniciagdo Cientifica Jr. (PIC) para atender os alunos
medalhistas da OBMEP. Atualmente, o PIC estd ligado ao programa OBMEP NA
ESCOLA que tem como objetivo a melhoria do ensino de Matematica no pais. O PIC/OBMEP
NA ESCOLA é realizado por meio de uma rede nacional de professores orientadores e
coordenadores distribuidos por todo o pais, em escolas e universidades. Os professores
orientadores pertencem as escolas publicas de educacdo bésica, ou sdo alunos de cursos de
licenciatura em Matematica, e sdo orientados por coordenadores, que sdo professores de

universidades brasileiras ligados aos cursos de formacao de professores de Matematica.

Dentro desse programa, os alunos do PIC tém encontros presenciais semanais com esses
professores orientadores e também tém acesso a um forum virtual, elaborado pela OBMEP, no
qual, com ajuda de moderadores, realizam tarefas complementares as aulas presenciais. O
material didatico é preparado especialmente para os alunos nos diferentes niveis de participacdo

e tem como objetivos:

e Despertar nos alunos o gosto pela Matematica e pela ciéncia em geral;
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Motivar os alunos na escolha profissional pelas carreiras cientificas e tecnoldgicas;

Aprofundar o conhecimento matematico dos alunos, por meio de resolucdo e
redacdo de solugdes de problemas, leitura e interpretacdo de textos matematicos e

estudo de temas de modo mais aprofundado e com maior rigor matematico;

e Desenvolver nos alunos algumas habilidades tais como: sistematizacao,
generalizacdo, analogia e capacidade de aprender por conta propria ou em

colaboracdo com os demais colegas;

e Incentivar o aprimoramento matematico dos professores, em especial dos

professores dos alunos bolsistas;

e Estimular uma articulacdo entre as escolas e as universidades.

1. Metodologia

O PIC consta das seguintes atividades:

Encontros presenciais (ou virtuais, dependendo da situacdo do aluno);

Discussoes virtuais no forum da OBMEP - denominado Hotel de Hilbert;

Tarefas para serem executadas em casa e no Forum Hotel de Hilbert;

Outras atividades virtuais a serem executadas no Portal da Matematica.

Os encontros presenciais sdo dirigidos por Professores orientadores. Nesses encontros 0s
alunos recebem o material de estudo, orientacdo e o cronograma sobre 0s temas a serem
abordados. Esse material € discutido no forum, entre os alunos, sob orientacdo dos

Moderadores do Forum.
A equipe responsavel pelo PIC é composta por:

e Professores - atuam nas escolas da rede pablica de ensino, apoiando e orientando os alunos

sobre seu desenvolvimento e a participagdo no programa nos encontros presencias.

e Moderadores de forum - acompanham e estimulam as discussdes e resolucdo de problemas

entre os alunos em suas salas virtuais no forum HH.
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e Coordenadores de forum - articulam os moderadores de forum em relacdo a qualidade das

intervencdes realizadas nas discussdes e acompanham a frequéncia e o cumprimento das

regras estabelecidas pela Coordenacdo Académica para o férum.

e Coordenadores Orientadores - orientam e acompanham todas as atividades realizadas pelos

professores de sua regiéo.

2. Consideracdes Finais

Participam este ano 12 professores de diferentes cidades da regido Norte e Noroeste do

Paran4, selecionados por meio de um subprojeto da OBMEP, “OBMEP na Escola”. Todos

os professores orientadores recebem bolsa da CAPES. O programa tem sido um sucesso e

nesses 11 anos de existéncia, mais de 1500 estudantes participaram do PIC cuja

coordenacdo estd vinculada a um projeto cadastrado na pro-reitoria de extensdo da
Universidade Estadual de Londrina. A seguir um resumo do PIC/OBMEP/2016.

Nomes Locais Cidades N° de Niveis Situacdo
de atuacdo alunos
Profa. Dra. Ana Lucia da Silva (coord.) Universidade Estadual de Todos da
Profa. Luciana Mayumi Umakoshi Londrina — Escritorio da Regido
OBMEP
Prof. Arlei Ubiratan da Rocha Colégio Estadual José de Londrina 14 2 Presencial
Layra Rayane de Almeida Maximiano- Anchieta
Discente/Matematica/Licenciatura/UEL
Profa. Carmem Lucia Dionisio Rocha Colégio Aplicacao Pedagdgica Maringa 23 2 Presencial
Navoscani da UEM
Prof. Cleiton Sofientini dos Santos Instituto de Educacdo Estadual Maringa 23 3 Presencial
de Maringé
Profa. Eliete Shirley Gregoério Pacci Colégio Estadual Adaile Maria Maringa 24 1 Presencial
Leite
Fernanda Nataly Preisner — Universidade Estadual de Maringa 5 3 Presencial
Discente/Matematica/Licenciatura/UEM Maringa
Profa.Ms. Greyce Contini Pilati Colégio Estadual Marechal Cidade 25 3 Presencial
Costa e Silva Galcha
Prof. Ms.Jodo Paulo Chiarotti Colégio Estadual Professor Ribeirdo 25 1 Presencial
Joaquim Adrega de Moura - Claro
E.F.M.P.N
Prof. Ms. Julio Cezar Rodrigues de Colégio Estadual Professor Arapongas 24 2 Presencial
Oliveira Anesio Alves de Azevedo
Prof. Ms. Rodrigo de Oliveira Colégio Estadual Primo Cianorte 22 3 Presencial
Manfrinato
Profa. Sandra Cristina Torres Fernandes Colégio Estadual Branca da Maringa 17 1 Presencial
da Silva Mota Fernandes
Brunna Leonardi Caciolato - Universidade Estadual de Londrina 7 1 Virtual

Discente/Matematica/Licenciatura/UEL

Londrina
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Michael Felipe Koga — Universidade Estadual de
Discente/Matematica/Licenciatura/UEL Londrina

Londrina

Virtual
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RESUMO
O presente trabalho traz uma breve discussao sobre as vantagens, para o aprendizado, da aplicagao
de oficinas de trigonometria esférica, dentro do grande tema de Geometria. Notamos a auséncia da
recomendacao explicita do ensino das Geometrias Nao-Euclideanas no Ensino Basico nos documentos
oficiais. Apontamos o suporte da Metodologia de Modelagem Matematica para justificar o desafio de
inserir o tema em atividades de ensino.
Palavras-chave: geometrias nao-euclidianas; geometria esférica; trigonometria.

INTRODUCAO

As habilidades ligadas a forma, espago e percepcao de distancia estao ligadas ao ensino da Geometria.
No entanto, o conceito de distancia minima, realizado pelas geodésicas, carece de maior contextualizacao.
Na Geometria Euclidiana, as geodésicas sao retas, enquanto que nas tarefas cotidianas nao dispomos
de caminhos retilineos, em geral, para nos deslocarmos.

Encontra-se nos Parametros Curriculares Nacionais, Ensino Fundamental [2], a seguinte referéncia,
que consideramos discreta, ao tema das Geometrias:

Uma instancia importante de mudanca de paradigma ocorreu quando se
superou a visao de uma tnica geometria do real, a geometria euclidiana,
para aceitacao de uma pluralidade de modelos geométricos, logicamente
consistentes, que podem modelar a realidade do espaco fisico. (BRASIL,
1998)

Destacamos na citacao acima a palavra “modelar”. De fato, sao muito mais numerosas, nos docu-
mentos oficiais [6], as referéncias a necessidade de praticar a Modelagem como metodologia de ensino
na Educacgao Basica. Este trabalho tem esta perspectiva para propor oficinas de trigonometria esférica.
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OFICINAS

Baseamos nossas oficinas nos trabalhos de Coutinho [3, 4], Lénart [5], Antunes [1] e Silva [7].

Algumas propriedades dos triangulos na superficie esférica chamam a atencao, pelo contraste com
a geometria euclidiana. A soma dos angulos internos de um triangulo é, em geral, maior do que 180°.
A area é, em geral, maior do que a de um triangulo plano que tenha os lados com as mesmas medidas.
Estas comparagoes sao bastante frutiferas do ponto de vista do aprendizado do aluno, porque favorecem
a percepcao de um contexto.

Por outro lado, nao se teve o objetivo de usar as férmulas para a drea de triangulos esféricos,
encontradas por exemplo em [4]. Restringimo-nos a algumas propriedades importantes, tais como o
fato de que os grandes circulos, que contém as geodésicas, ou caminhos que realizam a distancia minima,
entre dois pontos dados, se intersectarem apds uma distancia finita ser percorrida.

A mais, a exposicao de problemas em que a esfera é o ambiente natural, como nos grandes deslo-
camentos sobre a superficie da terra (aproximada por uma superficie esférica), incita naturalmente a
formulacdo do tao necessério “e se...” ao aluno da Educacdo Bésica (veja o problema do pescador em
[1]). Muitas vezes, o aluno é levado a pensar que, em Matemédtica, hd uma tnica explicacdo correta
para os problemas, propriedade que a despega do cotidiano.
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Introducgao

O proprio desenvolvimentos histérico relacionado ao conceito de ntimero, sugere que, embora as consideragoes sobre
as técnicas de calcular dependessem dos sistemas numéricos sugere que, embora as consideragdes sobre as técnicas
de calcular dependessem dos sistemas numéricos utilizados e das necessidades préticas existentes, a mera utilizacao
e manipulacdo dos nimeros engendra certa abstragdo (ROQUE e CARVALHO, 2012). Quando consideramos
0s numeros naturais e nos deparamos com o fato de que este conjunto tem um ntmero infinito de elementos,
encontramos um problema prético: como assegurar que certa propriedade vale para qualquer elemento do conjunto,
uma vez que se torna impossivel verificé-la para cada um deles(pois sendo um conjunto infinito, terfamos que verificar
a propriedade um numero infinito de vezes. O Principio da Inducao Finita fornece ferramentas necessarias para
lidarmos com este problema do infinito, quando as sentencas matematicas que nos interessam envolvem os nimeros
naturais. Foi Giuseppe Peano (1858 — 1932) que estabeleceu um conjunto de axiomas, como modelo matemadtico,

para tratarmos com sentencas de ntiimeros naturais. O quarto destes axiomas é o Principio da Indugao.

Resultados e discussao

O Principio da Indugdo Finita (PIF) é um método de demonstra¢ao muito poderoso, para estudar e estabelecer a
validade de proposi¢ées que envolvem ntimeros naturais. Consideraremos, aqui, apenas este conjunto niimero como
foco, com as propriedades operacionais usuais.

Pode-se estabelecer que o Principio da Indugao Finita é equivalente ao Principio da Boa Ordenagao. Assim, se
tomarmos como ponto de partida o Principio da Boa Ordenagao, podemos obter o PIF.

Axioma 0.1. Principio da Boa Ordem: Seja X um subconjunto nao vazio dos N. Entao existe ng € X tal que

nog < n para todo n € X. Neste caso, ng € chamado de elemento minimo de X.
Ou seja, todo o subconjunto nao vazio formado por nimeros naturais possui um menor elemento.

Teorema 0.1. Principio da Indugcdo Matemdtica

Seja S um subconjunto de N que possui as sequintes propriedades:

o O numerol e S.

e Para todo k €N, se k€ S, entiok+1€ S.
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Entao temos que S =N

Demonstragdo. Supondo que S # N. Entéo o conjunto N\ S néo é vazia, entdo pelo Principio da Boa Ordem, ele
tem pelo menos m elementos. Se 1 € S, sabemos que m > 1, mas isso implica que m — 1 é um numero natural.
Desde que m > m — 1 e desde que m é o menor elemento de N, tal que m ¢ S, concluimos que m —1 € S. Agora,
aplicando o item 2 no elemento k := {m — 1} em S, isso interfere que {k +1 = (m —1)+1=m} € S. Mas nds
tinhamos dito que m # S. Como m foi obtido de uma suposicao de N\ S nao fosse vazia. Temos que chegamos em
uma contradigdo. Portanto S = N. O

Exemplo 0.1. Prove que 2n — 3 < 2™ — 2 para todon > 5, n € N

Demonstragao. Primeiramente, precisamos mostrar a existéncia de um P(ng), com ng = 5.
e 25-3=7
¢ 25 -2=23=8

Temos que 7 < 8. Isso implica que P(ng) é verdade.
Hipétese de Indugao: Para todo k € N, temos que P(k) é verdade, com k > 5.

P(k): 2k —3 <2F -2
Agora temos que provar que P(k + 1) é verdade, ou seja:
20k+1)—3<2k+1)—2+=2(k+1) -3 <2k +1=(2F/2)
Utilizando do primeiro membro desta tltima igualdade, temos:
2k+2-3=2k—-3+2<2F-24+2=(2F/22) 42 < (2¥/2)

Assim, provamos que P(k + 1) é verdade.
Entao, (Yn € Nyn > 5)(2n —3 <27 —2). a

Teorema 0.2. Principio de Indu¢ao Matemdtica (sequnda versdo)
Seja ng € N e seja P(n) ser uma proposicao para cada nimero natural n > ng. Supondo que:

e A proposicao P(ng) € verdadeira.
e Para todo k > ng, a verdade de P(k) implica na verdade de P(k +1).

Entdo P(n) € verdade para todo n > ng.

Provar a veracidade de uma sentenca, langando mao do Principio da Indugao Finita, quando comparada com
a situagao das pecas de um dominé dispostas em fileiras, significa que todas as pegas da sequéncia caem, se uma

primeira cair.
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Resumo

Neste trabalho usamos as ideias apresentadas em [2} 3] para determinar uma solugdo ex-
plicita de um problema de valor inicial e de fronteira envolvendo a equagdo do calor com
condicdes de Dirichlet na fronteira. O método utilizado foi separag@o de varidveis e séries

de Fourier.

Palavras-chave: Séries de Fourier; equacdo do calor; separag¢do de varidveis.

1 Introducao

Neste trabalho, estudamos uma equacao diferencial parcial conhecida como Equagdo do
Calor. Tal equacdo modela o fendmeno fisico da conducio de calor em uma barra de secdo
reta uniforme de comprimento L (com drea muito pequena com relagdo ao comprimento), com
difusidade térmica igual a o e colocado em um reservatério térmico 4 temperatura constante
igual a zero nas extremidades da barra. Através do método proposto por Joseph Fourier, em
seu ensaio Théorie analytique de la chaleur, publicado em 1822, determinaremos a solug¢do do
problema por meio de Séries de Fourier, obtendo inicialmente um candidato a solucdo. Em
seguida, usaremos os resultados de Séries de Fourier para provar que a “solu¢cao” encontrada €,

de fato, uma solucdo do problema proposto.

Mais precisamente, vamos estudar o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

Uy = Uy, (2,t) € (0,L) x (0,00),
w(0,8) = 0 = u(L,t), t>0, (1.1)
u(z,0) = f(z), z€][0,L]

onde f € C([0, L]) é uma fungdo dadae L > 0.
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2 Separacao de Variaveis

Para resolver o problema (1.]), vamos usar o método de separac@o de varidveis e procurar

uma solu¢do da forma
u(z, t) = Blz)y(t).

Isto nos leva a duas EDOs como segue

{ B'(x) + A3(x) = 0, 02
B(0) =0 = B(L),
c

Y(t) = =M (t). (2.3)

Além disso, considerando a existéncia de autofungdes reais para nosso problema, devemos
considerar o caso A > (. Logo, resolvendo diretamente a EDO (2.2)), determinamos que a

solucdo geral é

B(x) = acos(VAz) + bsin(vVAz), 2.4
de onde obtemos, impondo as condi¢des de contorno, as seguintes solucdes
Bulw) = sin (“7-) . we 0, L)

as quais, para cada n € N, sdo as autofungdes associadas (ver [3]). A EDO (2.3)), por sua vez,
nos leva a seguinte solugdo geral
Y(t) = ke,

onde k£ € uma constante arbitrdria. Com as notacdes acima, obtém-se a seguinte sequéncia
solucdes de (I.1))

a’n’n?
- t
up(z,t) = sin (n_z:z:) e L* | x€l0,L],t>0. (2.5)
Além disso, aplicando o Principio das superposi¢ao, obtemos o candidato a solu¢@o do problema
(1.1)), a saber,
Yoo a’n?r?
nTr\ -5 ¢
)=S0, <—) L2 0,L], t >0, 2.6
u(w);smLe rel0,L], t> (2.6)
onde .
2
b, — z/0 f(2) sin ("Lﬂ) neN, 2.7)
com f sendo dada por
“+oo
nmwx
— N b, s (—) 0, L. 2.8
f(x) ; sin ( — x €0, L] (2.8)
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3 Resultados

Iniciamos esta se¢do com o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 3.1 (Existéncia). Seja f € C([0, L)) satisfazendo f(0) = 0 = f(L) e suponha que f é
diferencidvel em [0, L] a menos de um niimero finito de pontos com f' seccionalmente continua
em [0, L]. Entdo a série converge uniformemente em [0, L] x [0, +00) para uma fungdo

u e C([0, L] x [0,+00)) NC>([0, L] x (0,400)) que é a solugdo de (T.1).

. . nmwzx . . ~
Ideia da Prova. Como sin (T) € Cper(2L), se a série Ib convergir em [0, L], entdo
convergird em toda a reta a uma funcao impar e periddica de periodo 2L e, portanto, serd a série

de Fourier de F', onde F' é a extensdo impar e perddica de periodo 2L de f.

Quanto a série em (2.6), pelo Lema de Riemann-Lebesgue, a sequéncia b,, dos coe-
ficientes de Fourier de F' converge a zero, ou seja, € limitada. Logo, existe, M > 0 tal que
|b,| < M, paratodo n € N, de onde vem que

a’n?n? a’n?n? a’n?n?

nmwx

_ t — t - t
by sin <T> e L2 |<|Me L* |=Mle L* | (3.9)

para todo x € [0, L] e para todo ¢ > 0. Em suma, a série em (2.6) converge unifor-
memente em [0, L] X [e, +00) para qualquer ¢ > 0. Por conseguinte, no caso em que ¢ > 0,

podemos €screver

+00
o) = 7 [ swrin () ()
= /Lf(y 2281n<%>sm<$)e L2 tdy (3.10)
= / f@)k(z, y, t)dy,
o2n2m?

92 +o00 _ .
k(z,y,t) = I Zsin (%) sin (?) e L2

n=

¢ chamado de niicleo do calor para o problema (1.1). Note que £ € C*°(R x R x (0, 00)).

onde

Analogamente ao que foi obtido em (3.9), concluimos que a série (3.10) converge
uniformemente em R X [e, +00), qualquer que seja ¢ > 0. Como as fung¢des do tipo sinx e e”
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sdo de classe C* e a série em (3.10) é uniformemente convergente em [0, L) x (0, c0), entdo
u € C*([0,L) x (0,00)) . Para o caso t = 0, admitimos que f ¢ diferencidvel a menos de um
nimero finito de pontos em [0, L], com f € SCI0, L]. Entdo a série de Fourier em f converge
uniformemente e, portanto, a série em (2.6) converge uniformemente em [0, L] x [0, +00). Isto
mostra que u € continua também no segmento de retat = 0, com 0 < z < L, ou seja, acabamos
de mostrar que u € C([0, L] x [0,400)) N C>=([0, L] x (0,400)). Além disso, um célculo
direto mostra que u dada em satisfaz (I.1). |

A seguir, veremos um resultado de unicidade para a solucdo do problema (I.1).

Teorema 3.2 (Unicidade). Se u € C([0, L] x [0,00)) N C?((0, L) x (0,00)) é uma solugdo do

problema (1.1)), entdo ela é iinica.

Ideia da Prova. Uma prova da unicidade de solugdo para o problema (I.1)) pode ser dada através
da integral de energia, conforme em [3]. Com efeito, suponhamos que u,v € C?((0,L) x
(0,400)) N C([0, L] x [0,+00)) sejam solugdes de (I.1). Entdo, a fungdo w = u — v é uma

solucdo do problema

wy = Wy, (z,t) € (0,L) x (0,00),
w(0,8) = 0 = w(L,1), t>0, 3.11)
w(z,0) =0, z€l0,L]

Considere o funcional energia
L
E,(t) = / (w(x,t))*dr, t>0. (3.12)
0

Derivando (3.12)), usando (3.T1)) e integrando por partes, obtemos E! (t) < 0, o que significa
que F,,(t) é uma funcdo decrescente. Logo, para ¢t > 0 obtemos

L L
0< / (w(x,t))*dr = E,(t) < Eu(0) = / (w(x,0))*dr = 0. (3.13)
0 0
Isso nos permite concluir que w = 0, ou seja, u = v em C?((0, L) x (0,+00)) N C([0, L] x

[0, +00)). m

4 Conclusao

Concluimos que o método de Séries de Fourier € eficaz na obten¢do de solugdo para a
Equacao do Calor. Além disso, este método também pode ser empregado para EDP’s lineares

de segunda ordem.
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Resumo:

PROFMAT - Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional € um curso
semipresencial, com oferta nacional, realizado por uma rede de Instituicdes de Ensino
Superior, no contexto da Universidade Aberta do Brasil, e coordenado pela Sociedade
Brasileira de Matemaética. O programa é coordenado pela Comissdo Académica Nacional, que
opera sob a égide da Diretoria da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e foi avaliado
pela CAPES com nota 5, que é a nota méxima para um programa de mestrado. Cada
Instituicdo de Ensino Superior que integra a Rede Nacional, é denominada Instituicdo
Associada. A Universidade Estadual de Londrina (UEL) é instituicdo associada desde o inicio
do programa.

Palavras-chave: PROFMAT; Matematica, Mestrado Profissional.

1. Introducéo

PROFMAT - Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional é um curso
semipresencial, com oferta nacional, realizado por uma rede de Instituicdes de Ensino
Superior, no contexto da Universidade Aberta do Brasil, e coordenado pela Sociedade

Brasileira de Matematica.

O programa foi recomendado pelo Conselho Técnico-Cientifico da Educagdo Superior
— CTC-ES da CAPES, em outubro de 2010. O reconhecimento do PROFMAT pelo CNE
(Conselho Nacional de Educacdo) foi concebido através da Portaria n® 1325 de 22/9/2011.

O PROFMAT é coordenado pela Comissdo Académica Nacional, que opera sob a
égide da Diretoria da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e foi avaliado pela CAPES

com nota cinco, que € a nota maxima para um programa de mestrado.

E um curso semipresencial realizado por Instituicdes de Ensino Superior associadas

em uma Rede Nacional, no &mbito do Sistema Universidade Aberta do Brasil (UAB).
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Cada Instituicdo de Ensino Superior que integra a Rede Nacional, é denominada
Instituicdo Associada.

A Universidade Estadual de Londrina (UEL) é instituicdo associada desde o inicio do

programa.

2. Objetivos

O PROFMAT visa atender professores de Matematica em exercicio no ensino basico,
especialmente na escola publica, que busquem aprimoramento em sua formacéo profissional,
com énfase no dominio aprofundado de conteldo matematico relevante para sua atuacao
docente. O Programa opera em ampla escala, com o objetivo de, a médio prazo, ter impacto
substantivo na formacdo matematica do professor em todo o territério nacional. A seguir 0s
docentes vinculados ao programa na Universidade Estadual de Londrina, que possuem
formacdo diversificada, oportunizando o publico alvo a trabalhar com assuntos dos mais

variados em suas dissertacoes:

e Prof. Dr. em Matemaética/Andlise - Adeval Lino Ferreira — Matematica

e Prof. Dra. em Matematica/Geometria e Topologia - Ana Lucia da Silva

e Profa. Dra. em Educacdo Matematica -Ana Marcia Fernandes Tucci de
Carvalho

e Prof. Ms. em Matematica - Andrielber da Silva Oliveira

e Prof. Dr. em Engenharia de Materiais - Jacques Duilio Brancher

e Profa. Dra. em Educacdo Matematica - Magna Natélia Marin Pires

e Profa. Dra. em Matematica/Analise - Michele de Oliveira Alves

e Profa. Dra. em Engenharia Mecanica - Neuza Teramon

e Profa. Dra. em Educacdo Matematica - Pamela Emanueli Alves Ferreira

e Prof. Dr. em Matemaética/Analise - Paulo Antonio Liboni Filho

e Profa. Dra. em Educacdo Matematica - Regina Celia Guapo Pasquini

e Prof. Dr. em Engenharia - Mecanica Ricardo Cezar Ferreira

e Prof. Dr. em Fisica Tulio Oliveira de Carvalho

e Prof. Dr. em Matematica/Analise Ulysses Sodré
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3. Resultados

A tabela a seguir mostra, em ndmeros, o desempenho de nossa instituicdo. Sdo 35

defesas em 3 turmas e varias em andamento.

ANO ENTRADAS BOLSISTAS DEFESAS
30 = 21

2011
2012 15 3 6
2013 20 4 8
2014 20 7 EM ANDAMENTO
2015 20 10 EM ANDAMENTO
2016 26 7 EM ANDAMENTO
2017 25 - ENA (22/10/2016)
TOTAL 156 31 35

4. Consideracoes Finais

Os professores formados no PROFMAT vém atuando em escolas de nivel béasico e

superior.

Um diferencial substancial é que vérios professores do PROFMAT/UEL atuando
como professores orientadores no Programa “OBMEP NA ESCOLA”, outro programa a nivel
nacional. Neste programa os docentes trabalham iniciagéo cientifica tipo junior com alunos do

ensino basico, utilizando um material diferenciado.
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Resumo:

O projeto consistird na construcdo de material de apoio as aulas de estatistica, com enfoque
aos cursos de matematica. O material complementara as aulas tedricas com aplicacGes dos
conceitos aprendidos no software R. O R é um software livre projetado para a computacédo
estatistica e grafica muito difundido, principalmente no meio académico. O material seréa
divulgado por meio de um endereco eletrénico na internet, disponibilizado pela Universidade
Estadual de Londrina. O contetdo abordado cobrird os principais temas de um curso de
Estatistica Basica, a saber: Resumo dos dados; Medidas de posicdo e dispersdo; Analise
bidimensional; Probabilidade; Variaveis aleatorias; Simulagdo; Inferéncia; Estimacdo; Teste
de hipoteses; Analise de aderéncia e associacao e regressao linear simples. Ao fim do projeto
espera-se a melhoria na qualidade das aulas de estatistica, a disseminacdo da estatistica e 0
dominio do software R nos procedimentos de anélise estatistica por parte dos alunos.

Palavras-chave: Estatistica bésica; Software R; Material de apoio.

1. Introducao

Para a aplicacdo da estatistica faz-se necessario a utilizacdo de algum software
computacional, devido ao grande volume de dados que envolvem a maioria dos estudos nas
diversas areas do conhecimento. A utilizacdo de programas estatisticos do tipo "caixa preta”
no qual ndo se sabe exatamente 0 método estatistico utilizado e se é aplicivel a situagdo em

estudo, pode levar a conclusdes equivocadas.

Os livros didaticos em estatistica, nem sempre apresentam a utilizacdo de ferramentas
computacionais ou ndo priorizam o uso de algum software especifico no estudo dos
contetdos, abrangendo a utilizacdo dessas ferramentas de forma superficial. O material
disponivel na internet tem aplicacbes vagas ou muito especificas, ndo cobrindo todo o

contetdo de um curso de estatistica béasica.
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Com base no explanado acima, a proposta do projeto é desenvolver material
instrucional utilizando um software estatistico que necessite 0 conhecimento da metodologia
estatistica para a aplicacdo no estudo de casos, minimizando possiveis conclusGes

equivocadas e maximizando a fixacao do contetdo.

2. Objetivos

O objetivo principal com esse projeto é a construgdo de material de apoio para as aulas
de estatistica basica, com enfoque nas habilitacdes do curso de Matematica, utilizando como
ferramenta o software R (R Core Team, 2016a), permitindo que o conhecimento tedrico
adquirido em aula seja aplicado ndo somente no ambiente académico mas levado para a vida

profissional do aluno.

3. Metodologia

O método adotado na elaboracdo do projeto € constituido primeiramente do
levantamento tedrico dos contetidos abordados na disciplina e em seguida na aplicacdo desses
conceitos utilizando o R.

O R é um software livre projetado para a computacdo estatistica e grafica, muito
difundido no meio académico devido a sua abordagem construtiva, ou seja, as analises
estatisticas ndo sdo realizadas com um simples clicar de um icone, é necessario construir, por
meio de linhas de comando, os procedimentos da analise. Sendo fundamental o conhecimento

tedrico e construtivo de cada metodologia empregada para que a analise possa ser realizada.

A Figura 1 apresenta a visualizacdo do ambiente R. A esquerda da figura observa-se o
console (similar ao Linux) por onde se insere as instrugdes ao programa e a direita uma janela

gréfica apresentando os resultados da sequéncia de codigos digitados.

Como exemplo do uso do ambiente, segue abaixo a sequéncia de cddigos necessarios
para construcdo do grafico, apresentado na Figura 2, que ilustra a distribuicdo da mediana
amostral proveniente de 200 amostras de tamanho n=5 simuladas de uma populacdo Normal
com média 167 e variancia 25. Note a necessidade de ter conhecimento tedrico antes da

obtencéo dos resultados.
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> set.seed(1)

> round(rnorm(n=5,mean=167,sd=5),0)

> 164 168 163 175 169

> amostras=matrix(0,200,5)

> medianas.amostras=matrix(0,200,1)

> set.seed(1)

> for(i in 1:200){

+ amostras|i,]=rnorm(n=5,mean=167,sd=5)

+ medianas.amostras[i,1]=median(amostrasli,])
+}

>

Arive Edéar Visualizzr Misc Pacotes lanclas Ajuda

= RGraphics Device 2 (ACTIVE) == =]

R version 3.3.1 (2016-06-21) -- "Bug in Your Hair"
Copyright (C) 2016 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86_64-w64-mingw32/x64 (64-bit)

R é um software livre e vem sem GARANTIA ALGUMA.
Veocé pode redistribui-lo sob certas circunstdncias. X ~F(20,30)
Digite 'license()' ou 'licence()' para detalhes de distribuicae.

R € um projeto colaborative com muitos contribuidores. a
Digite 'contributors()' para cbter mais informagdes e -
'citation() ' para saber como citar ¢ R ou pacotes do R publicacoes.

Digite 'demo()' para demonstragdes, 'help()' para o sistema on-line de ajuda,
ou 'help.start()' para abrir o sistema de ajuda HTML no seu navegador.
Digite 'g() ' para sair do R.

> af (2,df1=3,df2=1) ; #£(2)=0.09547308
[1] 0.09547308

>

> §Exemplo de Grafico

> x=seq(from=0, to=4,by=0.01)

> plot (x,df (x,df1=20,df2=30) , type="1",1lwd=2,col="red", ; -
+ ylab="Densidade" ,main="X ~ F(20,30)")

> lines(x,df (x,df1=10,d£2=30) ,1wd=2,col="green")

> lines(x,df (x,df1=10,df2=10) , wd=2, col="purple")
> ‘lines (x,df (x,df1=1,df2=2) , 1wd=2, col="orange") g 4
>

Densidade

Figura 1 - llustracdo do ambiente R. A esquerda observa-se o console, por onde se insere as
instrucBes ao programa e a direita uma janela gréfica apresentando os resultados da sequéncia de
cédigos destacados em vermelho.

Outra caracteristica importante na utilizacdo do R é sua flexibilidade na construcao de
graficos, pois permite personalizar varias variaveis na apresentacdo de uma janela gréfica,
podendo inserir legendas, alterar tipos de pontos de plotagem, personalizar eixos, concatenar
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varios figuras em uma unica janela grafica e exportar graficos em diversos formatos de

arquivos, vide Figuras 2, 3 e 4.

=

[ N
8 9 10

A N

Figura 2 - Distribuicdo da mediana amostral proveniente de 200 amostras de tamanho n=5 simuladas
uma populagdo Normal com média 167 e variancia 25.

N --- Nornal padrdo
— t de Student

Figura 3 - Exemplo de gréafico construido no R. Comparacéo das curvas de densidade das
distribuicdes Normal padréo e t de Student, destacando a calda pesada da distribuicéo t.
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Figura 4 - Exemplo de gréafico construido no R. Area sob a curva da densidade de uma distribuicdo F
de Snedecor equivalente ao calculo da probabilidade P(W>fo).

O R esta disponivel para download no site do programa cujo endereco é https://cran.r-
project.org/ para os sistemas operacionais Windows, Mac e Linux. Apos a instalacdo padrdo é
possivel ainda, instalar pacotes adicionais com funcdes mais especificas, dependendo do tipo
de anélise. Mais informacd@es sobre o pacote R, pode ser obtidas em Venables e Smith, (2016),
R Core Team, (2016a, 2016b e 2016c).

E possivel também a interligagdo com o programa de diagramagéo de textos “LaTeX”
(LAMPORT, 1994), utilizando o programa RStudio (RStudio Team, 2015), que é um

ambiente de desenvolvimento integrado ao R.

O RStudio é um software que agrega ao R varios recursos e facilidades como,
autocompletar de comandos, realce de fungdes e objetos, visualizacdo rapida dos objetos na
memoria e acesso aos arquivos de dados sem a necessidade de sair do programa, além de
possuir janelas de ajuda, de gerenciamento de pacotes, de graficos e arquivos integradas no

mesmo ambiente entre outras facilidades.
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Uma ilustracdo do ambiente RStudio € apresentada na Figura 5, observa-se que o
programa oferece recursos adicionais ao R e pode baixado e instalado gratuitamente no site

www.rstudio.com/products/RStudio/.

) Rstudio = @
File Edit Code View Plots Session Build Debug Tools Help
0-2- 8 83 2o v Addins v K Project: (None) v
(] Exemplo.R* s ["| Environment History =)
[ [SourceonSave & /v | ~#Run % _#Source ~ 4 [ 2 mport Dataset~  § List

()

9 df(2,df1=3,df2=1); #f(2)=0.09547308 A|| @ Global Environment -

10 values

11 #exemplo de Grafico X num [1:401] 0 0.01 0.02 0.03.

12 x=seq(from=0,to=4,by=0.01)

13 plot(x,df (x,df1=20,df2=30) ,type="1",1wd=2,col="red",
14 ylab="Densidade",main="X ~ F(20,30)")

15

16 Tines(x,df (x,df1=10,df2=30),Twd=2,col="yellow")

17 Tines(x,df (x,df1=10,df2=10),lwd=2,col="blue")

18 Tines(x,df (x,df1=1,df2=2),1wd=2,col="orange") v
19 <« >
2011 €3 Funcdo distribuicdo acumulada * R Script +

Files Plots Packages Help Viewer o]

P toom  Hexpotr Q) %

X ~ F(20,30)

——

Console 1
TIPS MW

VOYuL

A

[workspace loaded from ~/.RData]

> df (2,df1=3,df2=1);

[1] 0.09547308

> x=5eq(from=0,to=4,by=0.01)

> plot(x,df (x,df1=20,df2=30) ,type="1",Twd=2,col="red",
. ylab="Densidade" ,main="X ~ F(20,30)") 0 1 9 3 4
> lines(x,df (x,df1=10,df2=30), lwd=2,col="yelTow")

> Tines(x,df (x,df1=10,df2=10),lwd=2,col="blue")

> lines(x,df (x,df1=1,df2=2),1wd=2,col="orange") X

>

Densidade

00 04 08

Figura 5 - llustracdo do ambiente RStudio. A esquerda observa-se as janelas de script e 0 console e a
direita as janelas de visualizacéo rapida de objetos carregados na memoria e acesso aos arquivos de
dados, janelas de ajuda, de gerenciamento de pacotes, de graficos e arquivos integradas ao
ambiente.

O material sera divulgado por meio de um endereco eletrdnico na internet,

disponibilizado pela Universidade Estadual de Londrina.

O conteudo abordado cobrird os principais temas de um curso de Estatistica Bésica, a

saber: Resumo dos dados; Medidas de posicdo e dispersdo; Analise bidimensional;

Probabilidade; Variaveis aleatorias; Simulacdo; Inferéncia; Estimacdo; Teste de hipoteses;
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Analise de aderéncia e associacdo e regressao linear simples, (BUSSAB e MORETTIN,
2013), (FONSECA e MARTINS, 1996), (ITANO e SOANE, 1994) e (MAGALHAES e

LIMA, 2010).

Atualmente, dois alunos da Matematica Empresarial estdo trabalhando no projeto, na
construcdo de uma apostila sobre o uso do R com aplicacdes voltadas para matematicos e na
elaboracdo de um minicurso introdutério do R focado para professores e estudantes de

matematica.

4. Resultados

Ao fim do projeto, espera-se obter a melhoria na qualidade das aulas de estatistica, a
disseminacdo da estatistica por meio da divulgacdo do material elaborado na internet e o

dominio do software R nos procedimentos de anélise estatistica por parte dos alunos.

No momento, ndo se tem nenhum material substancial disponivel para uso, mas a

divulgacdo do material se dara no endereco http://www.uel.br/pessoal/tiagodesantana/.

5. Consideracdes Finais

Este projeto possui vagas abertas para alunos de graduacdo em Matematica em
qualquer das trés habilitacdes e ano escolar, ainda que ndo tenham tido a disciplina de
estatistica, que estd incluida no curriculum no segundo ou terceiro ano do curso de acordo

com a habilitagéo.
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Resumo:

Na disciplina de Andlise Real, é visto que o0 conceito de sequéncias convergentes €
equivalente ao conceito de sequéncia de Cauchy. Porém, na disciplina de Espacos Métricos,
essa equivaléncia ndo é aplicada num espaco métrico arbitrario, tal equivaléncia é aplicada
somente nos espacos métricos completos. Assim, serdo dadas as definicdes e exemplos de:
métrica, espacos métricos, sequéncias convergentes, sequéncias limitadas, sequéncias de
Cauchy em espacos métricos e por fim, espagcos métricos completos.

Palavras-chave: métrica; espacos métricos; sequéncias convergentes; sequéncia de Cauchy;
espacos métricos completos.

1. Introducdo
O objetivo deste trabalho € enunciar e provar os seguintes resultados:

Proposicdo 1.1. Considere arbitrariamente M um espago métrico e (Xn)neN Uma sequéncia
em M. Entdo, as seguintes afirmac6es sdo validas:

a) Se (Xn)neN converge, entdo (Xn)neN € uma sequéncia de Cauchy.

b) Se (Xn)neN é um sequéncia de Cauchy, entéio (Xn)neN é limitada.
Proposicdo 1.2. A reta R e o espago euclidiano R» sdo espacos métricos completos.

2. Desenvolvimento

Definigdo 2.1. Uma métrica num conjunto M é uma fungdo d: M x M — R, que associa a
cada par ordenado (x, y) € M x M um numero real d(x, y) de modo que as seguintes

condigdes sejam satisfeitas para quaisquer X, y, z € M:
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1) d(x, x) =0,
i) d(x, y) >0 para qualquer x#y,

i) d(x, y) = d(y, x),
iv) d(x, z) <d(x, y) +d(y, 2).

Definicéo 2.2. Um espago métrico é um par (M, d) em que M é um conjunto arbitrario e d é

uma métrica definida em M.

Exemplo 2.2.1. A reta R € um espago métrico com a métrica
d(X’ y) :|X_y|’
para quaisquer X, y € R. As condi¢Bes necessarias para d ser métrica sdo facilmente

verificadas.

Exemplo 2.2.2. O espago euclidiano R ¢ um espaco métrico com qualquer uma das seguintes

métricas:
d(x, y) = V(X1 = y1)2 + - - - + (xn — ¥n)?,

dXy) = X1-y1l+---+Xn —ynl|

d(x,y) = max{Ix1 -yl ---.lxn —ynl},
para quaisquer X = (X1, ..., Xn), Y = (Y1, ..., yn) € R". A verificacdo de d ser métrica é trivial

para os itens (i), (ii) e (iii). Para o item (iv), ver Pagina 8 em [1].

Definig¢do 2.3. Uma sequéncia (Xn)neN hum espaco métrico M chama-se sequéncia limitada
guando o conjunto dos seus termos é limitado, isto €, quando existe ¢ > 0 tal que
d(Xm, Xn) < ¢,

para todo m,ne N.

Definicdo 2.4. Seja (xn)neN uma sequéncia num espago metrico M. Dizemos que:

limXn = a,
nN— oo
se para todo € > 0, existir nQ € N tal que
n>ng = d(xn, a) < e.
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O ponto a € M € chamado limite da sequéncia (Xn)neN € quando este existe dizemos

que a sequéncia é convergente em M e converge para a.

Exemplo 2.4.1. Seja a sequéncia de numeros reais (Xn)neN tal que xn = 1/n para

qualquer n natural. Vejamos que lim xn = 0. De fato, para todo ¢ > 0, tomando ng € N
e ng > 1/e, vemos que:

N>nN)=0<1/n< €= |1/In-0]<e= d(Xn,0) <e.

Portanto, a sequéncia (Xn)nheN converge pra 0.

Definicdo 2.5. Uma sequéncia (Xn)neN hum espagco métrico M chama-se sequéncia

de Cauchy, quando para todo € > 0, existe ng € N tal que:

m,n > ng = d(Xm, Xn) < &.

Proposicao 2.6. Considere arbitrariamente M um espagco métrico e (Xn)neN Uma sequéncia
em M. Entdo, as seguintes afirmacdes sdo validas:

a) Se (Xn)neN converge, entdo (Xn)neN € uma sequéncia de Cauchy.

b) Se (Xn)neN é um sequéncia de Cauchy, entdo (Xn)neN é limitada.
Demonstracdo: Considere uma sequéncia (Xn)neN €m M.
a) Suponha que lim xp = a, entdo dado € > 0, existe ng € N tal que

n>ng= d(Xn, a) <e/2.
Se tomarmos m,n > nQ teremos
d(xm, Xn) <d(Xm, a) + d(Xn, a) < &/2 + €/2 ==&.
Logo, (Xn)heN € uma sequéncia de Cauchy.
b) Temos por hipdtese que para todo € > 0, existe ng € N tal que
m,n > ng = d(Xm, Xn) <&,

Considere uma constante k € R, k> 0, tal que

k/2 = max{d(X1, Xn0 + 1), - - -, d(Xn0, Xn0 + 1), €},
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Logo, temos 0s seguintes casos:
Caso1l: m, n>nQ:
d(xm, xn) <e <k/2 <k.
Caso 2: m,n < ngQ:
d(Xm, Xn) <d(xXn, Xn0+1) + d(Xm, Xn0+1) < k/2 + k/2 = k.

Caso3:m>ng,n<ngQ:

d(xm, xn) < d(xn, Xn0+1) + d(Xm, Xn0+1) <k/2 + £ <k/2 + k/2 = k.
Caso4: m<ng,n>ngQ:

d(Xm, xn) <d(Xn, Xn0+1) + d(Xm, Xn0+1) <& + k/2 <k/2 + k/2 = k.
Portanto, existe k>0, tal que

d(xm, xn) <Kk,

para quaisquer m,n € N.

Defini¢do 2.7. Diz-se que um espago métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M € convergente.

Proposicdo 2.8. O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sdo
completos.

Demonstracédo: Suponhamos M e N completos e considere (zn)heN uUma sequéncia de

Cauchy arbitrariaem M x N tal que zn = (Xn, Yn), para cada n natural. Como as projecdes
pl:MxN—->Me p2: M XN — N,
sdo uniformemente continuas, obtemos que (Xn)neN e (Yn)neN sdo sequéncias de

Cauchy em M e N, respectivamente. Logo, existem

limXn = a,
nN— oo

talquea e M, e
limyn = b,

n— oo

tal que y € N.
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Assim para c=(a,b) € M x N, temos lim Zn = ¢ e portanto, é completo. Reciprocamente,
se M x N é completo, entdo fixando b € N, vemos que a aplicagdo x — (x,b) é uma
isometria de M sobre o subespaco fechado M x b € M x N. Segue-se da Proposicéo 6°

que M é completo. De modo anélogo, se verifica que N é completo.

Proposicdo 2.9. M1 x - - - x Mp é completo, se e somente se, M1, - - - , Mn sao
completos.
Demonstracao: Aplicando n-1 vezes a proposicao anterior, concluimos que
M1 X M2, M1 X M2 X M3, ..., M1 X - - - x Mp,
sdo completos desde que M1, - - - , Mp sejam completos. Reciprocamente, se 0 produto
cartesiano é completo, cada fator Mj é completo, por ser isométrico ao subespaco fechado
ag X - - Xaji-1 X Mj xaj41 x - - - X an,

contido no produto cartesiano.

Proposicao 2.10. A reta R ¢ o espago euclidiano R" sdo espagos métricos completos.
Demonstracdo: Inicialmente vejamos que R é um espago métrico completo. Seja (Xn)neN
uma sequéncia de Cauchy em R. Para cadan € N, tome
Xn ={Xxn, Xp+1, - - -},
logo:
X1D2X22X3D ---DXpd """
e Xp sdo todos limitados (xn)neN POIS € uma sequéncia de Cauchy. Tome an = inf(Xp),
logo
al <a2 < -+ <an<b=sup(Xp).
Assim, (an)neN < R € ndo decrescente e limitada, portanto

liman = a.
N—oo

Observe que

lim Xn =g,
N—oo

1 Proposicado 6, Pagina 184, Espacos Métricos, Elon Lages Lima.
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pois temos que a € limite de uma subsequéncia de (Xn)heN Se, € somente se, para
todo € > 0, xn € (a — &, a + €) para n arbitrariamente grande. Dado € > 0 e n1 € N,
como lim an = a, entdo existe m > n1 tal que:

am€(@a—s,atg)=>a—ec<am<a-+e.
Mas am = inf(Xm) e a + € > am implica que existe xn € Xm tal que

am < xp<a+e.

Assim, temos que
a—e<am<xn<a+te=>xpn€(a—g a+e).
Portanto, para todo € > 0, n1 € N existe
n>njtalquexn € (a—¢, a+eg).
Logo, a reta R ¢ um espago métrico completo e segue da proposi¢do anterior que o espago

euclidiano R» também é um espaco métrico completo.

3. Consideragdes Finais

Primeiramente, conseguimos perceber que a reta R ¢ um exemplo de espago métrico,
ou seja, o conceito estudado em Andlise Real é apenas uma parte de um conceito mais amplo,
que pode ser visto em Espacos Métricos. Consequentemente, a equivaléncia de convergéncia
e sequéncia de Cauchy em R, ndo ¢ obtida em qualquer espago métrico M, visto que nem toda
sequéncia de Cauchy é convergente. Por fim, foi apresentada a definicdo de espacos métricos
completos, que depende da convergéncia da sequéncia de Cauchy e visto que a reta R e o

espaco euclidiano R sdo espagos métricos completos.
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Resumo:

Neste trabalho analisou-se numericamente, através do método de diferencas finitas, um
modelo populacional do tipo Lotka-Volterra com difusdo. Do ponto de vista numérico,
utilizou-se o método explicito para a resolucdo numérica dos sistemas de equacles
diferenciais e 0 método de Liapunov, que consiste em analisar a estabilidade de sistemas de
equacdes diferenciais ordinarias, em torno da situacdo de equilibrio, quando submetidos a
perturbacgdes nas condi¢des iniciais. Os resultados numéricos evidenciaram a importancia dos
processos difusivos na evolucao e estabilidade de tais sistemas.

Palavras-chave: Método de diferencas finitas; Método de Lyapunov; Dispersao espacial.

1. Introdugao

Thomas Malthus assumiu que a variacdo do crescimento de uma populacdo era
proporcional a populagdo em cada instante, o que significava dizer que a populacéo
aumentava em crescimento exponencial no decorrer do tempo. Convencido de que o0 modelo
de crescimento de Malthus ndo era adequado para explicar a expansao demografica de um
pais, Pierre-Francois Verhust incorporou uma limitacdo ao modelo, de modo a reduzir a taxa

de crescimento e inibir o crescimento exponencial.
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Baseados em Malthus e Verhust, Alfred Lotka e Vito Volterra, nos anos de 1925 e
1926, respectivamente, propuseram modelos para a interacdo entre as espécies. Estes modelos
denominados modelos Lotka-Volterra foram as bases para os modelos que desenvolveram-se
para a descricdo da dindmica dos sistemas do tipo predador-presa, onde uma das espécies é
predadora da outra espécie (BOYCE, DIPRIMA, 1994).

Posteriormente, varios aprimoramentos foram implementados nesses modelos com o
objetivo de descrever sistemas predador-presa com caracteristicas especificas (HASTINGS,
1997). Atualmente modelos do tipo predador-presa sdo usados em vérias areas do
conhecimento, tais como em ciéncias bioldgicas e agrarias, em ciéncias econdmicas, em

ciéncias ambientais, em telecomunicaces, entre outras aplicacdes.

Uma critica as equagdes de Lotka-Volterra é que, na auséncia de predadores, a
populagéo de presas aumenta sem limites. Este problema pode ser corrigido ao se considerar o
efeito natural inibidor que o ambiente tem, devido as suas limitacdes, sobre uma populacao
crescente. Matematicamente, este efeito inibidor pode ser modelado por meio de um termo do

tipo Verhulst para a saturagéo da populacao de presas (SOBRINHO, 2015).

O objetivo desse trabalho é estudar o efeito de termos difusivos na dindmica das
populacdes. Realizaremos andlises numéricas da dinamica das populacbes e estudos da
estabilidade das populacdes de predadores e presas, quando processos difusivos espaciais

estdo presentes no sistema.

2. Procedimentos metodoldgicos

O método de Lyapunov, aplicado a um sistema de EDO’s, permite analisar a dinamica

e estabilidade do sistema em torno de um ponto de equilibrio. Inicialmente deve-se verificar

se 0 sistema, em torno de um ponto estacionario [In;}?n}, satisfaz as seguintes condicdes:
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Lim

X—Xg
Yy—=Yo

{parte ndo linear da EDO} 0. (1)

parte linear da EDO

A condigdo (1) garante que a dindmica do sistema de EDO’s é dominada pelos termos
lineares em torno do ponto de equilibro. Dessa forma, podem-se desprezar nesse entorno os
termos ndo lineares das EDO’s, obtendo-se o sistema linear equivalente (BOYCE, DIPRIMA,
1994).

Neste trabalho considera-se modelos com apenas duas espécies, uma espécie presa e a
outra predadora. Sejam as populacGes da presa e do predador, respectivamente, denotadas por
X(t) e y(t), no instante t. Modelando matematicamente a interacdo das espécies, considera-se
que na auséncia do predador, y(t) = 0, a populacdo de presas aumentara, sem nenhum tipo de
obstaculo, a uma taxa proporcional a populacéo atual, ou seja, com um termo da forma [ax(t)],
onde a é uma constante positiva. Por outro lado, considera-se que a caréncia de presas,
X(t) = 0, acarretara a extincdo da populacdo de predadores, devido a falta de alimento,
situacdo descrita por um termo da forma [—cy(t)], onde ¢ é uma constante positiva. Considera-
se também que o nimero de encontros entre as duas espécies € proporcional ao produto das
populacBes de cada espécie, ou seja, x(t).y(t). Estes encontros tendem a promover o

crescimento da populacdo de predadores e a inibir o crescimento da populacdo de presas.

. . N dy .
Assim, a taxa de crescimento da populacédo de predadores, d_)t/ , € aumentada por um termo da

forma [+y x(t)y(t)], enquanto a taxa de crescimento da populagéo de presas, % é diminuida

por um termo da forma [—a X(t)y(t)], onde o e y sdo constantes positivas. Também considera-
se um termo de saturacdo de Verhust na populagédo de presas x(t), ou seja, um termo do tipo
(-kx*) com k uma constante positiva. Enfim, termos difusivos D, e D, nas populacdes de
presa e predadores sdo acrescentados com o objetivo de descrever a dispersao espacial das
populagdes.

Em consequéncia dessa modelagem matematica, somos levados as equagfes do
modelo de Lotka-Volterra difusivo (LEWIS, MAINI, PETROVSKI, 2013):
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dx d?x
— =D, — +ax-kx* -ax
dt L dz? axy
(2)
dy d?x
—=D -CY+ ¥ XY ,
dt - zaze TN

onde &, C, K=al/k, D;, D,, o e yséo constantes positivas. A quantidade o é a taxa
intrinseca de nascimento de presas, C a taxa de mortalidade de predadores, K a taxa de
saturagdo da populagdo de presas, D, e D, séo as taxas de difusdo das populacBes de presas
X e de predadoras Y, respectivamente, enquanto « e y sao as taxas de interagdo entre
presas e predadores, respectivamente.

3. Resultados e Discussao

No modelo de Malthus as populag¢fes apresentam uma variagdo exponencial, isto é,
ndo ha limites para o crescimento exponencial, como pode ser visto pela figura 1. Esse
modelo é utilizado no crescimento de pequenas populagcdes em um curto intervalo de tempo,
como por exemplo: crescimento de bactérias.

10

D 1 1 1 1 1 t
0 2 < i a8 10

Figura 1: Representacdo do crescimento exponencial das populacdes descritas pelo modelo de Malthus, para
varias condices iniciais.
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No modelo de Verhulst as populacdes apresentam um crescimento logistico, quando
as populacbes crescem até um limite maximo sustentavel, isto é, as populagfes tendem a se
estabilizarem, que é visto na figura 2 para varias condic¢des iniciais. Note que as populactes
estabilizam-se no valor da taxa de saturacéo K.

0 =
Figura 2: Comportamento de populagdes do Modelo de Verhulst com saturagdo K e limiar T, para varias
condicdes iniciais.

Ja no modelo de Lotka-Volterra sem saturacdo as populacdes de predador e de presa
apresentam uma variacdo ciclica. Por outro lado, quando é acrescentado um termo de
saturacdo na populacdo de presas, verifica-se que esse modelo exibe estabilidade assintotica,
isto é, um estado de equilibrio assintotico (SOBRINHO et al., 2015).

Considere um sistema predador-presa sem processos difusivos D, =D, =0, descrito

pelas equacOes de Lotka-Volterra (2), com a seguinte parametrizacdo: a =1.0, ¢=0.75,
k=05, =05 e y»=0.5. Verifica-se que independentemente das condicdes iniciais
(indicadas na janela da figura 3), as populacGes de predador e presa tendem as populacdes de
equilibrio dadas por x=1.5 e y=0.5, como pode ser observado na figura 3 e na figura 4 (a).

Na figura 4 (b) consideram-se processos difusivos na evolugdo das populacbes de
predadores e presas. Quando D, =D, =1, observa-se que as popula¢des também atingem uma
estabilidade, porém com a populacéo de predadores menor, pois com a difusdo dos predadores
e da presa, uma situacao real, a predacdo fica mais esporadica, ja que ocorre menos contato
entre predadores e presas. A diferenca dos graficos pode ser observada na figura 4 (c), onde se
mostra a comparacao dos resultados numéricos com difuséo e sem difusao.

- 200 -



JOAO LUIS RODRIGUES PAIXAO
SimulagBes Numéricas da Difuséo em Sistemas Predador-Presa

cdoXey

Popula

P e e e

IR 2.0.‘\'(' 0.5

o o b = = 1, !-O-,"(, 1.0

— 0.9, y 0.5

N OViNLN N NN

frree e e 5, 0.5, y, =10

o = lha STRa NN

TR C S RS B PR SR 8

e e ® wpowyie S0 aite 8 aTY

T
P e e e e e e e s am e =

R e

- o e e S S S, e,

¢ S P e e e eh e s e an mm wm em e

P T o S

4P e e e B ommow wNwm N
GBS Eocmum e wal il SCTSe e A A e

e e o m e e me ee  L ww

....... . e e

B

Predador (y)

P

........ S I S ey

~ ——

P Bk A GG @ B e g e e e . w e ey

v e e e
e -~

~ v v L - -~
e -
~ ~ N .

b 0 ¢ o ¢ P P P e s e e w e e o e e e e =
PRI /A e

P R R T . I e S
.

P
e =

P R R I A

1
s
1
’
‘
‘
‘
¢
¢
'
.
v
v
'
L

P il i S
P ittt

04 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Presa (X)

Figura 3: Variacdo das populactes de predadores e presas no modelo de Lotka-Volterra com saturacdo nas
presas para varias condi¢des iniciais apresentadas.

Predador (y) - Presa (x) Predador (y) - Presa (x)
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Figura 2: (a) Variagdes das populacdes de predadores e presas para a condicdo inicial (0.5, 1.5). (b) Variagéo
das populacGes de presas e predadores com difusdo espacial para a condicéo inicial (0.5, 1.5). (¢c) Comparacéo e
sobreposicao dos resultados anteriores.
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4. Conclustes

Para esse estudo € importante conhecer a taxa de mortalidade da espécie predadora
(parametro c), a taxa de natalidade da espécie presa (parametro a) e a taxa de encontro das
espécies (pardmetro y). Uma razdo desfavoravel desses fatores, num dado intervalo de tempo,
pode levar uma populacdo a extingdo (SOBRINHO et al., 2015) Estudaram-se o0s
comportamentos assintéticos das populagBes descritas pelos modelos de Lotka-Volterra e
Lotka-Volterra com difusdo. Observou-se que é importante conhecer as taxas de difusdo das
espéecies. O efeito da difusdo espacial pode conduzir a espécie predadora a extincdo. Na
continuidade desse trabalho, pretende-se estudar sistemas mais complexos, tais como aqueles

que envolvem sistemas de dois predadores que competem por uma presa, por exemplo.
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Resumo:

O objetivo deste trabalho é abordar o Teorema do Valor Intermediério e algumas de suas
aplicacdes. Sabemos que esse teorema estabelece matematicamente o principio de que uma
funcdo continua definida num intervalo [a;b] ndo pode passar de um valor para outro sem
passar por todos os valores intermediarios. Sendo assim este trabalho visa enunciar e
demonstrar o Teorema do Valor Intermediario, bem como definir os resultados que
necessitaremos para tal. Além disso faremos trés aplicacfes deste teorema, a existéncia de raiz
para um polinémio de grau impar, a existéncia e unicidade da raiz n-ésima de um namero real
positivo e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em sua versao unidimensional.
Palavras-chave: Teorema do Valor Intermediario; Aplicacdes; Fungdo Continua.

1. Introducao

O Teorema do Valor Intermediario estabelece matematicamente o principio de que
uma fungdo continua definida num intervalo [a; b] ndo pode passar de um valor para outro
sem passar por todos os valores intermediarios, principio que é bastante plausivel. Sendo
assim neste trabalho abordaremos trés aplicacOes deste teorema, a existéncia de raiz para um
polindmio de grau impar, a existéncia e unicidade da raiz n-ésima de um ndmero real positivo
e 0 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em sua versdo unidimensional, conforme descritas

abaixo.
1. Sejam ay,aq, -+, a, € Rcoma, # 0 e o polindbmio p: R — R tal que
p(x) =ay+ a;x+ -+ a,x™,

para qualquer x € R. Mostraremos que se n € N for um nimero impar, entdo existe ¢ € R tal

que p(c) = 0.

2. Sejamn € N ea € R com a > 0. Mostraremos a existéncia e unicidade da Va.
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3. Seja f:[a,b] = R uma funcdo continua tal que f(a) < a e b < f(b). Mostraremos que

existe pelo menos um numero ¢ € R tal que f(c) = c.

4. Objetivos

O objetivo do nosso trabalho é abordar o Teorema do Valor Intermediario e algumas
de suas aplicac@es, assim como definir, os resultados que necessitaremos para demonstragéo e

aplicacdo deste teorema.

5. Resultados

Definicdo 1 Uma fungdo f: X — R, definida no conjunto X c R, diz-se continua no ponto a €
X quando, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que
xEX,|x—al<d=f(x)—f(a)] <e.

Definicdo 2 Diz-se que f:X — R é uma funcdo continua quando f é continua em todos os

pontos a € X.

Definicdo 3 Definimos a restricdo de uma funcdo f: X — C a um subconjunto A de X como

sendo a fungdo f|4: A — C tal que f|4(x) = f(x) para qualquer x € A.

Definicdo 4 Seja f: D c R — R. Dizemos que x € D é ponto fixo de f se f(x) = x.

Teorema 5 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f: [a, b] = R continua. Se
fla) <d < f(b),

entdo existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = d.

Demonstracéo 1. Seja

A={x€[ab]f(x) <d}

Observe que a € A, logo A # ¢ e comoA cC [a, b] temos que A é limitado. Assim,
tome ¢ = sup A emque ¢ € [a, b].

Se f(c) < d, entdo existe § > 0 tal que

Vx€labln(c—6,c+96)f(x)<d.
Escolha k € N tal que
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)
c+Ee[a,b]n(c—6,c+6),

logo

(+6)<d=> +6EA
flc P ct e .

. : 5 8
Assim chegamos num absurdo, pois ¢ = sup A4, c + o>cect € A.

Se f(c) < d, entdo existe § > 0 tal que
Vx€labln(c—6,c+96)f(x)>d.
Observe que ¢ — 6 < c, logo existe x' € A tal que ¢ — & < x' < c. Entdo, do fato de
x" € A obtemos quex’ € [a,b] e f(x") < d. Por outro lado x’ € [a,b] N (c —&,c + &), ou
seja, f(x") > d. O que é um absurdo, logo f(c) = d. Observe ainda que se ¢ = a ou ¢ = b,
entdo f(a) = d ou f(b) = d o que ndo possivel devido a hipotese.
Portanto, existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = d.

Evidentemente, o Teorema do Valor Intermediario vale também no caso em que

f(b) <d < f(a).

Corolario6 SeI c R éum intervaloe f:1 — R é continua, entdo f(I)é um intervalo.

Demonstracdo. Se f é constante, o resultado é ébvio. Do contrério, sejam
a = inff(I) = inf{f (x); x € I}

B = sup f(I) = sup{f(x);x € I}.

Podemos ter &« = —oo, se f for ilimitada inferiormente em I, ou f = +oo0, no caso de f
ser ilimitada superiormente em I. Provaremos que f(1)é um intervalo cujos extremos sdo « e
B.
Sejad tal que a < d < 3, pelas defini¢des de inf e sup existem a, b € I tais que
a<f(a) <d< f(b) <bh.
Pelo Teorema do Valor Intermediério existe ¢ € [a, b], desta forma c € I, tal que
f(c)=d.Logod € f(I)eassim (a,B) € f(I).
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Do fato de a ser o inf e 8 ser o sup de f(I), temos que nenhum ndmero real menor do
que a ou maior do que S pode estar em f(I).

Portanto, f(I) € um intervalo cujos extremos sdo « e f3.

Na demonstracdo do corolario, ndo fizemos nenhuma afirmagéo sobre os extremos do

intervalo f (1) pertencerem ou ndo ao intervalo. De fato, podemos ter

f) = [a Bl ouf() = (a p),ouf() = [ap)ou f(I) = (a,B].

6. Aplicacdes

Aplicacéo 1
Como aplicacdo mostraremos que todo polindmio p: R — R, de grau impar, possui
pelo menos uma raiz real.
De fato, seja
p(x) =ag+ ax + -+ ax™,
para qualquer x € R com n impar e a,, # 0.

Colocando a,,x™ em evidéncia temos que,

Vx € R x #0, p(x) = a,x" (% - ;—1 + ot 1).
Logo, se a,, > 0, entdo
lim p(x) = +ooe lim p(x) = —o0
X—+0co X——00

Sea, <0,entdo
Jim p(x) = —coe lim p(x) = +oo.
Diante disso e do fato de p ser continua, existem a, b € R tais que p(a) < 0 < p(b).
Assim podemos aplicar o Teorema do Valor Intermediario para a funcédo
Pliap):la, b] > R
x = p(x)

que é continua, logo existe ¢ € (a, b) tal que p(c) = 0. Portanto, existe ¢ € R tal que p(c) =
0.

Aplicacéo 2

Nesta aplicagdo mostraremos a existéncia de V/a paran € Ne a € R com a > 0.

De fato, considere a funcéao f: [a, +o) — [0, +o0), definida por
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flx) = x™

para qualquer x € [0, +o0). Observe que
a) féuma funcdo crescente, e portanto, fé injetora.

b) £(0) =0, lim f(x) = +o e f([0,+00)) é um intervalo de R, conforme Coroldrio
X—>4 00

6. Logo, sua imagem é um subintervalo ilimitado de [0, +0), contendo seu extremo
inferior, ou seja, £([0,+)) = [0, +0). Sendo assim, f é uma fungéo sobrejetora.
Portanto, f € uma fungdo bijetora e assim para todo nimero rela a > 0, existe um Unico

nimero real b > 0 tal que a = b™, logo b = Va.

Aplicacéo 3

Seja f:[a,b] = R continua tal que f(a) < a e b < f(b). Entdo, existe pelo menos
um numero c € [a, b] tal que f(c) = c.

De fato, defina ¢: [a, b] - R tal que

px) =f(x) —x
que € uma funcéo continua. Observe que,
p@=f(a)—a<0e b)) =f0b)-b=0.

Logo, ¢(a) <0 < @(b), entretanto, se ¢(a) =0 ou @(b)=0, entdo f(a) =a ou
f(b) = b. Neste caso, obtemos ¢ = a ou ¢ = b.

Por outro lado, se ¢(a) < 0 < ¢(b), entdo pelo Teorema do Valor Intermediario
existe ¢ € (a,b) tal que @(c) =0, ou seja, f(c) = c. Portanto, existe c € [a, b]talq que

f(c) =c.

O resultado que acabamos de provar é a versdo unidimensional do Teorema do ponto

fixo de Brouwer.

7. Consideracdes Finais

O proposito deste trabalho foi apresentar foi destacar e destacar algumas das
aplicacdes do Teorema do Valor Intermediario. Esse teorema é de facil entendimento e tem

grande utilidade em varias areas.
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Resumo:
O objetivo deste painel é apresentar dois enfoques de aprendizagem, instrucdo e

desenvolvimento mental: as Teorias de Skinner e de Gagné. Sabe-se que varias alternativas
metodoldgicas sdo constantemente testadas e os problemas persistem, o que fazer entdo?
Talvez saber mais sobre como os individuos aprendam, sobre como se da o desenvolvimento
mental de uma crianca, sobre modelos instrucionais., ou seja, saber mais sobre teorias de
aprendizagem, instrucédo e desenvolvimento mental seja um caminho.

Na abordagem de Skinner temos a teoria S-R (estimulo-resposta), suas aplicagdes e
implicacdes para o0 ensino e a aprendizagem, sempre visando o comportamento do individuo.
Além disso, discutimos a predicdo das relacdes entre as variaveis de "input" (estimulos) e de
"output™ (respostas), a teoria do refor¢o, dando enfoque aos seus principais pontos, exemplos
especificos de aplicacdo da abordagem skenneriana, a instru¢cdo programada e o método
Keller.

Na teoria de Gagné, nosso objetivo foi dar uma visdo geral da teoria e suas
implicacBes para 0 ensino e a aprendizagem, buscar relacionar e/ou unificar principios de
aprendizagem de modo a explicar fatos especificos observados. A aprendizagem segundo
Gagné é uma mudanga comportamental persistente e se distingue da maturacdo, com destaque
para a "teoria de pensamento e informagdo”. Além disso, Gagné mostra a distingdo entre
eventos externo e internos, na qual ele analisa em oito fases e as nomeia e identifica o
processo envolvido na mesma. Discutimos o tema tratado por Gagné de resultados da
aprendizagem, em que existem cinco categorias de capacidades humanas que podem ser
aprendidas:

1- Informacéo verbal
2- Habilidades intelectuais

3- Estratégias cognitivas
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4- Atitudes
5- Habilidades motoras

Finalmente, tratamos como Gagné V€ a instrucao e o papel do professor.
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Resumo:

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a resolucdo, em sala de aula, de um
problema do banco de questées da OBMEP, com a Estratégia de Resolucéo de Problemas em
forma de Trajetoria Hipotética de Aprendizagem. A proposta € mostrar as atitudes de um
hipotético professor na conducédo de alunos resolvendo tarefas de contagem, potencializando
boas situacdes de aprendizagem, levando em conta que, na maioria das vezes, a aula
expositiva ndo requer a participacdo ativa do aluno. No decorrer do trabalho, procurou-se
explorar todo o potencial que um problema possui, como instigar o interesse do aluno e
colaborar para que ele queira descobrir a resposta. Esse processo favorece que o aluno
construa seu proprio conhecimento, ndo deixando de lado a importancia do professor, pois ele
é 0 mediador, possibilitando uma maior interacdo entre o aluno e os conteidos propostos.

Palavras-chave: Estratégia de Resolucdo de Problemas. Trajetéria Hipotética de
Aprendizagem. Contagem. OBMEP.
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1. Introdugéo

Este trabalho é parte de uma monografia escrita no Curso de Especializacdo em
Educagdo Matemaética da UEL.

Este estudo foi planejado para “desmistificar” a dificuldade de interpretacdo dos
alunos quando se trabalha com problemas matematicos, mais especificamente, problemas do
banco de questdes da OBMEP.

Geralmente quando se fala em matematica, os alunos tém a concepcdo de que ndo
pode ser aplicada no seu cotidiano, vindo a fazer as seguintes perguntas: “para que aprender
iss0? Em que vou usar?” Muitas vezes o docente procura motiva-los tentando explicar a sua

aplicabilidade, dizendo que o mundo pode ser descrito por intermédio da matematica.
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A proposta e mostrar as atitudes de um hipotético professor na conducdo de alunos
resolvendo tarefa de contagem, potencializando boas situa¢des de aprendizagem, levando em
conta que, na maioria das vezes, a aula expositiva néo requer a participagéo ativa dos alunos.

No decorrer do relato explora-se o potencial que o problema possui, procura-se
instigar o interesse do aluno e colaborar para que ele queira descobrir a resposta. Esse
processo favorece que o aluno construa seu préprio conhecimento, ndo deixando de lado a
importancia do professor, pois ele é o mediador, possibilitando uma maior interacdo entre o
aluno e os conteudos propostos.

Foi desenvolvida uma tarefa a respeito de contagem, trabalhando o conceito de
nimero e &lgebra, retomando alguns contetdos ja estudados. Com a tarefa, buscou-se
trabalhar o conceito de sequéncia, por meio de Progressdo Aritmética (P.A.) e o conceito de

equacOes com duas variaveis.

2. Elementos Teoricos

2.1. A Estratégia de Resolucao de Problemas

Para comecar a falar de Resolucdo de Problemas, escolheu-se abordar de inicio a
trajetoria de dois matematicos que contribuiram para a evolucdo da ciéncia matematica, Pierre
de Fermat e Andrew Wiles. Seus caminhos se entrelagaram em decorréncia de um problema
gue desafiou os melhores matematicos por quase 400 anos.

Fermat nasceu no dia 20 de agosto de 1601, em Beaumont-de-Lomages, Franca, e
morreu no dia 12 de janeiro de 1665 em Castres, Franca. Foi um matematico amador que
resolvia problemas, estudando uma reescrita da “Aritmética'l”, de Diofante. Uma coOpia dessa
obra foi apresentada a Fermat, nela havia 1000 anos de conhecimentos matematicos. Ele
estudava os problemas e suas solugdes. Além de resolvé-los, elaborava outros para melhor
entendé-los e assim enfrenta-los.

Wiles, nascido em 1963, desde os 10 anos era deslumbrado pela
Matematica. Ele gostava de resolver problemas na escola, também os levava para casa e
criava outros. Frequentava muito a biblioteca local em Cambridge, Inglaterra, onde

encontrava os melhores problemas.

1 Aritmética € um dos livros de Diofante de Alexandria sobre teoria dos nimeros, no qual o autor foi
Gltimo heréi da matematica grega.
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Singh (2014) relata que Wiles conheceu o teorema de Fermat no momento
em que voltava da escola, quando resolveu passar em uma biblioteca pequena da Rua Milton,
onde havia muitas cole¢cdes de livros sobre enigmas, charadas cientificas e problemas
matematicos. Esses livros atraiam sua atencdo. Nesse dia, ele viu um livro que tinha apenas
um problema e nenhuma solucéo.

O problema consiste na seguinte igualdade:

x™+y" =z"  para nmaior do que 2.

O teorema de Fermat é um problema aparentemente simples. Wiles disse, em uma
entrevista, que, quando viu o Ultimo Teorema de Fermat pela primeira vez, ainda crianca,
aquele problema tornou-se sua grande paixao.

Pereira (2002) enfatiza que o Teorema de Fermat tornou-se importante pelo fato de
que, ao tentar resolvé-lo, criaram ideias novas, obtendo grandes avancos em inimeros campos
da Matematica, entre eles a Teoria dos Numeros e a Geometria.

Com essa breve historia, pode-se verificar a importancia dos problemas na
Matematica. Uma das propostas da Educacdo Matematica é a implementacdo da Resolugéo de
Problemas com os alunos da Educacdo Bésica. Este trabalho utiliza essa estratégia em
Trajetorias Hipotéticas de Aprendizagem?.

Allevato e Onuchic (2008), estudiosas da estratégia de Resolugdo de Problemas,
mencionam Polya e o seu livro “A arte de Resolver Problema” que foca a importancia de
conduzir o aluno a pensar por intermédio de resolu¢do de problemas, todavia “uma grande
descoberta resolve um grande problema, mas hd sempre uma pitada de descoberta na
resolugdo de qualquer problema. Em 1949 ele escreveu que resolver problemas é realizagdo
especifica da inteligéncia e que, se a educagdo ndo contribui para o desenvolvimento da
inteligéncia, ela esta obviamente incompleta” (Polya apud Allevato e Onuchic 2008, pag. 3).

Para Polya, resolver problema

é encontrar os meios desconhecidos para um fim nitidamente imaginado. Se
o fim por si s6 ndo sugere de imediato 0s meios, se por isso temos de
procura-los refletindo conscientemente sobre como alcancar o fim, temos de
resolver um problema. Resolver problema é encontrar um caminho onde
nenhum outro € conhecido de antemé&o, encontrar um caminho a partir de
uma dificuldade, encontrar um caminho que contorne um obstéculo, para
alcancar um fim desejado, mas ndo alcancdvel imediatamente, por meios
adequados (Polya apud Krulik 1997, p4g. 1 e 2).

2 Trajetdria Hipotética de Aprendizagem THA — Um modelo apresentado pelo pesquisador americano
Martin Simon em 1995, tendo como base a reconstrucdo das praticas matematicas construtivistas
(MENOTTI 2014, p4g.12).
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E importante fazer uma reflexdo a respeito do que seja um problema. Para Pereira,
problema

€ 0 meio pelo qual a Matematica se desenvolve, ou seja, o “alimento” da
evolucdo matematica. Um problema tem seu grau de importancia
relacionado a quantidade de ideias novas que ele traz a matematica e 0 quao
ele é capaz de impulsionar os diversos ramos da Matematica — sobretudo
aqueles em que ele ndo esté diretamente relacionado (Pereira 2002, pag. 3).

Segundo o mesmo autor, qualquer situagdo que necessita ser explorada de modo que
busque informagBes matematicas desconhecidas, na qual o individuo se dedique com o intuito
de resolver ou criar uma demonstracdo de uma solucdo Matematica, € um problema
matematico.

Inspirado nessas concepcdes, o educador pode incentivar os aprendizes a explorar
situacBes para que comecem a pensar e desenvolver as ideias com o propdsito de procurar
uma solucdo Matematica, trabalhar de forma que os encoraje a resolver problemas de todos os
niveis.

O professor pode conduzir a turma com problemas simples no primeiro momento.
Quando os discentes comecgarem a organizar as ideias e tiverem uma melhor familiaridade
com a aula de resolucdo de problemas, poderdo ser aplicados problemas ndo rotineiros ou
quebra-cabecas, com isso o0s alunos poderdo melhorar a argumentacdo Matematica.

Uma estratégia de Resolucdo de Problema consiste em formular hip6tese para
solucionar alguma situacdo. Para que possamos "fazer" Matematica, utilizamos informacdes e
dados e, por meio de hip6teses, podemos chegar a um possivel resultado. Ao nos depararmos
com um problema é preciso coletar todas as informacdes nele contidos e, em seguida,
determinar uma estratégia que possa resolvé-lo.

E sabido que existem varios caminhos para chegar a uma resolugio. No momento em
que o docente escolhe um problema, ele pode identificar de que tipo ele é: repetitivo, simples,
nédo rotineiro ou quebra-cabecas. O aluno, ao se deparar com esse problema, elabora uma
estratégia para poder soluciona-lo. O estudante deve respectivamente compreender, planejar,

analisar, coletar dados e finalmente resolver o problema.
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2.2. Trajetoria Hipotética de Aprendizagem

O ensino da Matematica trabalhado por meio da estratégia de Resolucdo de Problemas
permite diversas formas de abordar contedos matematicos, podendo assim explora-los por
meio de diferentes caminhos.

O papel do educador é ser mediador, ter como meta auxiliar os alunos no processo de
ensino e de aprendizagem. A Trajetdria Hipotética de Aprendizagem é uma possibilidade que
pode ajudar o professor no planejamento de sua aula.

Para Menotti (2014), as Trajetérias Hipotéticas de Aprendizagem vém se propagando
no Brasil, é figura de estudos realizados por Martin Simon, conduzindo uma grande
expectativa, no meio dos educadores, na dire¢do do processo de ensino e de aprendizagem do
ponto de vista construtivista.

Uma das principais fungdes do professor € planejar suas atividades, e estas resultardo
em boas situacdes de aprendizagem.

Durante o desenvolvimento de atividades pelos professores, um objetivo
inicial planejado, geralmente, deveria ser modificado muitas vezes (talvez
continuamente), durante o estudo de um conceito matematico particular.
Quando os alunos comegam a comprometer-se com as atividades planejadas,
os professores deveriam “comunicar-se” com as observagdes dos alunos, nas
quais eles formatam novas ideias sobre esse conceito. Assim, o ambiente de
aprendizagem envolveria resultados da interacdo entre o professor e 0s
alunos e 0 modo como eles se engajam em um contetido matematico (PIRES
2009, p. 154 e 155).

Estando os alunos empenhados nas atividades planejadas, se acontecer algo que o0s
desestimule, o educador precisa intervir. Quando isso ocorrer, “o professor necessita de
conhecimentos e teorias que Ihe sirvam de embasamento para construcdo de sua pratica de
aula” (Menotti 2014, p. 18).

Simon afirma que, em suas experiéncias, a discussdo na sala de aula o
impulsionou a reexaminar diversos conhecimentos para favorecer a
elaboragdo do seu “mapa conceitual” e destaca que o termo “mapa”, nesse
contexto, é usado para enfatizar que o conhecimento do professor serve
como um mapa que traduz como ele se empenha na construcdo da
compreensdo dos alunos e identifica o potencial de aprendizagem (PIRES
2009, p. 155).

Simon, apud Pires (1995), descreve que, na qualidade de professor, ha dois eventos
importantes no ambito do ensino. No primeiro momento, ele fala do seu ponto de vista, 0s

saberes matematicos dos discentes estdo sustentados pelo saber matematico do docente em
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questdo. Simon observou que o interesse pelo entendimento matematico dos discentes e sua
percepcao das ideias Matematicas envolvem interconexdes.

Rosenbaum (2010), Coll e Solé (2009) especulam que, no momento em que o
professor ajuda os alunos, eles aprendem e constroem seu conhecimento, porém o docente
precisa atender todas as necessidades dos educandos, conduzindo-os as aprendizagens,

independentemente de como vai auxilia-los, podendo variar na quantidade, tipo e qualidade.
Figura 1 — Ciclo de ensino de matematica abreviado

Conhecimento

do profassor meee—————p> Trajetoria Hipotética de Aprendizagem

Objetivos do professor para a
aprendizagem dos alunos

|

Plano do professor para
atividades de ensino

|

Hipoteses do professor sobre o
processo de aprendizagem dos alunos

Avaliacao do ¢ Realizacao interativa
conhecimento dos alunos das atividades de sala de aula

Fonte: SIMON, (1955 apud PIRES, 2009 p.156).

Em concordancia com Simon, ao observar que tudo parte do nivel de conhecimento do
professor, ndo basta ter apenas conhecimento, mas sim objetivos para a aprendizagem do
aluno, e, ao planejar as atividades de ensino, criar novos desafios para os alunos, com isso

eles comecam a formular conjecturas conseguindo resolvé-las.

Cabe ao professor mediar o processo, avaliando e retomando as tarefas
desenvolvidas e se necessario realizar as formulagfes necessarias para que
0s objetivos iniciais possam ser alcancados ou até mesmo alterados. Os
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alunos formulam suas hip6teses de maneiras diferentes, pois sao pessoas
diferentes com conhecimentos diferentes, cada um apropria-se do
conhecimento em seu tempo e de maneira gradativa. O professor deve estar
preparado para reformular uma THA sempre que verificar que seus alunos
estdo apresentando dificuldade em compreender algum conceito abordado
(MENOTTI 2014, p. 21).

A Trajetoria Hipotética da Aprendizagem possui trés componentes, que sao:

1- o objetivo do professor com dire¢des definidas para a aprendizagem de
seus alunos;

2- as atividades de ensino;

3- 0 processo hipotético de aprendizagem (uma suposicdo de como o
pensamento e o entendimento dos alunos serd colocado em agdo no
contexto de aprendizagem das atividades) ( PIRES 2009, p. 157).

Figura 2 — Trajetoria Hipotética de Aprendizagem

Trajetoria Hipotética de Aprendizagem

Objetivos do professor para a
aprendizagem dos alunos

l

Plano do professor para
atividades de ensino

I

Hipoteses do professor sobre o
processo de aprendizagem dos alunos

Fonte: SIMON, (1955 apud PIRES, 2009 p.157).

De acordo com a mesma autora, a nocao de trajetoria hipotética de aprendizagem, para

pressupde a importancia da relacdo entre a meta pretendida e o raciocinio
sobre decisGes de ensino e a hipoOtese sobre esse percurso. Para ele, o
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desenvolvimento de um processo hipotético de aprendizagem e o
desenvolvimento de atividades dessa aprendizagem tem uma relacdo
simbdlica. A geracdo de ideias para atividades de aprendizagem é
subordinada a hip6tese do professor sobre o desenvolvimento do pensamento
e aprendizagem de seus alunos. A escolha da palavra “trajetéria” ¢é
significativa para designar um caminho (PIRES 2009, p. 158).

Simon fez uma simulacdo de como seria uma trajetéria hipotética:

Facamos uma analogia: considere que vocé tenha decidido viajar ao redor do
mundo para visitar, na sequéncia, lugares que vocé nunca tinha visto. Ir para
a Franca, depois Havai, depois Inglaterra, sem uma série de itinerario a
seguir. Antes, vocé adquire conhecimento relevante para planejar sua
possivel jornada. Vocé faz um plano. Vocé pode inicialmente planejar toda a
viagem ou uma Unica parte dela. Vocé estabelece sua viagem de acordo com
seu plano. No entanto, vocé deve fazer constantes ajustes, por causa das
condicBes que ird encontrar. Vocé continua a adquirir conhecimento sobre a
viagem e sobre as regides que vocé deseja visitar. Vocé muda seus planos a
respeito da sequéncia do seu destino. VVocé modifica o tamanho e a natureza
de sua visita, de acordo com o resultado da interacdo com as pessoas no
decorrer do caminho. VVocé adiciona os destinos a sua viagem e que ndo
eram de seu conhecimento. O caminho que vocé utilizard para viajar é sua
“trajetoria”. O caminho que vocé antecipa em algum ponto € a sua “trajetoria
hipotética” (SIMON apud PIRES 2009, p. 158).

Menotti (2014) ressalta que é obrigacdo do professor assentar 0s minimos detalhes
com relacdo aos conhecimentos matematicos, a trajetoria de sua obra e, com isso, poder
contribuir na formacdo de seus alunos, saber 0 momento de atuar para poder revisar seu
trajeto. Resumindo, cabe ao professor decidir uma Trajetéria Hipotética de Aprendizagem a
partir das observaces e interagdes que estara realizando a respeito das tarefas dos alunos, seja
individual ou coletivamente, e, ao desenvolver a tarefa, fazer uma retomada de decisGes para
uma melhor reflexdo sempre que for necessario. E, ao Planejar, os resultados obtidos podem
ser diferentes, ou ndo, dos apresentados no inicio.

O professor deve ensinar o aluno a aprender a aprender. Nesta perspectiva,
os alunos sdo aprendizes ativos que constroem o proprio conhecimento. A
autora critica a concepcdo errbnea da teoria construtivista: quando
professores abandonam os alunos a prépria sorte ao acreditarem que se
“ajudarem” os aprendizes estara dando pistas ou respostas que deveriam ser
conquistadas pelos alunos. Ndo podemos refutar tal informacéo, porém o
professor deve perceber em que ocasido intervir para ndo perder o momento
da aprendizagem. Assim como é importante que o professor perceba em que
momento deve adaptar a atividade a um grau de dificuldade maior ou menor
dependendo do desenvolvimento e compreensdo dos aprendizes (MAURI
apud ROSENBAUM, 2010, p. 23 e 24).
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Ao iniciar uma aula, o professor deve analisar o nivel de conhecimento de seus alunos
podendo, assim, estudar detalhadamente os objetivos de aprendizagem, contribuindo com o
desenvolvimento de suas situacGes por meio do processo hipotético de aprendizagem, que, no
momento que o aluno desenvolver suas tarefas, deixara de ser hipotético.

Se necessario, durante a trajetoria, o professor realiza adaptacdes gerando
um novo objetivo, podendo propor outras tarefas ou usando as mesmas, para
desenvolver as hipoteses do processo de ensino por parte dos alunos, que
realizam as tarefas. O processo ndo para, sendo possivel a reconstrucao e
ressignificacdo do conhecimento e da aprendizagem (MENOTTI 2014, p.
23).

Pires (2009) descreve detalhadamente algumas observagdes de Simon (1955) no que
se diz respeito aos dominios do conhecimento do professor, a ligacdo da trajetoria hipotética
de aprendizagem e o convivio com o0s alunos. Isso contribui para um melhor diagnéstico

visando o ensino e o conhecimento matematico do docente, como mostra a Figura 3.

Figura 3 — Dominios do conhecimento do professor, trajetdria hipotética de aprendizagem e
interages com os alunos

Hipéteses do
professor sobre
o conhecimento
dos estudantes

Conhecimento de
Matematica do
Professor

Objetivos de
aprendizagem‘
do professor

Teorias do —
professor sobre
ensino-aprendizagem

Conhecimento
de atividades
matematicas e

representagao
do professor

Hipdteses do
professor sobre
0 processo de
aprendizagem

Conhecimento do
professor da
apiendizagem uos
alunos de um
dado conteddo

Avaliag@o
do conhecimento
dos alunos

Fonte: SIMON, (1955 apud PIRES, 2009 p.159)
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3. Apresentacao da Trajetoria

Na maioria das vezes os educadores fazem questionamentos sobre como fazer uma
abordagem matematica, procurando interagir melhor com seus alunos buscando proporcionar
uma aula que possa contribuir para a construcdo do conhecimento.

Por meio da questdo procurou-se exemplificar como o docente pode interferir no
desenvolvimento da tarefa, introduzindo novos conceitos matematicos, para que os alunos

possam construir seus conhecimentos e dar sentido a eles.

3.1 Trajetoria: Termos Esquecidos da P.A.
O professor entrega uma cdpia da tarefa para cada grupo de alunos e pede que fagam

uma leitura do problema.

TERMOS ESQUECIDOS DA P.A3

Uma progressao aritmeética, costumeiramente chamada de P.A., € uma sequéncia
em que cada termo, a partir do segundo, € igual a soma do termo anterior com um
valor fixo r chamado diferenga comum ou razdo da progresséo. Por exemplo, a

sequéncia abaixo € uma progressao aritmética com termo inicial 3 e diferenca
comum 4.

a, = 3,4, =7,ay-11,a, = 15,a; = 19,a, = 23,a, = 27,a; = 31,a; = 35, ...

Veja que estamos denotando o numero da posi¢ao i pelo simbolo a;.

a) Se o primeiro termo de uma progressdo aritmética € 2 e sua diferenca
comum é 3, qual é o valor do quarto termo?
b) A professora de Jodo pediu que ele calculasse o décimo primeiro termo de
uma progressao aritmética. Infelizmente ele esqueceu qual era o termo inicial
e a diferenca comum. As Unicas informacdes das quais ele lembrava eram:
a, +a; +a, = 207

a; +a; +a, + ag+ ag+ a;y +ay; =553

Quanto vale o décimo primeiro termo?

Tiago*: Por onde podemos comecar? Professor, ja estudamos sequéncia, e lembro
que vocé comentou na aula passada que iamos comecar a estudar Progressdo
Aritmética.

Professor: Entdo esse problema é sobre P.A.?

8 Tarefa retirada do Banco de questfes 2015 — Nivel 3 .

4 Os nomes utilizados nas trajetdrias contidas nesses relatos séo ficticios.
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Pedro: No enunciado esta dizendo que P.A. é uma sequéncia.
Professor: Sim.
Pedro: Entdo ja sabemos alguma coisa a respeito disso.
Professor: Estudamos, sim, Pedro, mas trabalhamos apenas a definicdo de
sequéncia. Progressdo Aritmética é um caso particular de sequéncia.
O Professor retoma a defini¢do de sequéncia:

Uma sequéncia ou sucessdo de ndmeros reais € uma funcdo definida em

N*= {1,2,3,4,5,...} e tomando valores no conjunto dos nimeros reais.
f:N*— R
Vanessa: Ah sim, agora lembro quando vocé apresentou essa definicao...
Professor: O que mais diz o enunciado?

Carla: Que uma P.A. é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, €
igual & soma do termo anterior com um valor fixo + chamado de diferenga comum

ou razdo da progressao.

Professor: Isso mesmo Carla, entdo, o que esta contido no enunciado é uma forma
de definir P.A.: que € uma sequéncia e que, a partir do segundo termo, tem um
valor fixo chamado raz&o ou diferenga comum, certo?

Tiago: Isso professor, também tem um exemplo, mas nédo entendi.

Professor: Serd que sé vocé, Tiago, ou mais alguém ndo entendeu o exemplo
citado na tarefa?

Maria Isabel: Professor! Ainda tenho muita divida de como e por onde comecar a
resolver essa tarefa.

Professor: Acompanhe a explicacdo, assim podemos analisar 0 que esta
acontecendo:

a; = 3,a, = 7,a3-11,a, = 15,a; = 19,a, = 23,a, = 27,a; = 31,ay = 35, ...
Aqui esta dizendo que o primeiro termo € igual a 3 e tem uma razdo igual a 4 e

somando quatro ao termo inicial obtemos o segundo termo com valor 7.
Pedro: Sim, professor, vejo que o termo inicial é 3 e que a diferengca comum é 4,

consegui entender.

Professor: Vejo que vocés ja estdo entendendo o enunciado, agora vamos tentar
resolver a alternativa a.

Carla: Professor! Olha, a primeira pergunta desse problema esta dizendo que o
termo inicial é 2 e a diferenca comum é 3.

Professor: Certo, todos entenderam.

Alunos: Sim!

Professor: Entéo, o que vocés devem fazer para resolver?

Pedro: Achar o valor do quarto termo.

Professor: Como vocés podem fazer isso?

Jean: Achar o primeiro termo e a partir disso somar a raz&o.

Professor: E agora?

Gabriele: Professor! Acho que resolvemos.

Professor: Entdo explica como voceés fizeram, Gabriele.
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Gabriele: Professor, como o primeiro termo € 2, somei com 3 que ¢ a diferenca
comum.

Professor: Sim.

Gabriele: Achei que o segundo termo € igual a 5, como estd pedindo o quarto
termo, somei mais 3 no segundo termo chegando no valor 8, terceiro termo,
adicionando mais 3 chego ao valor 11.

Professor: Mostra para seus amigos como vocé fez

Gabriele mostra seus calculos para 0s amigos.
a, =2er=3

a, = a, +

3=5

a; =a, +3 =28
a, =a; +3 =11

A turma co
novamente.

Professor: 1sso mesmo, Gabriele, todos chegaram ao mesmo resultado.

Alunos: Sim, professor, chegamos.

Professor: Vocés viram como néo foi tdo dificil resolver.

Jean: Professor! N&o acabamos ainda, tem a alternativa b.

Professor: Como podemos "atacar™ essa questao?

Gabriele: Professor, vejo aqui que tem pouca informacao nesse enunciado, e fala
que a professora pediu que Jodo calculasse o décimo primeiro termo de uma P.A.,
certo?

Professor: Sim.

Gabriele: Entdo, ele ndo conseguiu pegar todas as informacgdes que a professora
passou.

Maria Isabel: Ndo vamos conseguir resolver, ndo tem todas as informacdes no
problema para poder resolver.

Professor: Sera que essas informacbes ndao sdo o suficiente para resolver a
questao?

Vanessa: Como assim? Olha aqui, tem apenas o quarto termo somando o sétimo e
0 décimo igual a duzentos e sete, falta o primeiro, segundo, terceiro, quinto,
oitavo e nono, fora a outra soma que esta faltando também. Como resolver isso?
Professor: Como podemos resolver? Boa perguntal

mecou a se dispersar e o professor pediu que eles fizessem a leitura do enunciado

Pedro: Mas, professor, olha aqui, ndo consigo entender.

a, +a; +aq; = 207

a; +ag +a; +az+ag+ayy+ay =553

Tiago: N&o sei também.

Professor: Vamos rever a definicdo: Progressdo Aritmética (P.A.) é toda
sequéncia de nimeros na qual cada termo, a partir do segundo, é igual a soma do
termo anterior com um valor fixo » chamado razdo ou diferengca comum da
progresséo.

Todos: Sim.
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Professor: Entdo, quando falamos que € uma P.A., 0 que esses termos tém em
comum?

Carla: N&o consigo identificar as semelhancas.

Jean: Também néo.

Professor: Pensam no que acabamos de fazer na questdo anterior.

Maria Isabel: Mas na outra questdo tinha o primeiro termo, diferente dessa e, a
diferenca comum que também nao aparece nessa P.A.

Professor: Sera que nao?

Tiago: N&o. Olha, ndo temos o primeiro termo, como podemos achar o valor da
razdo e resolver esse problema?

Professor: Vamos prestar atencdo no enunciado da tarefa, & fala que a professora
pergunta o valor do décimo primeiro termo de uma P.A., e que Jodo esqueceu
alguns termos, porque quando a professora ditou ele estava distraido.

Vanessa: E verdade, mas como podemos descobrir o valor do termo inicial e a
razao?

Tiago: Sera que podemos trabalhar com incognitas.

Professor: Podemos?

Tiago: Creio que sim, contudo ndo consegui verificar ainda onde posso coloca-las.
Professor: Serd que posso fazer isso? N&o temos o valor do primeiro termo e vocé
falou que podemos usar incognita, ele pode valer x. O que os outros acham?

Alunos: Sim.

Professor: Entdo tentem, mas vocés ja conseguiram um suposto valor para o
primeiro termo e o valor da razdo? Qual é?

Vanessa: N&o consegui visualizar ainda professor.

Professor: Seus colegas disseram que, como nao tem o valor do primeiro termo,
eles podem chama-lo a x.

Vanessa: Entendi, mas qual seria o valor da razdo, também n&o temos o valor
dela, ah ja sei! Podemos falar que a razéo vale um valor r também.

Professor: Pode sim, mas como vocés comecariam a resolver a questdo? Temos
que achar o valor do décimo primeiro termo.
Jean: Professor, quando resolvemos a primeira pergunta do problema, vimos que,
para achar o segundo termo, somamos 0 primeiro com a razdo, sera que nesse
caso pode dar certo?
Professor: Creio que sim. Por que ndo tentam?

Apos alguns minutos.
Gabrielle: Professor! Consegui fazer, sera que esta certo?
Professor: O que vocé fez, Gabrielle?
Gabrielle: Como o termo inicial vale x, para achar o segundo adiciono o valor da

razao e obtenho o valor x + +, terceiro termo x + 2+, vou adicionando o valor da

razdo em cada termo até chegar ao décimo primeiro que € o desejado.
Professor: 1sso mesmo mostre no quadro como voceé fez.
Gabrielle mostrou todos os célculos.
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a,=x, a,=x+r, az=x+2r, a,=x+3r,
a:=x+4r, a,=x+5r, a,=x+6ér, az;=x+7r
az;=x+8r, a,,=x+9r, a, =x+10r.
Professor: Isso mesmo. O que pode ser feito para resolver o problema? Porque, se
vocés analisarem, a Gabrielle ndo conseguiu calcular e chegar a uma resposta,
porém expOs uma estratégia Util para tentarmos encontra-lo.
Thiago: O que pode ser feito agora, ndo consigo entender.
Professor: Vamos verificar quais sdo as informagdes que o problema nos traz.
a, +a; +aq; = 207
a; +ag +a; +az+ag+a, +ay =553
Professor: Vocés conseguem perceber alguma relacéo, e colocar em prética junto
com a forma que Gabrielle escreveu os termos?
Carla: Também conseguimos chegar num resultado igual, e analisando a pergunta
descobrimos quanto vale o quarto termo, sétimo termo e décimo termo, a partir
disso, substituimos e obtivemos o seguinte resultado.
Na primeira expressao:
x+3Ir+xt+or+x+ 9= 207
€,
x+4r+x+5r+xt+eor+x+7r+x+8r+x+ 9+ x+ 10r =553
na segunda expressao.
Professor: 1sso mesmo! Como podemos resolver essas equagdes?
Tiago: Somamos todos os valores de x e todos os valores de r.

Professor: I1sso, meus parabéns, o que mais?

Vanessa: Depois que achar todos os valores, vamos chegar a um sistema com duas
incégnitas.

Professor: Sim, vocés ja estudaram sistema de equagfes com duas incognitas.
Carla: Ja sim, professor! Mas analisando aqui, ndo vamos chegar a resposta.
Vamos achar apenas o valor do termo inicial e da diferenca comum.

Professor: Sim, verdade! Entédo, calculem, por favor.

Pedro: Ja calculei.

Professor: Como vocé fez os célculos, Pedro?

Pedro: Assim.

Pedro mostrou uma folha de caderno para o professor com todos os célculos.
{3x + 18y = 217
7x + 49y = 553
207 —18r
x= 3 =69 —6r

7(69 —67r)+49r =553 = 483 —42r +49r =553 = 7r=70 =r=10

Substituindo o valor de + na primeira equagédo, temos:
¥xr=69—6r = x=69—-60 = x=9
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Professor: Isso mesmo, Pedro! Alguém mais conseguiu resolver e achar o
resultado?
Jean: Eu, mas ndo estou muito confiante, professor.
Professor: Qual foi sua resposta?
Jean: Termo inicial 9 e razéo 10.
Professor: Todos conseguiram achar o mesmo valor?
Gabrielle: Eu ndo, mas o Jean ja mostrou onde errei.
Professor: Entdo, o que vocés acham, ja terminaram de resolver o problema?
Pedro: Né&o!
Professor: O que esta faltando?
Maria Isabel: Achar o valor do décimo primeiro termo.
Professor: Que célculo pode ser feito para achar o valor? Alguém tem alguma
ideia?
Pedro: Olha! Revisando minha conta vi que o décimo primeiro termo é igual ao
primeiro termo mais dez vezes a razdo.
Professor: E ai, pessoal, sera que Pedro esta certo?
Vanessa: Esta sim, professor, ja fiz até os calculos.
Professor: Entdo mostra.
Vanessa mostra como ela resolveu.
a;; =x+10r = ayy =9+10.10 =109

Professor: Alunos, o valor do décimo primeiro termo € 109, todos concordam?
Todos: Sim.

Professor: Néo foi tdo dificil resolver o problema.

Jean: Tem razdo, professor.

Professor: Beleza pessoal, por hoje é s6. Estdo todos dispensados.

Neste trabalho, muitos desses comportamentos foram realmente apresentados por alunos
numa aplicacdo piloto dessas tarefas. A aplicacdo foi feita em duas turmas de 8° ano de um
colégio estadual de Londrina, com aproximadamente 35 alunos cada turma. Em suma, as

reacOes dos alunos hipotetizadas nessas trajetorias sdo em parte reais e, em parte, imaginadas.

4. Consideracdes Finais

Este trabalho permitiu vislumbrar o desenvolvimento de outras estratégias em sala e
perceber que € possivel aos alunos estudar matematica de forma prazerosa. Muitas vezes eles
vao encontrar obstaculos ao resolver alguns problemas, mas, se persistirem, os alunos podem

conseguir resolver a tarefa proposta.

O trabalho de estudar e o exercicio da construgdo das trajetorias foi muito significante.

Nesse tempo pode-se refletir melhor sobre o papel do docente na sala de aula, pois organizar
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essa trajetoria foi uma quebra de paradigma, ainda mais depois de ter inserido um problema
na sala de aula e ver como é gratificante os alunos organizar suas ideias.

Depois, comecar a refletir sobre a relagdo professor/aluno, em que, muitas vezes o
professor se coloca no lugar dos alunos, tentando buscar alternativas para suprir as davidas
deles, sem deixar de ser conciliador buscando possibilidades para suprir todas as dificuldades
do colegiado, e também na relacdo aluno/aluno, pois eles comecam a trocar ideias acerca do
contelido estudado, o que os deixa mais proximos e menos individuais, pois comecam a
trabalhar em equipe.

A trajetoria apresentada pode contribuir para fazer com que os professores percebam
como suas acgOes e perguntas podem conduzir os alunos a compreender, organizar seu
pensamento, estabelecer planos para solucionar o problema, podendo refletir, conjecturar e
tomar decisGes no momento propicio, e perceber que a participacdo é indispensavel no
processo de aprender.

Menotti (2014, p. 149) salienta que “ao aluno ¢ permitido buscar novas resolucdes, em
especial, que sejam de sua autoria. Contrapondo resolucdes mecanizadas, prontas e acabadas,
as ideias dos alunos para a resolug¢ao do problema devem ser aproveitadas e valorizadas”.

E importante que o docente conheca bem seus alunos, e para atingir seu objetivo, ao
elaborar as tarefas elas precisam ser bem definidas, por meio de situacdes desafiadoras,

precisam ser claras aos olhos dos resolvedores para ndo desmotiva-los.
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UMA TAREFA DE AVALIACAO FORMATIVA NO CURSO DE
LICENCIATURA EM MATEMATICA

Christian James de Castro Bussmann?; Michelle Andrade Klaiber?, Angela Marta Pereira das Dores
Savioli®

Introducéo

Neste texto relatamos o desenvolvimento de uma tarefa de avaliacdo com estudantes do 4° ano do
curso de Licenciatura em Matematica com vistas a uma discussdo e caracterizacdo da Avaliagdo
Formativa, concepc¢édo de avaliacdo que valoriza todo o processo de ensino e aprendizagem e ndo apenas
o0s resultados obtidos por meio deste, como ocorre frequentemente nas disciplinas de matematica. Na
tarefa os estudantes elaboraram feedback para a resolucdo de algumas questdes resolvidas por alunos do
ensino médio. Apos andlise desses registros observamos que as atividades realizadas pelos estudantes
foram mais voltadas a identificacdo de erros e dificuldades nas resolu¢es do que a auxiliar para que o
resolvedor da questdo possa orientar sua propria aprendizagem no sentido de aprender com seus erros e
superar obstaculos e dificuldades. Atribuimos esse resultado a grande influéncia das experiéncias vividas
por esses estudantes durante o periodo escolar e as escassas discussdes sobre o assunto durante sua
formagé&o docente.

Desde os tempos mais remotos a Matematica esteve presente contribuindo para a formagdo da
sociedade como a conhecemos atualmente. No entanto, ela ainda é considerada ndo s6 pelos estudantes,
mas também pela comunidade em geral, como sendo muito dificil.

Se a disciplina de matematica ja causa certo “panico” nos estudantes, o que dizer entdo da
avaliacdo em matematica? De acordo com Lopez, Buriasco e Ferreira (2014, p. 252)

Usualmente, na escola, a expressdo avaliagdo é relacionada, na maioria das vezes, com
provas escritas e notas. E considerada como aquele momento angustiante em que o
professor enfileira seus alunos na sala de aula e ordena que ndo olhem para os lados,
ndo consultem seus materiais nem os colegas e, respondam as questdes apresentadas em
uma folha [...]

Mesmo esse assunto sendo discutido ha algum tempo, podemos dizer que ainda hoje a avaliagdo
apresenta um carater classificatério; contribuindo pouco para o que acreditamos ser sua principal funcdo:
fornecer informacdes que possam direcionar o processo de ensino e aprendizagem (De Lange, 1999).

Nos cursos de formagéo de professores de matematica, esta concepgdo de avaliacdo que enfatiza
resultados e tem fins classificatorios é refor¢cada na maioria das disciplinas cursadas, criando um ciclo
onde o professor que “ensina da forma como aprendeu” também avalia da forma como foi avaliado.

Com base nestas reflexdes, decidimos propor aos estudantes do 4° ano do curso de Licenciatura
em Matematica um momento de discussdo e uma tarefa sobre avaliagdo. Objetivamos com esta tarefa
apresentar aos futuros professores de matematica uma outra concepcdo de avaliagdo que priorize o
processo, 0 pensamento e o0 desenvolvimento de habilidades dos estudantes e forneca indicios que
orientem professor e estudante na tomada de decisdo educacional, a Avaliagdo Formativa .

A experiéncia aqui relatada foi realizada durante dois encontros semanais com uma turma do 4°
ano do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Londrina.

No primeiro encontro, estavam presentes 17 estudantes, aos quais inicialmente foi proposta uma
discussdo sobre avaliagdo em matematica com a intencdo de ouvir as concepgdes destes alunos a respeito
do assunto. Na sequéncia foram apresentadas e discutidas algumas caracteristicas e concepgdes da
Avaliacdo Formativa, evidenciando como esta pode servir como motivacdo (ao invés de obstaculo) para
aprendizagem da mateméatica. Ao final do primeiro encontro foram distribuidos aos estudantes
problemas envolvendo conteldos da geometria analitica e foi solicitado que eles resolvessem estes
problemas.

! Universidade Estadual do Norte do Parana — Campus Luiz Meneghel; christian@uenp.edu.br.
2 Univer sidade Tecnolégica Federal do Parana — Campus Apucarana; Michelle@utfpr.edu.br.
3 Universidade Estadual de Londrina; angelamarta@uel.br.
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No segundo encontro, estavam presentes apenas 12 estudantes que realizaram a tarefa proposta,
solicitamos que eles se reunissem em grupos de 3 alunos e entregamos a eles resolucfes das questbes (que
ja haviam sido resolvidas por eles) feitas por alunos de uma turma do 3° ano do ensino médio para que
fossem analisadas.

Todas as resolucdes entregues estavam incompletas e/ou apresentavam equivocos em relacdo aos
célculos aritméticos e/ou conceitos e definicGes empregados. A proposta foi que os grupos discutissem e
escrevessem um feedback® sobre cada resolucédo destinado ao estudante que a desenvolveu, de forma que
este fosse capaz de dar continuidade a sua resolucdo, refletindo sobre possiveis equivocos e deficiéncias.

Para a discussdo e analise dos resultados obtidos identificaremos os 10 estudantes do curso de
licenciatura em matematica por Ey, E, ..., E1o.

Os licenciandos E;, E, e E; em seus feedback fizeram um andlise de quais erros e quais
dificuldades foram apresentadas pelos estudantes durante a resolucdo da questdo, foram feitos
comentarios como: “o raciocinio esta correto”, “o aluno soube ler ¢ compreender o problema”, “o aluno
tem dificuldades em operacdes basicas e radiciacdo”, mas apenas o licenciando E; fez um
questionamento que poderia incitar o estudante a uma reflexdo inicial sobre a resolucdo dada, porém, na
sequéncia ele acaba dizendo qual o caminho correto para a resolucdo, qual formula utilizar e ainda
apresenta a resolucéo do problema.

Os licenciandos E,, E¢, Eg € Eg elaboraram o feedback de outras questdes, mas assim como E; e
E, apenas identificaram erros e confusdes apresentados pelos estudantes resolvedores das questfes, e em
alguns casos apresentaram a “forma correta” de resolucdo.

Por fim, os licenciandos E,, Eq € E;, apresentaram certa dificuldade na elaboragéo do feedback,
fato que pode ser justificado por indicios em seus feedbacks de que ndo sabiam ou ndo tentaram resolver a
questao.

Nas discussdes entre os grupos, foram apontadas algumas ideias da avaliagdo formativa, como a
importancia da comunicacdo entre estudante e professor, destacando que alguns dos problemas
encontrados na resolugdo escrita poderiam ter sido solucionados com uma conversa entre estes. Quanto ao
feedback, os estudantes compreenderam a importancia de apontar 0s pontos positivos das resolugdes para
toda a turma e em uma conversa individual com o resolvedor apontar os pontos negativos bem como
questionar sobre como foi desenvolvida a resolugédo, para que assim o professor possa ter uma melhor
compreensdo do pensamento do estudante.

Durante a realizagdo dos encontros pudemos observar que aquele estava sendo o primeiro contado
dos estudantes com a Avaliagdo Formativa e que a forma tradicional de avaliar (com objetivo de
classificar apenas) esteve fortemente presente em suas experiéncias com a avaliagdo em matematica, o
que justifica em suas tarefas de elaboracdo de feedback os diversos apontamentos de “o que esta certo”,
“0 que esta errado”, “como fazer da forma correta” e quase nenhuma orientacdo, sugestdo ou
guestionamento que proporcionasse ao aluno resolvedor da questdo a possibilidade de refletir sobre suas
dificuldades e sobre as proximas agdes que poderiam ser tomadas de forma a diminuir as lacunas em seu
processo de aprendizagem.

Fica evidente a necessidade de proporcionar aos licenciandos em matematica momentos de
discussdo, reflexdo e investigacéo sobre outras concepcdes de avaliacdo e sobre suas influéncias ndo s6 na
avaliacdo, mas em todo o processo de ensino e aprendizagem em matematica.

Referéncias
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4 Na Avaliacdo Formativa, o feedback é um retorno que o professor da ao estudante sobre as atividades
desenvolvidas, ele deve ocorrer durante e ndo ao final do processo, possibilitando ao estudante regular seus
processos de aprendizagem.
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A CRIATIVIDADE NOSSA DE CADA DIA

Ana Marcia Fernandes Tucci de Carvalho
Universidade Estadual de Londrina
tucci@uel.br

Resumo:

O século XXI traz em sua esséncia a diversidade e a flexibilidade. Nas escolas, estamos
vivendo momentos que exigem versatilidade e apresentam desafios aos professores e futuros
professores. Nesta perspectiva, podemos conjecturar que se mostra interessante expandir e
aprimorar talentos e potencialidades individuais, ja que os diferentes problemas escolares
demandam cada vez mais esfor¢o para serem solucionados. O papel da criatividade torna-se
cada vez mais relevante e util para aproveitarmos melhor os proprios recursos.

Mas, o que ¢ a criatividade? Longe do que muitas vezes imaginamos, ndo se restringe a
genialidades particulares, nao € apenas um ‘insigth’ momentaneo.

A proposta deste minicurso € apresentar o processo criativo, desfazer alguns mitos associados
a criatividade e apresentar algumas caracteristicas que podem ser desenvolvidas por todos.
Esta proposta serd realizada por meio de atividades que pretendem ser divertidas e
envolventes.
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Resumo

O objetivo central deste trabalho é o estudo do seguinte problema de valor inicial e de fronteira

para a Equagao do Calor:
U = Uy, (z,t) € (0,L) x (0,00),
uz(0,t) =0 =wu,(L,t), t>0, (1)
u(z,0) = f(z), z€]l0,L],

onde f € C([0, L]) é uma fungao continua dada, a > 0 é uma constante relacionada a difusivi-
dade térmica e L > 0 é o comprimento de uma barra de secao reta uniforme feita com material
homogéneo.

Mais precisamente, mostramos que o problema (1) possui uma solugao na seguinte classe
u € C([0, L] x [0,400)) NC>([0, L] x (0,400)). Utilizando o método de separacao de variaveis

e Séries de Fourier, obtemos inicialmente um candidato & “solu¢ao” de (1), a saber,

o0
nmwx _ 27r2a:2t
u(x,t):Ao+ZAncosTe R (2)
n=1
Em seguida, usaremos os resultados de Séries de Fourier para provar que a funcao u dada
em (2) é, de fato, uma solu¢do do problema proposto. Utilizando argumentos andlogos aos

apresentado em [1, 2, 3] mostramos o seguinte resultado.

Teorema 1 Suponhamos que f € C([0,L]) e que f € diferencidvel em [0, L] a menos de um
nimero finito de pontos com f' € SC([0,L]). Entdo a série (2) converge uniformemente em
0, L] x [0, +00) para uma fun¢ao v € C([0, L] x [0,400))NC>([0, L] x (0, +00)) que € a solugdo
de (1).
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APLICACOES DA MATEMATICA AO MEIO EMPRESARIAL

Eliandro Rodrigues Cirilo
Universidade Estadual de Londrina
ercirilo@uel.br

Resumo:

Em meio a multiplicagdo da ciéncia nos diversos ramos do conhecimento que vivemos hoje,
destacam-se as aplicagdes matematicas ao nicho empresarial. Nesta palestra objetiva-se
apresentar quantitativamente a matematica a servigo de problemas encontrados no mundo das
empresas. Além disso, pontua-se também, as perspectivas de ganhos financeiras por parte do
Matematico Aplicado no desenvolvimento das solugdes dos problemas empresariais.
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AS CATASTROFES DE THOM

Bruna Oréfice Okamoto
Universidade Federal de Sdo Carlos
bruna@dm.ufscar.br

Resumo:

A Teoria da Catastrofe, criada por René Thom na década de 60, ¢ um método para descrever a
evolugdo das formas na natureza. Neste seminario, veremos uma pequena introdugao a essa
teoria e alguns exemplos de catastrofes elementares.
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ASSIMILACAO CONTINUA DE DADOS PARA MODELOS DA DINAMICA DE
FLUIDOS

DEBORA A. F. ALBANEZ

1. RESumMO

Neste trabalho apresentamos um modelo de assimila¢ao continua de dados do tipo relaxamento no tempo
para sistemas dindmicos dissipativos, desenvolvido inicialmente em [2], para as equagoes de Navier-Stokes
bidimensionais. Tal modelo de assimilacao de dados baseia-se no fato de que esses sistemas possuem um
ntimero finito de parametros determinantes (graus de liberdade) tais como modos, nés médias espaciais locais,
os quais determinam o comportamento desses sistemas para tempos suficientemente grandes. Supondo que
a evolucao no tempo da solucao de um sistema é dado pela forma

du
= F(u(t)

onde o dado inicial u(0) é desconhecido, o algoritmo de assimilagdo continua de dados construido através
das medidas observacionais ¢ da forma

dv
5 = F®) = u(Ih(v(t)) — Th(u(t)))
para todo ¢ € [0,T], onde I (u(t)) representam as medicoes observacionais no tempo ¢ em uma resolugao
h. E discutida essa assimilacio para os modelos Navier-Stokes-av (ver [1]) e para o modelo de propagacio
bidimensional Bénard (ver [3]).
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Bolas e Esferas em Espacos Métricos

Guilherme Rocha Ortega
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, PR — Brasil
e-mail: guilhermerochaortega@ gmail.com

Prof®. Dr?. Michele de Oliveira Alves
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, PR — Brasil
e-mail: michelealves @uel.br

Resumo:

Dentre os conceitos basicos estudados em espagos métricos, o conceito de bolas e esferas
é com certeza um dos mais fascinantes entre os alunos do curso de matemdtica. E neste
momento que a idéia geométrica trazida por eles sobre bola e esfera é desconstruida. Com
este intuito, o objetivo deste trabalho é apresentar, geometricamente e algebricamente, varios
exemplos de bolas abertas, fechadas e esferas em diferentes espacos métricos. Para isto, ini-
ciaremos com a definicdo e exemplos de espacos métricos, bem como a definicao e exemplos
de bolas abertas, fechadas e esferas. Mostraremos que num mesmo espaco métrico bolas e
esferas podem ser geometricamente diferentes, mesmo que se considere métricas equivalen-
tes em tal espago. Por exemplo, consideraremos em R" as seguintes métricas

d($7y) = \/(-Tl - y1)2 +oee (mn - yn)z

d(z,y) = |z =+ + |z — yal
(xay) = max{|a:1 - yl’a ) ’mn - yn|}7
definidas para qualquer = (z1, - ,2,),y = (Y1, ,yn) € R™. Mostraremos que tais

JoR ~ . , L. ! 1 .
métricas sao equivalentes, porém para n = 2 as métricas d,d e d nos fornecem, respecti-
vamente, como bola aberta o interior de um circulo, de um quadrado de lados paralelos aos
eixos coordenados e de um quadrado com diagonais paralelas aos eixos coordenados.

Palavras-chave: Bolas, Esferas, Espacos Métricos.

Referéncias
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CONTROLADOR FUZZY DE ILUMINACAO

Rafael B. Gibellato
Universidade Estadual de Londrina
rafaelgibellato@gmail.com

Resumo:

O controlador Fuzzy tem como objetivo a economia de energia, com a 16gica Fuzzy podemos
assumir valores além de verdadeiro ou falso, diferente da logica classica, assim podemos
controlar a luz além dos comandos de acesa e apagada, entdo podemos acender a luz de
acordo com a necessidade, evitando manter uma luz totalmente acesa sem que seja realmente
necessario, logo a economia de energia torna o uso do controlador Fuzzy vantajoso.
Utilizamos do programa Octave para escrever as linhas de cddigo baseadas na logica Fuzzy,
assim o controlador trabalha com dois valores de entrada, a quantidade de iluminag¢do no
ambiente e a quantidade de pessoas presentes, sendo os valores de entrada a porcentagem de
iluminag¢do natural disponivel e a porcentagem de utilizacdo do ambiente naquele momento. A
saida do controlador ¢ a porcentagem de iluminagao artificial, que pode ser controlada por um
dimmer. Nossas primeiras simula¢des ddao conta de uma economia minima de 40% de energia
podendo chegar acima de 70%. Considerando a estimativa mais conservadora podemos
avaliar os custos de implanta¢do do sistema em uma praca de tamanho média, e comparar a
economia de energia com os custos de instalacao do sistema, obtendo que a economia paga os
custos de instalacdo em aproximadamente 2 anos. Assim, concluimos que o controlador
oportuniza uma economia de energia, devido ao fato de utilizar a luz somente na quantidade
necessaria, gerando um ganho financeiro ap6s 2 anos de uso, € um ganho ecologico a partir da
instalagao.
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DISCRETIZACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Neyva Maria Lopes Romeiro
Universidade Estadual de Londrina
nromeiro@gmail.com

Resumo:

Uma aplicagdo, relativamente simples, utilizando equagdes diferenciais pode ser encontrada
em modelos unidimensionais de transporte de poluentes. Aproximagdes numéricas destes
modelos podem ser obtidos utilizando o método de diferengas finitas, que consiste na
discretizagdo das derivadas envolvidas na equagdo diferencial. A ferramenta matematica
basica na definicdo de aproximagdes para as derivadas ¢ a série de Taylor.
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O NUMERO DE EULER E A FUNCAO EXPONENCIAL

Thiago Pinguello de Andrade
Universidade Tecnologica Federal do Parana
thiagoandrade@utfpr.edu.br

Resumo:

Nesta apresentacao veremos a historia de Leonard Euler, sua trajetoria matematica e algumas
de suas contribui¢des para a matematica como o nimeoro que recebe seu nome, o nimero de
Euler "e", cujo valor ¢ aproximadamente 2,718281, a fun¢do exponencial natural exp(x), a
importante identidade exp(ix)=cos(x)+isen(x), entre outras. Para ilustrar como o niimero e foi
obtido abordaremos a questdo do céalculo de Juros Compostos e reconstituiremos o caminho
histérico que levou ao descobrimento do niimero de Euler no século XVI. Veremos também
como o numero de Euler e a fungdo exponencial natural se relacionam com o Célculo de Juros
Compostos e dd origem ao que hoje ¢ chamado de Juros Continuos, onde ao invés de
capitalizagdes em periodos pré¢ fixados temos a capitalizagdo continua. Veremos ainda,
através de um exemplo pratico do dia-a-dia, como o uso do Juros Continuos ¢ mais vantajoso
que o uso do Juro Composto e por que, tanto a Académia quanto o Mercado de Capitais so
trabalham com juros continuos, enquanto que a rede bancaria ainda utiliza o Juro Composto
com o publico em geral. Finalizaremos vendo 10 curiosidades matematicas descobertas por
Leonard Euler.
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O PAPEL DO PROFESSOR DE MATEMATICA EM UMA AULA NA
PERSPECTIVA DO ENSINO EXPLORATORIO

Marcia Cristina de Costa Trindade Cyrino
Universidade Estadual de Londrina
marciacyrino@uel.br

Resumo:

O Ensino Exploratorio no ambito da disciplina de matematica tem sido apresentado como
uma alternativa ao ensino diretivo ou expositivo (associado & metafora da transmissdo de
informacao/conhecimento matematico do professor para o aluno) em que se procura que oS
alunos sejam trazidos para o centro da atividade matematica da sala de aula, ao realizar de
tarefas matematicas significativas. Este tipo de ensino pode enquadrar-se numa perspectiva
mais ampla de inquiry based teaching, na lingua inglesa, ou seja, um ensino baseado na
inquiricdo. Uma aula na perspectiva do Ensino Exploratorio pode ser estruturada em quatro
fases (introdugdo da tarefa, realizacdo da tarefa, discussdo da tarefa e sistematizacdo das
aprendizagens), nas quais se identificam agdes especificas do professor com dois objetivos
principais distintos, mas inter-relacionados: (i) promover as aprendizagens matematicas dos
alunos; e (i) gerir os alunos, a turma e o funcionamento da aula. O objetivo dessa palestra € o
de discutir o papel de um professor de matematica em uma aula na perspectiva do Ensino
Exploratorio, na qual os alunos t€ém a oportunidade de constituir conhecimentos e
procedimentos matematicos de modo significativo e de desenvolver a capacidade de resolver
problemas, de raciocinar matematicamente e de estabelecer um espago que permita a
comunica¢do matematica. Discutiremos aspectos inerentes ao papel do professor em cada fase
da aula, nomeadamente, ao antecipar a aula, ao propor a tarefa, ao monitorar a realizagdo da
tarefa, ao selecionar e sequenciar as resolugdes que serdo apresentadas pelos alunos, a
discussao das resolugdes e a sistematizagao.
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O QUE UMA LINGUA GLACIAL TEM A VER COM UMA APLICACAO
INJETORA?

Francisco Braun
Universidade Federal de Sao Carlos
franciscobraun@dm.ufscar.br

Resumo:

Iniciaremos com nogdes elementares sobre injetividade de aplicagdes em R”n, introduziremos
a Conjectura Jacobiana e a Conjectura Jacobiana Real. A primeira ¢ um problema em aberto,
j& a segunda, ¢ falsa.

Apresentaremos nossos trabalhos conjuntos com Oréfice-Okamoto e Santos Filho dando
condi¢gdes adicionais para a validade da Conjectura Jacobiana Real. Nossos argumentos
utilizam a geometria de certas estruturas batizadas de linguas glaciais.
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POR QUE A DENSIDADE DOS RACIONAIS (E DOS IRRACIONAIS) NO CONJUNTO DOS REAIS E
UMA PROPRIEDADE TAO IMPORTANTE PARA A ANALISE REAL?

Arlei Ubiratd da Rocha

Professor QPM da Rede Estadual de Ensino,
Professor Convidado do Projeto OBMEP na Escola,
Mestrando do Profmat 2014-2016

Para compreender-se o refinamento e a implicabilidade da Andlise Real no Universo da matematica
€ necessario entender alguns conceitos tais como: enumerabilidade, densidade e completeza, que
permitem aos matematicos construir e explorar os conjuntos de maior infinitude — Racionais, Irracionais e
Reais.

Pela utilizacdo do principio da boa ordenacdo e da propriedade arquimediana, consegue-se utilizar
algumas premissas béasicas e uma sequéncia logica de passos para demonstrar que tanto o conjunto Q
guanto o conjunto R — Q séo densos em R.

Assim, pode-se investigar outras questfes relacionadas a esses conceitos, tal como:

Como saber se existe um nimero da forma i , com p um primo qualquer e a, b inteiros nao-nulos,

1
no intervalo aberto (3 %) ?

\/'_

Primeiramente, deve-se demonstrar que —— nao é um numero racional.

Assuma-se que ,/p € racional e busque-se chegar a uma contradi¢do. Se ,/p é racional, entdo se
pode escrever \/_ = % em que m e n s&o inteiros ndo-nulos com fatores ndo comuns. Entéo, n.p = m?,

de modo que m? é um mdltiplo de p. Mas como p € um numero primo, logo m também deve ser um
mdltiplo de p. Logo, m = k.p, para algum k € Z. Entdo, n%.p = m? = k2.p2, o que implica que n? = k?.p.
Portanto, n também é mudltiplo de p, o que contradiz o fato de que m e n sdo numeros inteiros tal que
% seja irredutivel.

\/_

Entdo, o que se pretende é procurar mostrar que este numero irracional esta dentro do intervalo

(a a+1
b’ b

) Sabe-se que p € primo e o menor valor de p é 2, sendo que 1 < \/_ Portanto, - f . E, dali,
para que i < a—+1 deve-setera.(p—1)<1=,p <=

Assim, temos duas condi¢des: a primeira, sempre satisfeita para qualquer valor positivo de %. A
segunda, implica que s6 é possivel a existéncia desse numero irracional, no intervalo considerado, se \/;3

for menor do que 1 mais % .
Bibliografia:
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PRINCIPIO DAS GAVETAS: UM EXEMPLO DE MATEMATICA SIMPLES E
ATRAENTE

Luci Harue Fatori
Universidade Estadual de Londrina
lucifatori@uel.br

Resumo:

O objetivo desta palestra é mostrar como um resultado aparentemente tdo simples como o
Principio das Gavetas, também conhecido como Principio do Pombal, pode ser aplicado a
diversos problemas da matematica elementar, geometria, teoria dos nimeros, combinatorias,
teoria de grafos e na prova da densidade dos nimeros racionais na reta.
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MODELAGEM MATEMATICA E TEMAS TRANSVERSAIS: SUGESTOES PARA A
EDUCACAO BASICA

Gabriel dos Santos e Silva
Universidade Estadual de Londrina
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Ministrantes:

Prof. Ms. Gabriel dos Santos e Silva
Profa. Emily Caroline Felix Cordeiro
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Resumo:
Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de 1998, sdao propostos temas transversais, com

o objetivo de que sejam trabalhados por todas as disciplinas escolares, discutindo questdes
significativas do ponto de vista social, visando uma educagdo para a cidadania. Na disciplina
de Modelagem Matemadtica da especializacdo em Educacdo Matemadtica da Universidade
Estadual de Londrina (UEL), os alunos elaboraram propostas de aulas utilizando a modelagem
matematica como método de ensino, em que os temas eram os propostos pelos PCN (Etica,
Meio Ambiente, Satde, Pluralidade Cultural, Orientacdo Sexual e Trabalho e Consumo). O
objetivo desta oficina ¢ apresentar as propostas de aula elaboradas na especializagao e discutir
sua relevancia social, a matematica envolvida e novas propostas possiveis para cada tema.
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Resumo:
As estratégias Resoluc¢ao de Problemas e Investigacdes Matematica sao recomendadas

por documentos curriculares para o trabalho com a Matematica na Educagao Basica. Os
objetivos do minicurso sdo: proporcionar aos participantes uma experiéncia como alunos em
uma aula com tarefas de Resolucdo de Problemas e de Investigacdes Matematica, ressaltando
alguns pontos (énfase na sistematizacdo dos conteudos); discutir algumas defini¢des
matematicas da Educa¢do Bésica e discutir algumas questdes teéricas da Resolugdo de
Problemas e das Investigacdes Matematica.

As tarefas escolhidas para o desenvolvimento do minicurso serdo lancadas para que os
participantes as resolvam com o conhecimento que tiverem. Em seguida as estratégias utilizadas
pelos participantes serdo discutidas com a inteng@o de explorar e sistematizar os contetidos que
aparecerem.

A elaboracdo do minicurso conta com a participacdo de trés alunos do curso de
Especializacao em Educagcdo Matematica, turma 2016, que resolveram as tarefas e prepararam
a sistematiza¢do dos conteudos que podem aparecer nas resolugdes. A inten¢do ¢ formar
professores de matematica em todas as fases do minicurso.
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Resumo:

Simetria ¢ um conceito-chave em Matematica com aplicagcdes importantes em areas como
Fisica, Quimica, Biologia, Cristalografia, Arquitetura, entre outras. Ao longo da Historia, a
palavra “Simetria” teve diferentes significados culminando com o conceito moderno de
invaridncia por um grupo de transformagdes. Nesta oficina iremos contrapor este
desenvolvimento histérico com o contexto escolar (curriculo e livros didaticos) com énfase
especial no conceito moderno de simetria. O tema ¢ um campo fértil para discussdes sobre as
abordagens da Historia da Matematica. A oficina serd conduzida por meio das varias tarefas e
atividades intercaladas. Estas tarefas vém em cinco sabores: (1) atividades computacionais
interativas feitas com o GeoGebra (que podem ser acessadas via smartphones mais recentes,
tablets, computadores desktop e laptops), (2) atividades com material concreto (cartolina,
transparéncias e planificagdes), (3) exercicios de Matematica, (4) reflexdes sobre a pratica e (5)
analises de documentos de orientacao curricular, livros didaticos e fragmentos de textos
historicos.
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